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Von  Professor  Dr.  M.  W.  Dbobisch. 

(Am  den  Sitzungsberiohten  der  Königl.  SXeliB.  Qeeelliehaffe  der  ÜVIsaeneelwften,  mo- 
tIieinatieo]i>phf  sisebe  Ciasee,  am  1.  JnU  1858.) 


Die  nScbste  Yeraalassang  sn  den  nscbfolgendeii  SKtien  }ML  eine  Be- 
mericnng  Ton  Babinet  im  Cmnpfe  rendu  der  Pariser  Akademie  (1857,  Jimi 
p.  121)  gegeben,  wo  derselbe  sagt,  dass  man  den  mittleren  Erdbalbmess^r 
nicbt  ricbtig  bestimme,  wenn  man  ihn  als  das  Mittel  xwischen  dem  Halb- 
messer des  Pols  und  dem  des  Aeqnators  ansehe,  also,  wenn  letsterer  ^  1, 
die  Abplattung  =  u  gesetzt  wird,  dnrcli  1  —  \a  ansdrtteke,  da  der  Halb- 
messer des  Pols  einem  einzigen  Punkte,  der  des  Aeqnators  unzählig  vielen 
zukomme*  Es  sei  vielmehr  evident^  dass,  am  den  wnhron  mittleren  Erd' 
halbmesser  zu  finden,  man  für  jedes  Element  der  Obeiäüclic  des  Ellipsoids 
den  demselben  zugehörigen  Halbmesser  durch  die  Fläche  dieses  Elements 
multiplicircn ,  das  Produkt  durch  die  ganze  Oberfläche  des  Ellipsoids  divi- 
diren  und  von  dem  Quotienten  das  Integral  nehmen  müsse.  Tlicrdvuch  fin- 
det Babinet,  dass  in  Bezug  auf  die  Erde,  wo  a  =  -g^jy,  dieser  Werth  aber, 
nach  Airy,  nur  bis  auf  -j'^  seiner  Grösse  zuverlässig,  daher  die  Berück- 
sichtigung der  Potenzen  von  a  ohne  wahren  Nutzen  ist,  der  mittlere  Halb- 
messer des  Ellipsoids  :—  1  —  gesetzt  werden  müsse.  Er  hat  jedoch 
nicht  bemerkt,  dass  dieser  Halbmesser  der  einer  Kugel  ist,  die  den  gleichen 
Inhalt  nnd  die  gleiche  Oberfläche  wie  das  Ellipsoid  hat,  nnd  nnter  dem  in 
der  That  hftufig  der  ndtflei«  Erdbalbmesser  ventanden  wird.  Ist  nun  swar 
insofern  das  Besoltat  nioht  nen,  so  ist  dies  doch  seine  Ableitung.  J)as  Prin- 
cip  aber,  auf  dem  diese  bemht,  seheint  nicht  so  unmittelbar  evident,  nm 
einer  B^grfindung  nicht  an  bedürfen.  Diese  hat  keine  Schwierigkeit,  sobald 
man  von  dem  allgemeinen  Begriff  des  mittleren  Radius,  als  des  arith- 
metischen Mittels  swischen  den  unendlich  vielen  Geradmi  ausgebt,  die  ans 
einem  g^ebenen  festen  Punkte  nach  allen  Punkten  einer  begrensten  Linie, 
Fliehe  oder  kSrperlicben  Ausdehnung  gesogen  werden  können.  Die  An- 
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wendnog  dieses  Begriffe  führt  ni  vielen  merkwOrdigen  Besultaten.  Der 
speciellen  Aufgabe :  die  mittlere  Entfernung  alier  im  Umfang  und  Inhalt 
einer  ebenen  geradlinigen  Figur  enthaltenen  Funkte  von  einem  in  ihrer 
Ebene  gegebenen  festen  Punkte  an  bestimmen,  hat  Grüne rt  eine  eigene 
Schrift*)  gewidmet,  die  man  aber  wohl,  ohne  im  üebrigen  den  Verdiensten 
ihres  Verfassers  au  nahe  au  treten,  ermüdend  weitschweifig  nennen  darf. 

1. 

Seien  r\  r'\  ....  r^")  die  von  einem  gegebenen  festen  Punkt  oder  Pol 
0  nach  «  gegebenen  Punkten  M\  M'\  ....  M^^i,  welche  entweder  in  der- 
selben Ebene  oder  beliebig  im  Baume  liegen  mdgen,  aaslaufenden  Kadien, 
so  ist  das  Mittel  aus  allen 

r  +  r"  +  +  r^") 


Sind  nun  jV ,  M" ,  ....  die  Theilpunkte  einer  in  n  gleiche  Theilo  zerlcgtfMi 
begrenzten  geraden  oder  krummen  Linie  f,  so  ist,  wenn       die  Grösse  jedes 

Theils  heaeichnet,  n  s=  — ,  daher  dann 

r,  =  (r  +r;'  +  ....+r(-))^, 
oder  anch ,  wenn  r  im  allgemeinen  die  gezogenen  Radion  beseiehnet, 

Wird  unn  s  in  unendlich  viele  gleiche  Theüe  getheiU,  so  wird  Js^ds^ 
daher  dann 


/* rds 

'•=J—' 


oder  da  s  einen  constanten  Werth,  die  Lltnge  der  Linie  bedentet^ 

1)  »riz=^rds, 

wo  das  Integral  zwisch'en  den  den  Endpunkten  von  s  ents])rechenden  Gren- 
zen zu  nehmen  ist.  Nennt  man  nun  r,  den  mittleren  Radius  der  Li- 
nie s  aus  dem  Polo  0,  so  hat  die  Formel  l)  folgtMulc  Bt^liMitting.  Ist 
l)  s  eine  Gerade,  so  lege  man  durcli  sie  und  den  Pol  eine  Eben«)  und  drohe 
in  derselben  sninnitliche  aus  0  nach  den  Tlieiipunkteu  ihrer  unter  sich  glei- 
chen unendlich  kleinen  Elemente  gezogenen  Kadien  um  diese  Piinkte,  bis 
sie  senkrecht  aul  der  Geraden  stehen.  Alsdann  geht  durch  ihre  Endpunkte 
(die  zuvor  im  Pole  zusammenfielen)  eine  Curve,  von  der  die  Radien  in 
ihrer  jetzigen  Lage  die  rechtwinkligen  Ordinaten  sind  nud  deren  zugehürige 
Abmüssen  auf  der  gegebenen  Gieraden  liegen.  Der  durch  diese  Curve,  die 
Ordinaten  ihrer  Endpunkte  und  die  gegebene  Gerade  s  eingeschlossene 

*)  Ucber  die  mittlere  Entfernung  einer  Figur  von  einem  Funkte  oder  über  die 
sogeiuumte  Entfemang  des  Ackers  vom  Bofe.  Greifswald ,  1848. 
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FUtokenranm  ist  nnii  gleieli  dem  Beehteck  aus  d«r  Länge  von  9  nnd  dem 
nittlemi  Sadint  r,.  Ist  S).«  ^iie  Oorre,  so  denke  man  rie  in  eine  Qerade 
geatreekt  nnd  Terfidire  nn  Uebfigen  wie  anror,  so  «rgiebt  sieb  dasselbe 
Beanltat. 

Doicb  die  Formel  1)  ist  die  Bestimmnng  des  mittleren  Radius  Ton  t 
abhftngig  gemaebt  von  der  Beetifieation  Ton  s,  sofern  dies  eine  Cure  be- 
seicbnet,  nnd  Ton  der  Quadratur  der  Curre,  deren  Ordinate  r  und  Abr 
seiaseninerement  d$  ist.  Es  bedarf  aber  sur  Auffindung  dieser  Quadratur 
nicht  der  Entwickelung  der'Oleiebung  der  zu  quadrirenden  Curve,  sondern 
nur  der  Kenntnias  des  Zusammenhanges  zwischen  r  und  ds. 

Sei  nimlieb  suerst  t  eine  ebene  Curvo  und  liege  0  in  der  Ebene  der> 
selben ,  so  mache  man  0  xnm  Anfang  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
durch  welche  die  Gurre  gegeben  ist;  dann  wird  offenbar 

2)  »  =    ^dar*  +  d^  und  tri=J*ya^  +  ^ ,yda^-^di^, 

wodnrch  die  Gleichung  der  Curve  t/  als  Function  von  .r  gt  ireben  und  die 
Integrale  zwischen  den  den  Endpunkten  von  £  entsprechenden  Greuz- 
wertheu  von  x  zu  nehmen  sind. 

Sei  zweitens  wiederum  s  eine  ebene  Curve,  der  Pol  aber  ausserhalb 
ihrer  Ebene  in  dem  Abstand  h  von  derselben  gelegen.  Dann  mache  man 
den  Fnsspunkt  der  SenkreehtMi  h  aum  CoordinatenanfAng ,  so  wird 

3)  t=J^yda^  +  dy^  und  «»'1=^ jK*'  +     +    - +  ««y* • 

Sei  endlieb  s  dne  Curve  im  Raum,  von  einfaeher  oder  doppelter  KrOm» 
mung,  so  ist,  weain  dieselbe  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  y,  s, 
deren  Anfang  0,  bestimmt  ist,  so  dass  durch  die  beiden  Gleichungen  der 
Curve  swei  dieser  Coordmaten  als  Functionen  der  dritten  gegeben  sind, 

4)  «  =y  ydx'  -fdy*-\-dz^  und  sr^^J* /a:* + y*  +  2*  .  }/dx^  +  dy*  äz% 

WO  von  den  Grenaen  der  Integrale  dasselbe  wie  auvor  gilt. 

2. 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  man  durch  dioselben  Betrachtun- 
gen wie  zuvor  auf  die  näinlir.he  Formel  1)  geführt  wird,  wenn  .v  ein  be- 
grenztes ebenes  oder  kruiniucs  Fläcbenstück  bedeutet,  das  man  in  luiend- 
lich  viele  gleiche  Theile  ds  zerlegt,  und  nacl»  jedem  derselben  aus  dem 
beliebig  gelegenen  Pole  0  einen  liadiua ,  der  im  Allgemeinen  durch  r  be- 
zeichnet werde,  zieht.  Die  Formel  hat  alsdann  folgenden  Sinn:  Ist  1}  s 
eine  ebene  Figur ,  so  drehe  man  die  nach  ihren  Elementen  gezogenen  Ra- 
dien um  die  Punkte,  in  denen  sie  diese  treffen,  bis  sie  anf  der  Ebene  der 
Figur  senkrecht  stehen.*  Dann  geht  durch  die  Endpunkte  dieser  Radien 
(die  auTor  im  Pole  ausammenfielen)  eine  krumme  FlScbe.  Der  Raum,  wel- 
cher swischen  dieser  FlXche,  der  Figur  t  nnd  awischen  der  oder  den  Flächen 

1* 
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enthalten  ist,  irelehe  eine  dnrch  dem  Umfang  von  t  gefBhrte,  anf  der  Ebene 
dieser  Figor  senkrechte  Gerade  besehreibt,  ist  gleich  dem  Inhalt  des  pris- 
matischen oder  cylindrischen  Körpers,  der  i  zwc  Basis  nnd.  den  mittleren 
Baditis  Ti  der  Figur  »  ans  dem  Pole  0  snr  Höhe  hat.  Ist  2)  t  ein  begrens- 
tes  8tfiek  einer  kmmmen  Fläche,  so  kann  man  immM  auf  nnaählig  ver- 
schiedene Weise  eine  ebene  Figur  a  bilden,  die  ans  denselben  gleichen 
Flftchenelementen  ds  wie  S  besteht  und  deren  Flächeninhalt  daher  dem  von 
$  gleich  ist.  Stellt  man  nnn  die  allen  diesen  Elementen  zugehörigen  Ila- 
dien senkrecht  auf  die  Ebene  von  tf,  so  geht  dnrch  ihre  Endpunkte  eine 
krumme  Fhäche,  die  zu  dem  mittleren  Radius  von  s  ganz  in  dorsolhcn  Be- 
sieliun^  stobt,  wie  die  auf  ähnliche  Weise  im  ersten  Fnlle  erlmltoue  Fläche. 

Durch  dio  Formel  1)  ist  hier  die  Aul'lindung  des  mittleren  Kadius  zu- 
rückgeführt auf  die  Coniplanation  der  Fläche  und  die  Cubatur  der  krum- 
nion  Fläche,  von  der  ds  die  senkrechte  Projection  jedes  ihrer  Elemente  auf 
eine  Ebene  darstellt,  in  liozug  auf  welche  die  Wcrthc  von  r  die  senkrechten 
Ordinaten  dieser  Fläche  ausdrücken.  Auch  hier  bedarf  es  nur  der  Kenut- 
niss  des  Zusammcuhaugs  zwischen  r  and  ds^  um  diese  Cubatur  durch  Inte- 
gration ansinftthren. 

Sei  nimlich  l)  s  ein  Flftchrastfick ,  welches  von  dem  Bogen  einer 
ebenen  Corvo,  einer  dorch  den  in  der  Ebene  dersdben  liegenden  Pol 
gehenden  Abscissenachse  ond  die  anf  dieser  senkrechten  Ordinaten  der 
Endpunkte  des  Bogens  begrenst  wird.  Ist  dann  ys=/'(a;)'die  Gleichung 
der  Cnrve  nnd  beieichnen  er,  ß  die  Abscissen  der  Endpunkte  des  Bogens, 
wobei  der  Pol  cum  Coordlnatenanfang  gewählt  ist;  sind  ferner  ar,  y*  die  Co- 
Ordinaten  eines  innerhalb  $  liegenden  Punktes  nnd  ist,  wie  suTor,  der 
gesuchte  mittlere  Badiua  von  «,  so  ist 

6)        '  =  / '»"id  «r|  =  /  dx  I  dg  ^«"H-y*, 
«  a  0 

oder  wenn  man  in  der  sweiten  Formel  die  Integration  nach     ausfuhrt,  da 

dy'  ya^  +  y^  =  1  {y  ^'^^TP  +     ign  W  +  /«H-T^'J  } 


/'   

WO  zur  Abkarsnng  f{xY  tOr  \f{a:)f  geschrieben  ist. 

Offenbar  kann  man  durch  Anwendung  dieser  Formel  auch  den  mitt- 
leren Badius  der  Flltche  einer  in*  sich  surflcklanfenden  Corvo  bestimmen. 
Einfacher  wird  dies  aber  im  Allgemeinen  dnrch  Benntaong  von  Polarcoor- 
dinaten  geschehen.  Denn  gehe  die  Achse,  auf  welche  sich  dann  die  Ano- 
malie 9»  bezieht,  dnreh  den  Pol,  sei  dieser  der  Coordlnatenanfang  nnd 
^^f{fp)  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve,  so  ist  die  Flflche  eines  Sec- 
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tors,  der  von  der  Curve  und  den  zu  den  Anomalien  a,  ß  gehörigen  Vectoren 
derselben  /(«),  f{ß)  begrenst  wird, 


« 

Sind  nun  tp ,  r  die  Polareoordinaton  irgend  elnea  ibnerhalb  dieses  Seetors 
liegenden  Punktes,  so  ist  das  demselben  sugehörige  FUtchenelement  rdrä^t 
daber  nach  l) 

«0  « 

Liegt  der  Pol  innerhalb  der  in  sieh  surttcklaufenden  Curve,  so  ist  um  den 
mittleren  Radius  ihrer  Fliehe  sn  erhalten,  as=0  und  ß  =  2n  su  setsen. 
Liegt  er  ausserhalb,  so  sind  a,  ß  die  Anomdien  der  beiden  die  Onnre  be- 
rührenden Yectoren.  I2s  ist  aber  dann  der  dem  Pole  aunXchst  liegende, 
zwischen  diesen  Vectoren  enthaltene  Zweig  sn  unterscheiden  von  dem  zwi- 
schen denselben  Vectoren  liegenden  entfernteren.  Wird  jener  dnrcli  (90), 
dieser  durch  /'t(^)  beaei<^net,  so  ist,  wenn  dann  r,  den  mittleren  fiadius 
der  von  der  Cunre  umschlossenen  Fläche  bedeutet, 

'=4/lA(»)*-AWJ^9>. 


7) 


=  */KiC9)*-/.I 


'''i  =  */IAC9)*-/.(y)'Jd9. 

a 

Diese  Formeln  gelten  auch  noch,  wenn  /*,  (9),  fi{tp)  nicht  die  Vectoren 
von  Zweigen  einer  und  derselben,  sondern  von  zwei  verschiedenen  Curven 
bedeuten ,  die  entweder  allein  oder  in  Verbindung  mit  den  su  «,  ß  gehöri- 
gen Vectoren  die  Flüche  s  eiusehliesson. 

2)  Liegt  der  Pol  ausserhalb  der  Ebene  von  s  in  dem  Abstand  h  von 
derselben,  so  wird,  wenn  man  den  Fusspunkt  von  h  zum  Coordiuatonanfaug 
macht,  auf  ähnliche  Weise,  wie  in  5) 

}  /   

a  a  0 

Bedient  man  sich  polarer  Coordinaten  und  bedeutet  dann  s  den  Sector,  der 
zwischen  der  gegebenen  Curve  und  den  aus  dem  Fusspunkt  von  h  gezoge- 
nen, zu  den  Anomalien  a,  ß  gehörigen  Vectoren  enthalten  ist,  so  wird,  wie 
savor. 


fi<p)d<p. 
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Sind  femer  9,  q  die  Polarcoordinaten  irgend  eines  innerhalb  des  Seetora  s 
liegenden  Punktes,  so  ist  wiedemm  ff  das  sngebSrige  Flttehen- 

element,  der  aus  dem  Pol  gezogene  Badins  desselben  aber  r  ss=^^'*  -f-  A*« 
folglich 

oder,  wenn  man  zuerst  nach  q'  intogrirt,  flas  erlialtcno  Integral  von  ^' =  0 
bis  Q=f{q))  nimmt,  und  dann  nach  q>  integrirt,  mit  Hinzofügung  der 
Grenzen  von  9, 

9)  'r,  =  iJl/(<P)' +'•']'' "9. 

a 

welche  Formel  fttr  A  =  0  in  6)  flbei^eht.  Ist  die  Ourre  eine  in  sich  surftek- 
lanfende  nnd  liegt  der  Fnsspunkt  voa  A  innerhalb  denelben,  so  ist  auch 
hier,  wenn  der  mittlere  Badius  der  Fliehe  der  Curve,  o =0,  /3a=  2»  sn 
setien.  Liegt  dieser  Fusspnnkt  ausserhalb  der  Curre,  so  ist  mit  derselben 
Unterscheidung  wie  unter  7) 

10)  =      {|A(9»)*  +  A^1*-  + }  dfp, 

a 

wo  s  denselben  Werth  wie  nnter  7)  hat.  Auch  dieser  Formel  kommt  die 

bei  7)  bemerkte  weitere  Bedeutung  zu. 

3)  Ist  s  ein  Stück  einer  krummen  Fläche  und  wird  der  Pol  zum  Co- 
ordinatenanfang  gemacht,  so  ergiebt  sich 


9  z  9  z 

wo  z  und  die  partiellen  Difierentialquotienten  — ,  ^  durch  die  Gleichung 

der  Fläclie  als  Functionen  von  x  und  y  gegeben  sind. 

Ist  s  durch  eine  in  sich  zurücklaufende  Curve  begrenzt,  so  hat  ihre 
Projcction  auf  die  Ebene  xxj  einen  dem  Toi  näheren  und  einen  entfernteren 
Zweig,  von  denen  jener  durch  y==fi  (a-),  dieser  durch  y  =  /"^(a:)  gegeben 
sei.   Integrirt  man  dann  in  den  vorstehenden  Formeln,  nach  Einführung 

3  ^  ^  % 

der  Ausdrücke  von  s,      und  ^  durch  «p,  y,  luerst  nach  tf,  so  hat  man  das 

0x  cy 

gefundene  Integral  swisehen  den  Orensen  {x)  und  {x)  zu  nehmen.  In- 
tegrirt man  sodann  naeh  so  hat  man  dieses  aweite  Integral  swisehen  den- 
jenigen Werthen  von  x  zu  nehmen,  welche  die  Absdssen  der  diese  Curre 
berfihrenden  Ordinaten  ausdrfleken. 

Die  Anwendung  polarer  Ooordinaten  giebt  eomplieirtere  Formeln  und 
schdnt  daher  hier  im  Allgemeinen  nicht  angemessen. 
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3. 

Endlieh  ist  aueh  Urne»  dass  man  abermak  die  Fomel  l)  erbJlU,  w«Da  • 
einen  von  einer  krummen ,  oder  mebreren  ebenen  oder  kninunen  FlScben 
begreniten  Banm  bexeicbnet,  der  in  anendlich  viele  gleiche  Kdrperelemente 
zerlegt  wird»  wenn  man  ferner  nach  jedem  dieser  Elemente  ans  dem  inner- 
hall)  oder  ausserhalb  des  Körpers  gelegenen  Pole  einen  Badius  r  zieht  and 
das  Mittel  Tf  ans  allen  diesen  Badicn  sucht.  Eine  geometrische  Deutung 
lässt  sich  nun  swar  in  diesem  Falle  der  Formel  nicht  geben,  wohl  aber  fol- 
gende statische. 

Alle  Elemente  des  Körpers  s,  welche  den  gleichen  Abstand  vom  Pole 
0  haben,  liegen  auf  cinor  Kugelfläche ,  deren  Mittelpunkt  0  ist.  Man  kann 
demnach  s  in  unendlich  viele  Schichten  von  Elementen  zerlegt  denken,  von 
denen  jede  entweder  eine  vollständige  Kugelschalo  oder  einen  Theil  einer 
scilclicii  bildet.  Man  kann  ferner  aus  den  Elementen  einer  jeden  dieser 
iSchichteu  eine  ebene  .Schicht  bilden  und  alle  diese  ebenen  Schichten  auf 
einander  legen,  auch  jeder  derselben  eine  Gestalt  geben,  die  sich  an  die 
der  nicbsten  Sehieht  stetig  anscJiHesst.  Anf  diese  Weise  bildet  die  6e- 
aammtbeit  dieser  Schichten  einen  Körper  9  von  gleichem  Inhalt  wiö  s. 
Stellt  man  nnn  die  Radien,  die  in  «  jedem  Element  ankommen,  senkrecht 
anf  die  Ebenen  der  Schichten,  in  denen  sie  in  9  li^en,  so  fallen  die  End- 
punkte der  Radien  aller  Elemente  von  9  in  dieser  Lage  in  eine  nnd  die- 
selbe den  Ebenen  jener  Schichten  parallele  Ebene,  drflckenalso  die  Ab> 
atinde  der  Elemente  Ton  dieser  Ebene  ans.  Da  nnn  « s=  e  nnd  <ls  =  df «, 

so  ist  auch  (Vr|  =^rde,  und  drückt  nun  diese  Formel  aus,  dass  der  mitt- 
lere Radins  r|  der  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Körpers  a  von  der 
Ebene  ist,  von  welcher  seine  Elemente  resp.  den  gleichen  Abstand  haben, 
wie  die  ihnen  entsprechenden  Elemente  des  Körpers  s  von  dem  Pole  0. 

Noch  kürzer  ist  folgende  Deutung  der  Formel.  Man  kann  sich  die 
Radien  der  Elemente  von  f  nach  den  Scliwerpunkten  derselben  gezogen 
denken.  Dreht  man  nun  die  Radien  sitinintlichpr  Elemente  mit  diesen  um 
den  Pol,  bis  sie  in  eine  und  dieselbe  gerade  Linie  kommen,  so  bilden  die 
Schwerpunkte  der  sanimtlichcn  Elemente  von  s  eine  begrenzte  Gerade  ö, 
deren  Länge  die  Differenz  zwisciien  dem  grössten  und  kleinsten  Radius 
von  s  ist.  Es  fallen  jedoch  hierbei  die  Schwerpunkte  aller  derjenigen  Ele- 
mente zusammen,  die  den  gleichen  Abstand  r  vom  Pole  haben.  Die  Zahl 
der  Elemente ,  deren  Schwerpnnkte  in  jedem  Punkte  der  Geraden  e  zn- 
sMumenfallen,  ist  daher  proportional  ,  der  QrÖsse  der  Durchschnittsfläche 
der  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kug^fliehe  nnd  des  Kdrpers  s. 
I>enkt  man  sich  nun  die  Elemente  dt  als  schwer  und  legt  ihnen,  da  sie, 
naek  der  Voraussetiung,  alle  gleich  sind,  gleiche  Gewichte  bei,  so  stellt  c 
eine  ungleichförmig  belastete  Gerade  dar.  Der  Abstand  des  Schwerpunkts 
dieser  Geraden  vom  Pol  ist  der  mittlere  Radius  des  Körpers  s. 
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Bs  ist  leicht  begreiflich,  dass  diese  Deutimg  aach  auf  die  FttUe,  wo  9 
eine  Fläche  oder  Linie  beaeichnet,  ttbertragen  verdra  kann.  . 

Wir  können  nun  ancb  allgemeine  Formeln  anr  Berechnung  des  mitt- 
leren Radius  des  körperlichen  Raums  9  entwickeln. 

Sei  der  Pol  0  der  Anfang  eines  reclitwinkligou  Coordinatensystems, 
und  in  Bezug  anf  dieses  z=if{x^y)  die  (iloichung  einer  krummen  Fläche, 
die  in  Verbindung  mit  der  dry-Ebene,  feiuor  mit  zwei  Ebenen,  die  der 
|fZ-£bene  in  den  Abständen  «,  et  parallel  sind,  endlich  mit  zwei,  der  xz- 
Ebene  in  den  Abständen  ^,  parallelen  Ebenen,  den  Raum«  begrenst, 
80  ist 


12) 


sr, 

a        p  V 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  es  bei  5)  geschehen  ist,  könnte  hier  in  der  zweiten 
Formel  die  Integration  nach  z  ausgeführt  werden,  wodurch  sich  das  drei- 
fache Integral  auf  ein  doppeltes  reducirt.  Wir  halten  uns  jedoch  dabei 
nicht  auf,  da  sich  aach  hier  die  Anwendung  von  Polarcoordinaten  vortheil- 
hafter  erweist. 

Sei  nSmlioh  ^  der  RadinsTOctor  der  krummen  FlXehe  ans  dem  Pole  0, 
^  der  Winkel,  den  derselbe  mit  der  jr- Achse  macht,  und  ^  die  Keiguug 
der  Ebene  dieses  Winkels  gegen  die  Ebene  xy,  so*  i^t  die  Gleidwng  der 
Flitche  von  der  Form 

wo  f  eine  gegebene  Function  bezeichnet.  Dies  voransgesetzt,  iKsst  sich  das 
Körperelement  ds,  dessen  von  0  bis  q  veränderlicher  Abstand  vom  Pol,  r, 
der  Lage  nach  mit  q  insammenf&llt,  ausdrücken  durch  d9=ir*  stn^  drd»d^. 
Hieraus  folgt 

9=J  I^J*r»9in^drd0dif, 

sri  =s jjj*'*  sin^drd^  diff» 
Integrirt  man  in  beiden  Formeln  zuerst  nach  r,  nimmt  die  Litegrale  von 
r  =  0  bis  r  =  9  =  f{&,  ip)  und  beaeichnet  die  Grensen  der  Lit^ration  nach 
^  durch  ßf  ß\  die  der  Integration  nach  ip  durch  o, so  inrd 

9  =  iJ*dti,Jf{»,^y9in9d9, 


13) 


9rt^lJ ?  9in  « <f 


Von  H.  W.  Dbobisch.  9 

Sind  «,  o',  /?'  constante  Warthe ,  ao  ist  Anteh  diese  Fonndn  der  mittlere 
Badint  des  Körpers  gegeben,  der  dnreb  die  kmmme  Hiebe,  swei  nnter 
den  TiHnkeln  ß,  ß'  gegen  die  Ebene  ary  genügte,  dnreb  die  «-Aebse 
gebende  Ebenen,  und  swei  Kegelflteben  begrenst  ist,  die  doreb  Umdreb- 
nng  der  y^nkel  «,  «'  nm  die  Acbse  ersengt  werden.  Man  kenn  dnreb 
dieselben  aber  auch  den  mittleren  Radius  des  Orpers  bestimmen,  der  von 
der  gegebenen  Fläche  und  zwei  Kegelfiächen  begrenzt  wird,  von  denen  die 
erzeugende  Gerade  einer  jeden  durch  den  Pol  und  eine  auf  dor  Fläche  lie- 
gende Directrix  geht,  welche  letztere  dann  durch  eine  Gleichung  zwischen 
&  und  tjj  beütimint  sein  mnss.  In  diesem  Falle  sind  a,  a  die  Neigungen 
der  beiden  durch  die  Achse  gelegten,  die  KegelflHcho  beriilircnden  Ebe- 
nen, ß  und  ß'  die  Fuuctiouen  von  ip,  durch  welche  für  jede  von  beiden 
KLegcltlachen  die  Directrix  auf  der  Ohevtläche  gegeben  ist. 

Läuft  die  Fläche,  deren  Gleichung  q~  f(^0,  ^) ,  in  sich  zurück  und 
umschliesst  also  einen  körperlichen  Raum  s,  so  ergeben  die  Formeln  13) 
seinen  mittleren  Radius,  sofern  der  Fol  innerhalb  s  liegt,  wenn  «  =  0, 
o'=2ff,  ß=:0  und  ß'~n  gesetzt  wird.  Liegt  der  Pol  aber  ausser- 
halb s,  so  ist  inyOrderst  awiseben  dem  dem  Pol  nSberen  Theil  der  Ober- 
flftcbe  nnd  dem  «itfemterai  Tbeil  an  nnterscbeiden,  welcbe  beide  dnreb 
die  Cnrre  gesondert  werden,  in  der  die  K^elflXcbe,  deren  Sebeitel  der 
Fol,  die  Flitcbe  t  berfibrt.  Beaeicbnen  wir  jenen  dnreb  /«(^»ip),  diesen 
dnreb  /t(l^,^)  nnd  ist  ^^ip{^)  die  Gleiebnng  der  berObrenden  Kegel- 
flitcbe,  so  wird,  da  man  die  Aebse  «,  auf  welche  sich  ^  besieht,  immer  so 
legen  kann,  dass  sie  s  trifft, 

14)       ^  ^  " 

*r,  =  j/d^  r -  /,  *d*. 

Dass  /t  und  aneh  hier  swei  von  einander  unabhängige  Fliehen  bedeuten 
können,  wird  kaum  bemerkt  sn  werden  branehen. 

4. 

Werde  jetzt  der  mittlere  Radius  von  zwei  oder  mehreren  zusammen- 
htfngenden  oder  nicht  susammenbängenden  Idnien,  Flttcben  oder  KSxpern 
ans  einem  gemeinsamen  Pol  gesucht. 

1)  Seien  gegeben  swei  yon  einander  nnabhingige  Systeme  von  Punk- 
ten JV',  ir, . . .  JifW  und  JV'.  Jir", . . .  iirw,  und  seien  resp.  r ,  r", . . .  H«) 
nnd  9',  9%  •  ■ .  ^  die  aus  dem  gemeinsamen  Pol  0  nach  ihnen  gesogmen 
Bedien,  so  ist  das  Mittel  aus  allen 
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Weiden  nun  nowohl  St,  üf". . .  N\  N" die  Theilponkte  toh  swei 
begrensten  Linien     tf,  welche  resp.  in  n  nnd  v  gleiche  Theile  JsssJa 

zerlegt  sind,  so  wird  /j  =  -^,  daher:  «:v==s:<r,  folglich  auch 

n  +  -V  =  -i— ^ — -  =  — 7 — ,  and  ebenso  »  +  »  sa=  -i— I — l  _ — ; 
daher 

Jl  =  (/  +  r"+...  +  r(->):^ +         ^''+...  +  ^<'')  l''  , 

wofür  auch  abgekürzt  gescliriebon  werden  kann: 

Werden  nun  n  ond  v  unendlich ,  so  geht  diese  Formel  Aber  in 

Beseichnen  aber  r,,  die  mittleren  Radien  der  einzelnen  Linien  «,  o  ans 
demselben  Pol,  so  ist  nach  dem  Vorigen. 

daher  ist 

15)  (*  +  <j)  Ä  =  s  r,  +  ö  . 

2)  Seien  allgemeiner  drei  Systc.ino  von  resp.  n ,  v  und  n  Punkten  ge- 
geben, deren  von  dem  gemeinschaftlichen  Pol  auslaufende  Kadion  resp. 
durch  /,  r",  . . .  r'''^,  q\  q'\  . .  .  r',  r", . .  .  r("^  bezeichnet  werden  mögen, 
so  ist  das  Mittel  ans  allen 

Sind  nnn  wieder  diese  Punkte  die  Theilpnnkte  von  drei  begrenzten,  in  die 
gleichen  Theile  j8s=Jc=iJf  getheilteu  Linien        f,  so  ist  ''^^t 

V  =  — ,  tt  =  ~ ,  daher  n  :  v  :  n  =  <  :  0  :  f,  folglich 
Je  Jf 


daher 


Werden  nnn  n,  y  und  n  unendlich ,  so  geht  diese  Formel  aber  in 

{s-\-a  +  f)Jt==:J'rd8'^Jlfd8'^Jtdf. 
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Es  ist  ftber,  wenn  r| ,  ^, ,  r,  die  mittleren  Bedien  der  einselnen  Linien 
tf,  f  be&eiehnen, 

9r^=ijrd*,    tf^,=y^d*,  ^t^=J\df, 

folglich 

16)  +    /?  =  jr,  +  (TP,  +  fr,. 

3)  Durch  dieselben  Schlüsse  folgt  völlig  allgemein,  wenn  R  den  mUA- 
leren  Kadius  von  m  begrensten^  von  einander  nuabhftngigen  Linien  «,  8\ 

.  .  .  1)  aus  einem  gemeinsamen  Pol,  und  r, ,  r,',  r,",  .  .  .  r'*"-'*  die 
miitlercn  . Radien  beseichneo,  die  ihnen  in  Bezug  anf  denselben  Fol  einzeln 

zukommen,  da8S 

17)  (s+s  +s"  + . .  .-hs<"—  •>)  R  —  5r,+s'r,'+s"/-,  "  +  . .  "  Dr,««— 
Denn  unterscheidet  man  zuerst  m  Systeme  von  resp.  «,  n',  n", .  .  .  «(""-^^ 
Paukten,  so  ist,  wenn  diese  die  Theilpunkte  von  m  in  gleiche  Theile 
^8  =  ^1s'  =       =s . , .  =             zerlegten  begrenzten  Linien 

werden,  * 


daber 

n  +  n  4-n  +  . . .  +  n<"-»  =  p-^^  

*  +    +    +  .  • .  -f-  5  ('»~  •) 


folglich,  da  offenbar,  wenn  jetzt  r,  r',  r", . . .  r<'"-*)  die  veränderlichen  Ra- 
dien  der  Theil|»nnkte  der  Linien  t,s'  u.  s.  w.  bezeichnen, 

 Zr.  " 

n+n>...-h  ■^«+n'+...+  n<'»-i)"*'**'"^fi-|-n' 4-.. 

(.V  +  s'+  s"+  .  .  .  +  ä(--'))  ä  =  Xr^s  +  2:r'zi/+  .  .  .  +  2:r<"'-l)z/ 

woraus,  wie  man  laicht  übersieht,  wenn  n,  n',  n", . . .  n<**~ unendlich 
werden ,  die  Formel  17)  sich  ergiebt. 

Es  bedarf  wohl  keines  weiteren  Beweises,  dass  diese  Formel  auch 
gilt,  wenn  s,  s"  .  , .  begrenzte  Flächen  oder  körperliche  Käume  bedeu- 
ten, die  der  Reihe  nach  in  w,  n\  n"  .  .  .  unter  sich  gleiche  Elemente  = 
ds'  =  ds"  .  .  .  zerlegt  gedacht  werden ,  da  auch  dann  die  unendlicli  werden- 
den Zahlen  n,  n',  ti\. .  sich  wie  s,  s" , . .  verhalten,  nnd  ebenso  alle 
fibrigeu ,  zur  Auffindung  von  B  erforderliehen  Bestimmungen  sich  wesent- 
lich gleich  bleiben.  Man  kann  daher  ans  der  in  dieser  Ausdehnung  genom- 
menen  Formel  folgenden  Sata  aiehen:  Dreht  man  die  mittleren  Ba- 
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dien  ri,  r/,  r/' . . « r/*"'*)  der  Linien,  Fliehen  oder  Körper 

um  ihren  gemeinsamen  Pol,  bis  sie  in  eine 
und  dieselbe  Gerade  fallen,  und  denkt  sich  ihre  Endponkte 
als  schwere  Punkte,  deren  Gewichte  resp.  den  Grössen  s, «, 
s"..  .s^~*)  proportional  sind,  so  ist  der  Abstand  d  es  Schwer- 
punktes dieser  Pn  nkto  vom  Pol  der  mittlere  Radios  desgan- 
sen  Systems  der        s'\  . . .  s^"'-*). 

Es  rl arf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  die  Formel  17)  für  den  speciel- 
len  Fall,  wo  s,«',  s"...  in  einer  und  derselben  Ebene  liegende  gerade 
Linien  oder  ebene  Figuren  bedeuten,  schon  von  Grunert  aufgestellt  und 
erwiesen  worden  ist*). 

Wir  geben  in  den  folgenden  Artikeln  eine  Reihe  von  Anwendnngen 
der  vorstehenden  allgemeinen  iJetrachtungeu,  bei  denen  wir  es  jedoch  häu- 
fig vorziehen  werden,  auf  die  allgemeine  Formel  J)  zurückzugehen,  anstatt 
uns  der  darans  abgeleiteten  unmittelbar  zu  bedienen,  nin  für  jede  gegebene 
Aufgabe  diejenigen  CoordinatenbestimmuDgcn  zu  wiihleu,  die  uns  die  kür- 
sestc  Auflösung  zu  geben  scheinen« 

5. 

Sei  gegeben  ein  ebenes  Dreieck  ABC  und  werde  gesoeht  1)  der  mitt- 
lere Radius  ri  der  Basis  SC  ans  der  Spitae  A  als  Pol,  und  2)  der  mittlere 
Radius    der  Fliehe  des  Dreiecks  aus  demselben  PoL 

1)  Macht  man  die  Basis  BCs=ia  zur  Abscissenaobse,  den  Fusspunkt  D 
der  von  der  Spitie  A  auf  die  Basis  gefällten  Senkrechten  AD=h  zum  Oo- 
ordinatenanfai^^,  nnd  bezeichnet  durch  x  die  Abscisse  eines  beliebigen 
Punktes  der  Basis,  so  ist  der  aus  A  nach  demselben  gesogene  Radius 
r=sYW^^.  Femer  ist  das  Elonent  der  Basis  d^s=s<te,  daher,  wenn 
fiberdies  die  Abschnitte  DB^  in  welche  AD  die  Basis  serlegt,  durch  p 
und  q  beaeichnet  werden^  nach  Formel  1) 

folglich,  wenn  AB=  evoAACss 6,  daher  ^A^  +  p»  ==   und  f/Ä*+j»  =  c. 


D  '•.=^[''*  +  *'  +  *''»''fö)l 

Es  ist  aber 

p  =  bcosCz^  —  i    g  =  cco«^=  i 

woraus  folgt 


*)  In  der  oben  angefahrten  Schiifl  8. 84  «ad  III. 
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6+  g  o  +  b-^  e 

e—q     A  +  c — a* 
oder,  wenn  a-^b'^es^tu  gesetit  wird, 

^-hp   u 

C  —  q      u  —  a' 

£«  ist  ferner,  wenn  J  die  Fläche  des  Dreiecks  besoichnei, 

n 

Set£t  mau  nuu  diese  Ausdrücke  in  1)  ein ,  ho  crgicbt  sich 

wo,  da  J*~u{u — «)  (u  —  b)  {u — r),  r,  durcli  dio  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks gegeben  ist.  Dass  durch  die  Vcrtauschnng  von  n  mit  b  diese  Formel 
den  mittleren  Radius  der  Seite  b  aus  der  Spitze  und  ebenso  durch  Vcr- 
taneehnng  Ton  «  mit  e  den  mittleren  Badias  der  Seite  c  ans  der  Spitze  C 
giebt,  erhellt  von  selbst  Die  Torstehende  Formel  hat  anf  andere  Weise 
schon  Grnnert  (a.  a.  O.  S.  25)  abgeleitet. 

Nimmt  die  Höhe  des  Dreiecks  ohne  Ende  ab  und  verschwindet  sie  sn- 
letnt  ginatieh,  so  wird  Js=0,  Dann  giebt  die  Formel  den  mittleren  Ra- 
dius der  Geraden  a  ans  einem  in  ihr  oder  ihrer  VerlAngerung  liegenden 
Fol  an. 

2)  Zur  Anflösnng  des  «weiten  Theils  der  Aufgabe  kann  unmittelbar 

die  Formel  6)  benutzt  werden,  wenn  wir  die  Spitze  A  des  Dreiecks  zum 
Pol  machen,  und  als  die  Achse,  auf  welche  sich  die  Anomalie  go  besieht, 
die  Senkrechte  JD  annehmen.  Dann  ist,  entsprechend  der  dort  angenom> 

menen  allgemeinen  Gleichung  Q=f{(p),  die  Gleichung  der  Basis  p=  . 

COSip 

wo,  wenn  q  mit  den  Seiten  .^/?,  AC  zusammenfällt,  resp.  —  —  a  und 
q>  =  ß  sein  mag,  und  giebt  demnach  0),  da  hier  s  =  ^ah  ist,  den  mittleren 
Badius 

ß 

2h*  rdq> 


—  a 


Bs  ist  aber  nicht  nSthig,  dieses  Integral  zu  entwickeln.  Denn  bedient  man 
sich  für  die  Auflösung  des  ersten  Theils  der  Aufgabe  dnselben  polaren 
Coradinaten,  so  ist  der  aus  A  nach  einem  beliebigen  Punkte  der  Basis  ge- 
sogene Radius  r ^  *  ,  und  ==s  <l .  r  «in g>  =3  ,  daher,  da  «=sa, 
nach  1) 

ß 


Es  ist  demnach  der  gesuchte  mittlere  Radius  der  DreiecksflKohe 
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II)  r,  =  |r,, 

und  damit  der  zweite  Theil  der  Aufgabe  durch  den  ersten  gel  (ist.  Man 
kann  dieses  Resultat  auch  so  ansspfeeben:  Zieht  man  ans  derSpitse 

des  Dreiecks,  als  Pol,  nach  seiner  Basis  den  mittleren  Ra- 
dius derselben,  r,,  und  durch  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
eine  Parallele  zur  Basis,  so  ist  das  zwischen  dieser  Paral- 
lele und  der  Spitze  des  Dreiecks  enthaltene  StUck  von  rj 
der  mittlere  Radius  r,  der  Dreiecksfläche. 

6. 

Man  suebt  den  mittleren  Radius  des  Umfange  und  den  des  Inhalts  des 
Dreiecks  ABC^  wenn  der  Pol  0  beidw  Radien,  die  wieder  r, ,  r,  bexeiebnet 
werden  mögen ,  in  einem  beliebigen  Pankte  der  Ebene  des  Dreiecks  liegt. 

Man  siebe  ans  0  nach  den  Spitsen  des  Dreiecks  die  Gnaden  OA  ==  «« 
OBsssß^  OC=sf^  und  setse  die  FlSebe  des  Dreiecks  0SC^A\  ebenso 
OCA=J''f  OAB=sJ*"i  nenne  ferner  die  halben  ümftnge  dieser  Dreiecke 
ti',  tt'",  80  dass  also  o  +  /J  +  y SS 2«',  *  +  «  +  ys=s 2«",  c  +  «  +  ^  ==««'", 
nnd  bezeichne  die  mittleren  Radien  der  Grundlinien  «,  b,  e  dieser  drei 
Dreiecke  ans  dem  Pole  durch  r«',  r/',  r/",  sa  ist  nach  I*)  in  der  yorigen 
Nummer 

.••=i(.+.)[.-H(^y]-^.»(.-4) 

.r=,(.+«[.  +  (^)]-i^*-(.-f). 

Es  ist  aber  vermöge  der  Formel  10),  wenn  daselbst  der  Reihe  nach  r,,  (f,,  r, 
mit  r,',  r,",  r,'",  desgleichen  .9,  <y,  f  mit  «,  h,  r,  ferner  Ä  mit  vertauscht 
und  zur  Abkürzung  a       +  c      2  u  gesetzt  wird, 

^   Q^i  +  br^    +  er, 

daher  wird  durch  Substitution  der  vorstehenden  Ansdrfleke 

''ü»+r)[i  +  (^-')>*(r+.)[i  +  (^'/Jj 

_.(i£7,„(._.-)_.(i|:j,„(._^)- 

-.(■i^")'/,„(i-4.)) 

Was  betrifft,  so  ist,  wenigstens  vorläufig,  zwischen  den  awei  Fällen 
zu  unterscheiden,  wo  der  Pol  0  entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Dreiecks liegt  In  dem  ersten  dieserFälleist^(;=:J=^'4-^  "-f  ^  "* 
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daher,  wenn  r, ,  r,",  r,'"  die  mittleren  Kadien  der  Drciocksflächen  J%  J*\ 
A'"  ans  dorn  Pole  0  beseichnen,  in  gans  lihnlicber  WeiM  wie  anvor,  ver* 
möge  dex  Formel  10), 

 5  » 

folglich ,  da  nach  dem  vorigen  Art.  unter  II) 

+^"(«+«[l+(==^)']( 

Liegt  aber  der  Pol  ausserhalb  des  Dreiecks,  so  sind  in 
immer  ein  oder  zwei  Glieder  des  Ansdrncks  zur  Rechten  negatir*  Dean 
man  kann  bekanntlich  überhaupt  die  Fläche  A  von  ABC  dadorch  erzeugen, 
dass  man  aus  dem  Pole  0,  liege  er  nun  innerhalb  oder  ausserhalb  dessel- 
ben,  einen  Kadiusvector  zieht,  und  diesen  um  0,  nöthigenfalls  verlängert, 
so  drolit,  diiss  er  succcssiv  dio  Seiten  AB^  BC,  CA  durchläuft  und  hierdurch 
die  Dreiecke  OAD^  OBC\  OCA  beschreibt,  zuletzt  also  in  seine  anfängliche 
L»ago  zurückkehrt.  Bleibt  nun  der  Sinn  der  Drehung  in  allen  drei  Drei- 
ecken derselbe,  so  sind  nlle  drei  als  positiv  anzusehen  und  ist  ihre  Suumio 
die  Fläche  von  ABC.  Dies  tindet  statt,  wenn  der  Pol  innerhalb  des  Drei- 
ecks liegt.  Ist  aber  der  Sinn  der  Drehung  bei  der  Beschreibung  dos  zwei- 
ten oder  dritten  Dreiecks,  oder  beider,  dem  im  ersten  Dreieek  entgegen- 
gesetat,  so  sind  die  Fliehen  dieser  Drsiecke  ala  negatiir  aaanidiin,  wenn 
man  die  des  erstMi  als  positiv  nimmt,  nnd  ist  dann  die  algebraiaehe 
Summe  der  so  beseichneten  Flürchen  J\  A'\  J*"  die  Flftche  von  ABC,  Sei 
demnaeh  iverst  A »  A'-^A"  —  A***,  folgKch  A  +  A'"=s  A'+A*^,  we  das 
Oleiebheitsaeiehen  offenbar  Oongmena  anaeigt,  so  mfissen  aneh  die  mittle» 
Jeren  Radien  beider  Snmmen  von  Flftchen  ans  dem  gemeinsamen  Pol  0 

gleich  sein.  Diese  sind  aber  nach  loj  resp. — = — :  j~-  und  jr^. 

Da  nun  die  Nenner  beider  Ausdrücke  gleich  sind,  so  folgt  aas  der  Gleich- 
heit dieser  mittleren  Radien 

.   A  r^-\-  A  ^A 

r,  . 

Sei  aweitens  A     A'^  A**-^  A*^,  also  ^+     + ao  ist  naeb  16) 

der  mittlere  Radins  der  Flftche,  welche  der  linke  Theil  dieser  Oleiehnng 

1  «  1 X    ^'f  +  ^/       -1-       r,       ,  ^,    ,        ,  A 

ausdrückt,   --— — -T,— —  ,»      ,  der  von  A   aber  r,  = —-7^ ;  folglich 

A  -\-  A    -Y  A  A  ' 

durch  Gleichsetaung  beider,  vermöge  der  Gleichheit  der  Nenner, 
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r.  . 

Hieraus  erhellt  nun,  dMB  die  Formel  r,  =  ^ t  ^  ^ 

auch  (lio  aus  ihr  abgeleitete  unter  II),  bei  jeder  Lage  des  Pols  anwcmlbar 
ist,  wofern  mau  nur  den  Fläclien  zi',  A'\  J'"  ihre  dieser  Lage  entspre- 
chenden Zeichen  giebt*).  Liegt  der  Pol  auf  einer  der  Seiten  von  ABCy  also 
entweder  auf  a  oder  h  oder  c,  eo  wird  resp.  d'  oder      oder  ^'"=0. 

Dnreli  die  vorttehenden  Formeln  kenn  nun  anch  die  allgenieinere 
Aufgabe:  den  mittleren  Badins  des  Umfanga  und  Inhalts  einer  beliebigen 
n<  seitigen  geradlinigen  Figur  aus  jedem  in  ihrer  Ebene  li^enden  Pole  an 
finden,  als  im  Wesentlichen  gelöst  betrachtet  werden.  Denn  die  Fläche 
jeder  solchen  Hgnr  wird  immer  durch  die  algebraische  Summe  von  fi  ent- 
weder durchaus  positiyen  oder  anm  Theil  negativen  Flftchen  von  Drei- 
ecken ausgedrückt  werden,  deren  Grundlinien  die  Seiten  der  Figur  sind, 
und  deren  Spit7:en  im  Fol  zusarameufallen.  Da  nun  die  mittleren  Radien 
der  ÜmfÄnge  und  Inhalte  aller  dieser  Dreiecke  sich  finden  lassen,  so  kann 
hieraus  durch  Anwendung  der  Formel  17)  auch  immer  der  mittlere  Radius 
der  gansen  »-seitigen. Figur  bestimmt  werden. 

7. 

Werde  gesucht  der  mittlere  Radius  r,  des  Umfangs  eines  Kreises  vom 
Ilalhniesser  a  aus  einem  in  der  Ebene  desselben  liegenden  Pol,  dessen  Ab- 
stand vom  Mittelpunkte  desselben  =^c  ist. 

Sei  qp  der  Winkel,  welchen  der  nach  einem  beliebigen  Punkt  des 
Kreisumfangs  gezogene  Halbmesser  mit  demjenigen  Halbmesser  macht, 
auf  dem,  oder  anf  dessen  Verlängerung  der  Pol  liegt,  so  ist  in  Formel  1) 
der  aus  dem  Pol  naeh  demselben  Punkt  gesogene  Vector 

r=^a*-l-c* — tac  cos  tp ^  und  ds  =  adff\ 
daher,  da  für  den  halben  Kreisumfang  ssssa. 


n Tj  ^  ^rt*  -f-  c*— IJec  cos  <p 


oder ,  wenn  ^ipsssip  gesetzt  wird , 


*)  Grunert  hat  zwar  ähnliche  Fornichi  wie  ilie  vorstehenden  anfcrcstellt ,  da- 
bei aber  die  verschiedenen  Lagen,  die  der  Pol  haben  kann,  nicht  erörtert.  Es  ver- 
sieht sieh  flbrif^ens  von  selbst,  dass  diese  Formeln  durch  Zttemndele^un^  anderer 
BestUnmunp'sstiifkr  Jus  Itn  iecks  und  seiner  L;i;j-e  {»egen  den  Pol  manni. -fach  tfsns» 
formirt  worden  können,  was  zu  verfolgen  jedoch  nicht  in  unserer  Aoigabe  liegt. 
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«r,  =  2  (a  +  —  cos"  ^, 

Dieser  Ausdruck  von  ntf  beaeiohnet  aber,  da  immer  7 — ; — ri<l,  den  hal- 

ben  ümfasg  einer  Ellipse,  deren  halbe  groase  Aehse  sa  +  <^,  deren  Ez- 
eentricitSt  s=  2  f/ciCf  folglich  deren  halbe  kleine  Aehse,  jenaehdem  c^o, 
~db(^ — ^)  ^  ^>  daher  der  mittlere  Radius  des  Kreis- 
umfangs  ans  einem  beliebigen  in  der  Ebene  des  Kreises  lie- 
genden  Pol  der  Halbmesser  eines  Kreises,  dessen  Umfang 
gleich  ist  dem  Umfang  einer  Ellipse,  deren  halbe  Achsen 
die  Abstände  des  Pols  von  den  beiden  Scheiteln  desjenigen 
Kreisdurchmessers  sind,  in  d«rm  oder  in  dessen  Yerllngernng 
der  Pol  liegt. 

Für  CSS«  wird  jcr,  =4a.  Liegt  also  der  Pol  im  Umfang 
des  Kreises,  so  ist  der  mittlere  Radius  des  Umfangs  der 
Halbmesser  desjenigen  Kreises,  dessen  Umfang  gleich  dem 
vierfachen  Durchmesser  des  {gegebenen  Kreises  ist.  In  der 
That  stellt  dann  dieser  letztere  den  TTmfant^  der  Ellipse  dar,  deren  halbe 
Achse  =:2a,  und  deren  halbe  kleine  Achse  verschwindend  klein  ist. 

Für  c  ~0  giebt  die  Formel,  wie  es  sein  muss,  r,  =  a. 

Der  Flächeninhalt  der  obigen  Ellipse  ist,  jenaehdem  c^a,  =  +  c*), 
also  gleich  der  Ringfläche,  welche  zwischen  dem  Umfang  des  gegebenen 
und  dem  eines  concontrischen  Kreises  enthalten  ist,  der  den  Abstand  des 
Pols  Yom  Mittelpunkte  des  gegebenen  zum  Halbmesser  hat 

'  8. 

Nicht  ebenso  einfach  ist  die  Lösung  der  Aufgabe :  den  mitüleren  Ra- 
dins  des  Inhalts  des  Kreises  rem  Halbmesser  a  ans  einem  in  seiner  Ebene 
liegenden  Pol,  dessen  Abstand  vom  Mittelpunkt  =c,  m  bestimmen. 

1)  Liege  der  Pol  innerhalb  des  Kreises,  so  dass  also  c<a,  nnd  sei 
derselbe  der  Anfang  der  polaren  Ooordinaten  r,  9  der  im  Kreise  liegenden 
Punkte;  die  Aehe,  anf  welche  sieh  q>  besieht,  sei  der  Halbmesser,  in  wel- 
chem der  Pol  liegt,  in  der  Richtung  von  der  Peripherie  sum  Centmm  ge- 
nommen. Dann  ist  nach  Formel  6) 

n 

vro  s^\7tn*  die  halbe  Kreisfläche  und  der  Vector  des  Kreises  aus 

dem  Pol,  alsOf  wie  man  ohne  Milbe  findet, 


Hieraus  folgt,  wenn  man  zur  Abkürzung 

MtMlirUII'. Mathemtik  «u P^kyaik.  IV.  2 
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dtp 

1 


setzt  und  nur  das  Zeichen  +  berücksichtigt, 

Es  ist  aber 

J  jeat*  ipdq>=sin^  — 

J*Jcos^  q:d<p  =J{i  —  ^  sm'*<p)  (1  —  sin^q)) 
t^cos  (pd<p  -  =  5/«  <p  —  J      *f»*  9; 

Hieraus  folgt  zunächst 

* d^  =     (3a*+  O  *»»  V  —  ^ «* V 

+i«  (««+       -J?  -i  -(»«'  +  30j  -f^  + 1 
Es  ist  aber  ^ 

Doreh  Sobstitution  dieser  Ansdrttcke  wird  daher 

d(p  ~  i  («'  +     c  sin  (p  +  ^  {aJcos  <p  -  C9u^  fp)    sin  tp 

Nimmt  man  dieses  Integral  von  9>=0  bis  q)~jt  und  dividirt  durch  «ss^ir«*, 
80  erhält  man,  da 

ßa,  =  a^;.,  =          u.a/^  =  (£), 

Füv  c  — a  wird  f{<p)~.2a  cos  g>,  daher 

/*  8  fl'  * 

4 y  Av)'  rf9>  =  -3-     V  -  i  ««'  v)- 
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Eb  kann  aber  in  dieMm  Falle ,  da  der  Pol  iin  Umfange  des  Kreises  liegt, 
7  .die  Ghrense      nicht  flberschreiten,  daher  wird 


A9)«rf9  =  ^««J  folglich  r,==|i?; 

0 

ein  Besnltat,  das  anch  die  Yorstehende  Formel  J)  giebt. 

Fttr  «sssQt  wird  r^s»}«,  was  aoeh  schon  ans  Art  6  folgt,  da  man  die 

Kreisfläche  aKein  Dreieck  betrachten  kann,  dessen  Basis  gleich  dem  Um- 
fang  vnd  dessen  Höhe  gleich  dem  Halbmesser  des  Kreises  ist* 

2)  Liege  der  Pol  ausserhalb  des  Kreises,  so  kann  in  der  Oleichnng 
des  Kreises  _ 

da  jetzt  c>a,  der  Werth  von  sin^  tp  nicht  grösser  als  —  werden.  Es  muss 
aber  hier  die  Formel  7)  in  Anwendung  kommen,  in  der 

c 

SU  setsen  ist  Hierdurch  erhält  man 


arenn 


[{c  COS  q>  +  j/a*  —  c*  sm*  9)*  —  (c  coä  9  —  ]^a* —  c*  «w*  g>)'J  d^) 
/?rr  arm  —  OTC  f  nt  — 

Man  »etze  c  «in  9  =  a  «n  ^  und  ^/l  —      «in*  ^  =       so  wird 

Zieht  man  dieses  Integral  von  dem  Torhergehenden  ab ,  so  erhält  man  die 
Differens 

e       JT  e       J     d'          e  J     d'  ' 

Beducirt  man  auf  ähnliche  Weise  wie  im  ersten  Theile  dieser  Auf- 
gabe die  Integrale,  so  wird  hieraus 

\a*cJ'cos  ^  sin     +  |c  (7a«+  c«)  /  +   ^  i-J  J 

2* 
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Dieser  Ausdruck  ist  zwischen  den  den  Grenzworthen  9  =  0,        aresin  ^ 

entsprechenden  Grensen  ^=0,  ^s^*     nehmen  nnd  TermOge  des  obi- 

4 

^en  Ausdrucks  für  r,,  dann  noch  mit  g^j^  zu  multipliciren.    Man  erhält 
hierdnreh 

32  a 

Für  e^a  geht  auch  dieser  Ansdrnck  in  den  schon  geibndenen  r,=  ^  ttber. 

V  n 

9. 

Wenn  in  Art.  7  die  Bestimmung  des  mittloron  Radius  dos  Kroisum- 
f.ings  auf  die  Kectification  der  Ellipse  znrückgof'iihrt  worden  ist,  so  kann 
auch  umgekoiirt  die  Länge  eines  olliptisclion  Bogens  mittelst  des  Kreises 
durch  Construction  oder  Rechnung  mit  beliebiger  SchHrfo  annähernd  be- 
stimmt werden.  Sei  nSmlieh  r,  der  mittlere  Radius  des  Kreisbogens 
a  (qp,  —  9>4,) ,  welcher  dem  Winkel  entspricht,  dessen  Schenkel  mit  dem 
Halbmesser,  anf  dem  der  Pol  in  dem  Abstände  c  yom  Mittelpunkt  liegt,  die 
Winkel  9«,  9,  machen,  so  findet  sich  gans  aof  dieselbe  Weise  wie  in  Art.  7 

wo ,  wie  dort,  wieder  ^  ss  ^9  nnd  sur  Abkliranng  «*  = ,   t   st  S^setst  ist 

\a  +  c) 

nnd  91^,  9t  in  Tbeilen  der  Haassemheit  ansgedrfickt  an  denken  sind. 

Setat  man  4  9*0  =  t^'o  und  ^  gPi  =  1^1 ,  so  wird 

♦1 

VI  ,/ 

und  ist  nun  r,  der  mittlere  Radius  des  Bogens  2«  (i^;,  —  t/'n)  desselben  Krei- 
ses ans  demselben  Pole  wie  zuvor.    Setzt  man  eudlicli  a  +  r  =  o  und 

«  —  wodurch    «  — —J-  wird,  so  erhält  man 

/•  ,  

Diese  Eormel  seigt,  dass  der  Bogen  einer  Ellipse,  deren  grosse  und  kleine 
Achse  2a,  2/?,  welcher  durch  die  Amplituden  \n  —  ^^^  k^—  oder 
astronomisch  ansgedrfickt,  durch  die  czcentrischen  Anomalien -1^0*  ge- 
geben ist,  gleich  ist  dem  Bogen  eines  Kreises,  der  dem  Mittelpnnktswinkel  > 
— 1^«  entspricht  nnd  mit  einem  Halbmesser     beschrieben  wird,  der 
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sich  durcli  folgende  Constraetion  -finden  VtatL  Ifen  lieBchreilte  mit  dnem 
Halbmesser,  wddier  gleich  deir  halben  Summe  der  halben  Achsen  der  El« 
lipse,  also  s=  ^(«-|-|S)  ist,  einen  Kreis,  nehme  auf  einem  beliebigen  Halb* 
messer  desselben  in  einer  Entfemnng,  welche  gleich  der  halben  Differens 
der  halben  Achsen  der  Ellipse,  also  =s^{a  —  ß^  ist,  einen- festen  Punkt 
als  Fol  an,  siehe  sodann  einen  sweiten  und  dritten  Halbmesser,  welche 
mit  dem  ersten  die  Winkel  2 1^01  bildeu,  daher  auf  dem  Kreisumfang 
einen  Bogen  abschneiden ,  dem  der  Mittolpuuktswinkel  2  (1/;,  —  ent- 
spricht. Man  theile  diesen  Eogen  in  n  gleiche  Theile  und  siehe  nach  den 
Thoilpuuktcn  ,  sowie  nach  dem  Anfaugspiiukt  des  Bogehs  aus  dem  Pole, 
Radien,  setze  dieselben  in  gerader  Linie  au  einander  und  nehme  den  «ten 
Theil  dieser  Summe  der  Radien,  so  \at  dieser  um  so- näher  der  mittlere 
Radius  des  Bogens,  je  grösser  n.  Beschieilit  man  nun  mit  dieseui  mittleren 
Radius  aus  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  zwischen  den  Schenkohi  des 
"Winkels  2(t/^, — i/^o)  einen  Kreisbogen  und  lialbirt  denselben,  su  hat  man 
die  genäherte  Läu^^e  des  gegebenen  elliptischen  Bogens. 

Ebenso  einfach  erhält  man  einen  genäherten  Worth  dcsbclbeu  durch 

Rechnung.  Sei  nämlich  — ^K=2d,  so  machen  die  nach  dem  Uten, 

2ten,  3ten,  A:-ten  Theilpnnkt  des  Kreisbogens  gezogenen  Halbmesser  mit 
dem  Halbmesser,  auf  welchem  der  Pol  liegt,  der  Reihe  nach  die  Winkel 

+       »(V«  +  2d),   a(^o  +  3d)...2(^,  +  *i); 
Beseichnen  wir  nun  die  nach  diesen  Theilpunkten  aus  dem  Pol  gesogenen 
Radien  der  Beihe  nach  durch  r\  r r*'^ , , .  r(*>,  so  ist 

was  sich ,  da  «»—  auf , 

reducirL  Setst  man  nun  suceesshr  Asi,  2, 3, . . .  n,  so  ist  durch  diese  For- 
mel nähemngswebe  gegeben 

Fuhrt  man  noch  den  HiUbwinkel      ein,  indem  man  setst 

«  CO*  (t^o  +  *     =  «0* 

woraus  folgt 
80  wird 

IN 

TS)    «JdV;^!  — l»COf«t~«(^.— ^0)  ^  '■^  )' 

Offonbar  kann  man  in  der  Ooustruetion  yne  in  der  Becbnnng  statt  des 
Mittels  ans  den  Badien  r ,  r", .  ..r(*-U  der  Theilpunkte  und  dem  Radius  H") 


Dlgitlzed  by  Google 


22  Ueber  die  mittleren  Radien  der  Linien,  Ftftchen  und  Rdrpcr. 

des  Endpunkts  des  Bogens  aneh  das  ans  jenen  Badien  nnd  dem  Radios  t* 
des  Anfangspunktes  nehmen,  wodnreh  der  genftherte  Ansdmck  des  ellipti« 
sehen  Bogens ,  wenn  c  eo«     s  cot  d*,  wird 

«Ci/li— ^o)(  —  )' 

Man  kann  endlieh  aüch  noch  i wischen  beiden.  Ausdrflcken  das  Mittel 
nehmen,  wodnreh  sieh,  mit  gleichmttssiger  Berficksichtignng  der  Radien 
des  Anfangs-  uud  Endpunktes  des  Bogens,  flir  seine  Liinge  crgicbt 

/ 1  SM     +  #1«    +  m     -I-  . . .  +  »Ml      -    +  4  «« 

a(t/^i—  Vo)  \-  J' 

10. 

Vorstehende  Kectiticationsinethodo  l.ässt  sich  noch  weit  cinfiiclier  und 
gau;6  unabhängig  von  dem  in  Art.  7  enthaltenen  Satze  ableiten.  Da  nämlich 

n 

so  ist  unmittelbar  klar,  dass 


t'  COS*  ^  =:       —      lim  £ 


woraus  sofort,  wenn  man  co.<f  c  cca;  (i/^q  +  A-J)  eiufuhrt,  die  Formel  II) 

im  vorigen  Artikel  folgt.  Mau  kann  hieraus  nun  aucl»  rückwärts  die  dort 
angegebene  Construction  ableiten,  wenn  man  bemerkt,  dass 


o  |/l  —  cos*  (i^o  +  f(d)=y^{a  +  ßy  +  ^  («  _  —  ^  („»  -  ^)  cos  2  (i/;«  -f  Ad). 
Die  ohige  Formel  hat  aber  auch  noch  einen  andern  Sinn.  In  derselben  ist 
nämlich  aj/l  —  f*cüi''(i^Q -f- Ard)  derjenige  Halbmesser  der  Ellipse,  welcher 
dem  Halbmesser  derselben  conjugirt  ist,  der  durch  das  Coiuplomeut  der 
Amplitude  oder  die  oxcentrische  Anomalie  i/'^ -{- A  d  bestimmt  wird.  Denn 

dieser  letztere  ist  y^l  —  «'  sin*  (t/;©  +  k  ö).  Sein  conjugirter  Halbmesser  wird 
erhalten,  wenn  man  sein  Quadrat  von  a*  +  subtrahirt  uud  aus  dem  Reste 
die  Wurzel  zieht,  was  den  vorstehenden  Ausdruck  gicbt.  Hiernach  führt 
iiun  die  obige  erste  Formel  auch  auf  folgenden  Satz:  Die  Länge  des 
durch  die  e  x  c  (mi  t  r  i  .s  c  heu  x\  n  o  m  a  1  i  e  n  i^q  ,  sein  e  r  E  u  d  punkte 
b  es  ti  muten  Üogens  einer  Ellipse  ist  gleich  der  Länge  eines 
Kreisbogens,  der  dem  M  i  t  te  1  p  u  n  k  t  s  w  i  n  k  (;  1  i'»,  —  entspricht 
und  mit  einem  Halbmesser  beschrieben  wird,  welcher  das 
Nüttel  von  allen  den  Ilalbmesseru  der  Ellipse  ist,  die  den- 
jenigen Halbmessern  des  zu  rectificirenden  Bogens  dersel- 
ben conjugirt  sind,  welche  bei  gleichförmiger  und  stetiger 
Aenderung  der  Anomalie  aufeinander  folgen. 

Da  jeder  Halbmesser  der  Ellipse  parallel  ist  der  Berührenden  am  End- 
punktis  seines  conjugirten  Halbmessers,  so  gehören  im  vorstehenden  Satse 
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die  UalbmeMer,  »na  denen  das  Mittel  zn  nehmon  ist,  einem  Bogen,  der 
TOD  zwei  Halbmessern  abgeschnitten  wird,  die  den  Bcrülnendeu  dos  An- 
fangs- und  Entl|tnnktes  dos  zu  rectilicirendeu  Bogens  parallel  sind.  Es 
wird  jedoch  violifMclit  nicht  Ubortlüssig  sein,  zu  bemerken,  das«  jenes  Mittel 
keineswegs  der  luittlorc  Halbmesser  dieses  elliptischen  Bogens  ist,  da  durch 
die  'rhcilnn;^  der  DltVcrcnz  iler  Anomalien  der  Eudj)Unkte  des  gcgeboucn 
l?*)^eiis  in  //  gh'iclie  Theil«'!  weder  dieser  seihst  nocli  jener,  den  die  Halh- 
iiK'sscr  absciuieideu,  welche  den  Berührenden  seiner  Endpunkte  j)arallel 
sind,  in  /<  gleiche  Thoile  getlieilt  wird,  wie  es  der  Begritt  des  , »mittleren 
Radius"  fordert,  l^er  Satz  selbst  ist  nicht  neu,  sondern  auf  anderem  Wege 
sobon  von  Gmnert  gefbodm*) ;  die  im  Torben  Artikel  entbaltene  Con- 
atntetion  der  Länge  des  elliptiiclien  Bogens  mitteilt  des  Elreises  ist  jedoeh 
hier  binsngekommen. 

Gmnert,  der  den  Sats  dnreb  Betraehtang  tob  Polygonen  erhJilt,  die 
sich  in  und  nm  die  Ellipse  besehreiben  lassen ,  giebt  anoh  (a.  a.  0.  mit  Be- 
angnahme  aof  eine  frttbere  Abhandlnng)  .Grensen  an,  zwischen  welche  für 
jedes  endliche  n  die  wahre  Länge  des  elliptischen  Bogeos  QÜH,  Da  sie  sich 
ohne  grosse  Vorbereitung  ergeben  und  durch  sie  der  Satz  eine  ErgSnzung 
erhält,  so  möge  ihre  Ableitung  hier  noch  eine  Stelle  tinden. 

Sei  8  ein  Bogen  der  Ellipse,  dessen  Endpunkte  darcli  die  den  Haupt- 
achsen 2«,  2ß  parallelen  rechtwinkligen  Coordinatcn  aus  dorn  Mittelpunkte 
a^t     nnd      t/i  gegeben  sind,  so  ist,  wenn  a  die  Sehne  dieses  BogeoSf 

s>  a  und  ö*  =  (a-g  —  .r,)»  +  {j/o  —  //i)*. 
Sind  nun  u^^  Ug  die  exceutrischen  AnomaUen  der  beiden  Endpunkte  von 
80  ist 

0*0  ~  «  COS  Uo ,    Vo  —  ß  sin  Mq  ,    x^  —  a  cos     ,       =  a  sin  U| . 
Hieraus  folgt,  wenn  wie  zuvor  a'  —  /5*  =  «'f*, 

4«*  [1  —     füi*  i  {</ü  —  J^)]       3  ("ü  —  "ü)  > 
oder,  wenn  mau     [1  —     cos*  ^  ("o  +       =  ^'  setzt,  wo  nach  dem  Obigen 
Q  den  Halbmesser  der  Ellipse  bedeutet,  der  der  Berührenden  an  demjeui- 
gen  Pankte  pMrallel  ist,  dessen  ezcentrische  Anomalie  =  ^  ((^o  +  <^t)i  ali^ 
das  Mittel  aus  den  Anomalien  der  Endpunkte  des  Bogens, 

0  =  2QSin^  («0  —  «O» 

Es  ist  also  erstens 

I)  s>2(ftinHu^^u,). 
Zieht  man  femer  an  die  Endpunkte  des  elliptischen  Bogens  die  Berühren- 
den, bezeichnet  die  Coordinaten  ihres  Dnrchschnitts  durch  x\y  nnd  die 
Bwischen  diesem  Durchschnitt  nnd  den  Berührungspunkten  enthaltenen 
Abschnitte  der  beiden  Berttkrenden  durch  p^tPt,  so  ist 

und 
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Es  sind  aber  die  Gleichungen  der  beiden  Berührenden 

Eliminirt  man  nach  dieaen  beiden  Gleichungen  y\  so  erhilt  man  nach  ge- 
höriger Beduetion 

-   «'  —  «"o  =s «  **i  «0  ^""i'  4  ("o  —  "i)  >   «'     «I  =3  «       lfl«sr  ^  (mq  —  "O- 
Hieraiu  folgt 

I»,«  »  («^  <ii|t    + ce<*  tf,)       )  K  —  ti| ) , 
(a*  «lit*  »1  + /I*  <;oi*  «i)  tefv*  i     ~  «i)  t 

oder 

^*  9i  ^0  don  Berührenden  am  Anfangs-  und  Endpunkte  Ton  t  paralle- 
len Halbmesser  der  Ellipse  bedeuten. 
Es  ist  also  a  weitens 

II)  «<(«!•+ — 

Theilt  man  nun  die  Differens  —  der  ezcentrisehen  Anomalien,  durch 
die  ein  an  rectificirender  elliptischer  Bogen  8{i^^^i^^  bestimmt  ist,  in 

n  gleiche  Tiieile  ^  ^      ö,  wodurch  der  Bogen  in  n  Thoile      s\  . . . 

n 

KRrIcgt  wird,  dio  nicht  gleich  sind,  bezeichnet  ferner  die  Halbmesser  der 
Ellipse,  welche  den  Berührenden  an  den  durch  die  Anomalien  t/^^,  t^o+d, 
^o  +  2d,  .  .  .  +  — l)S,  bestimmten  Punkten  parallel  sind,  der  Koihe 
nach  durch  r",  r',  r"  .  .  .  r^"— H"),  so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  II) 

auf  die  Boiicnthcile  /,  .v",  .  .  ,  s^"\  deren  Summe  =  ^  {H>oi  ''Pi)»  wenn  man  in 
derselben      —  m,  —  Ö  setzt,  ferner  succcssiv      mit  r",  r' .  .  .  r'"""'»  und 
mit  /,  r",  . .  .  r^")  vertauscht,  endlich  die  sämmtiichen  hierdurch  sich  erge- 
benden Ungleichungen  addirt, 

5  (Vu.  -^iX^i  j  ^    4-  ^°  +'•"+•••  +  n—U-j- 1 rC)!  fang  ^d. 
Anf  gleiche  Weise  giebt  die  Anwendung  der  Formel  I) ,  wenn  man  die 
Ualbmesser,  welche  den  Berührenden  an  den  durch  die  Anomalien  ^«  +  4^> 

^0+1^»  ^o+|d, . .  .^0+  (~~2~)*  bestimmten  Punkten  parallel  sind, 

der  Keihe  nacli  durch  q\  q'\  q"  . .  .  p*"*  bezeichnet, 

^ (^0,  t;;.)  >  2  { +  q"  +  9"  +  . . .  +  d^"^  j  «nid. 
Man  kann  diese  beiden  Ungleichungen  auch  schreiboi 
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welche  Formeln  mit  den  von  Grunert  gefundenen  übereinstimmen.  Da, 
weiiB  n  ins  Unendliche  wächst,  (f\  q"  . . .  der  Reihe  nach  mit  r',  r"  . . .  zu- 
sammenfallen, 80  nähern  sich  dann  beide  Werthe,  swischen  denen  ^i) 
liegt,  einei  gemeinschaftlichen  Qrenze  und  wird 

« (to ,  ti) = ^  (*i — (      \,    — ; . 

II. 

Werde  gesucht:  l)  der  mittlere  Halbmesser  r,  der  Ellipse,  deren  Ach- 
sen 2«,  2^  und  2)  der  lüittlere  Radius  7\  ihres  luhalta, 

1)  Wenn  r  der  zu  der  Amplitude  ip  gehörige  Halbmesser,  s  der  durch 
'^  =  1»  und  ^  =  ^  bestimmte  Bogen  der  Bllipse,  and  a*^  jb^s=ia*ci*, 
so  ist 

folglich 

oder,  wenn  man  2^  as  |sk  —  %  setst, 

welches  Integral,  zwischen  den  den  Werthen  i/;^^7c  und  i^  =  0  ent- 
sprechenden Grenzen  %  —  —      nnd  x=z^n  genommen ,  giebt 

-|««(2-c') Jdxj/l-i^Jsir^. 
0 

Andererseits  ist,  zwischen  denselben  Grenien  genommen, 

J«  . 

*  =  —  aj^ d-^j/l  —  c»  sin*  , 


folglich  nach  Formel  1)  der  gesndite  mittlere  Halbmesser  des  Quadranten, 
daher  auch  des  ganzen  Umfangs  der  Ellipse, 

^  ''^  TxTJj^  

In  diesem  Bruche  bedeutet  der  Kenner  die  Länge  des  Qnadranten  der  ge« 
gebenen  Ellipse,  der  Zthler  das  Rechteck  aus  a  in  die  Länge  des  Qnadran- 
ten einer  Ellipse,  deren  halbe  grosse  Achse  =      (2  —  c*)  =  "  I^^» 

deren  halbe  Ueine  Achse  =36  ist.  Bringt  man  daher  in  Torstehender  For- 
mel den  Nenner  auf  die  linke  Seite  des  Gleichheitsseichens  und  mnltiplieirt 
•nf  beiden  Seiten  mit  4,  so  ergiebt  sich  der  Sats:  das  Bechteclc  aus 
dem  Umfang  der  gegebenen  Ellipse  in  ihren  mittleren  Ualb- 


> 
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« 

messer  ist  gleich  dem  Rechteck  »as  ihrer  halben  grossen 
Achse  in  den  Umfang  einer  sveiten  Ellipse,  welche  dieselbe 
kleine  Achse  wie  die  gegebene  hat,  deren  grosse  Achse  aber 

b* 

=  a  H  ,  also  nm  den  halben  Parameter  der  gegebenen  El- 

a 

lipse  grösser  ist  als  deren  halbe  grosse  Achse.  Errichtet  man 
auf  der  Geraden,  welclie  die  Scheitel  der  beiden  halben  Achsen  der  gege- 
benen Ellipse  verbindet,  eine  Senkrechte,  so  sclineidet  diese,  genugsam 
verlängert,  von  ihrer  grossen  Achse  ein  Stuck  ab,  welches  die  grosse 
Achse  der  vorgedachten  zweiten  ]{lIli])So  ist. 

Ist  c  so  klein,  dass  seine  höheren  Potenzen  vernachlässigt  werden 
können,  so  wird 

r,  =  a(l  — ic')==i(«  +  6). 
2)  Zar  Anlldsung  des  aweiten  Theils  der  Aufgabe  kSnnen  wir  ans  der 
Formel  O)  bedienen.  Beseichnet  in  ihr  f{q})  den  Halbmesser  der  EUipse, 
der  mit  der  positiven  Seite  ihrer  kleinen  Achse  den  Winkel  tp  macht,  so  ist 

folglich 

i  /  fWdtp  =  46'  /  ==  46»  //  (—  c«,  c,  tp) 

»inq>  cos  <p  \ 


Andererseits  ist 

Nimmt  maa  beide  Integrale  von  ^  =  0  bis  ^  =  ^ ,   so  erhalt  man 

SS 

nach  Formel  6) : 

 3^* 

u  (c) 

l>a  ~  der  Halbmesser  eines  Kreises,  dessen  Umfang  dem  Ura- 

fang  der  gegebenen  Ellipse  gleich  ist,  so  führt  die  vorstehende  Formel  sa 
dem  Satz:  der  mittlere  Rad  ins  des  [nhalts  der  Ellipse  be- 
trägt I  des  Halbmessers  des  Kreises,  dessen  Umfang  dem 
Umfang  der  Ellipse  gleich  ist. 

12. 

Sei  sra  finden  der  mittlere  Radios  1)  des  Umfangs,  3)  des  Inhalts  einer 
EUipse,  deren  Achsen  2a,  3fr,  ans  einem  ihrer  Brenaponkte. 
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1)  Sei  der  Brennpunkt  der  Coordinatenanfang ,  so  ist,  wenn  die  Bieh- 
tang  von  ilim  aus  nacli  dem  Scheitel  der  halben  grossen  Aehse,  auf  der  er 
liegt,  als  die  der  positiTen  Abseissen  angenommen  und  wieder  — ^=4^^ 
gesetat  wird ,  die  Gleichang  der  Ellipse : 


(f£±f)  +  (0=,. 


Uterans  ergtebt  sich  f&r  den  RadinsTector  der. Werth 

rz=ia  —  c  (ac  +  ar) , 

und  für  das  Bogenelement 

—  c*  (o  c  4-  xY 


ds  =  dxj/  ^ 


Setzt  raan  ac  +  x  ~a  sin  <p,  was  zulässig  ist,  da  ac  +  a;  die  Gronswerthe  a 
und  — a  nicht  überschreitet,  so  wird 

r  =  a  (l c  situp) ,    ds  ==ad<p}/l  —  (^sin*q>i 

daher 

+  ^a«  (1  —  c»)  Ign  [c  cos  cp  +  /l  —  f'  Am«  <p] . 
Niiinut  man  dieses  Iiitoi^'ral  zwisclien  den  zu  ar  =  —  «(l+c)  uud 
a;  =  <i  (1  +  c)  gehürigeu  Greuzeu     —  —       und  9  =  ^tc,  so  erhält  mau 



folglich,  da,  awiseben  denselben  Grensen  genommen, 


8^2a  j  dip  yi — c*«la*9, 


0 

1)  r,=s«. 

Der  Hittelwerth  ans  allen  Vectore^  der  Ellipse  ist  also, 
bei  jeder  Excentricitftt,  der  halben  grossen  Achse,  d.  i.  dem 
Mittel  ans  dem  kleinsten  und  grOssten  Vector  a(l — e)  nnd 
«  (1  +  c)  gleich.  Die  „mittlere  Entfernung**  der  Planeten  von  der  Sonne 
fahrt  abo  auch  in  diesem  Sinne  ihren  Namen  mit  Recht. 

2)  Bezeichnet  ^  die  wahre  Anomalie  irgend  eines  Punktes  der  El- 
lipse, so  ist  der  sugehSrige  Vector 

l  +  ceo8tp* 

daher  nach  Formel  6),  wenn    der  gesuchte  mittlere  Radius, 
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Es  iBt  aber 


,           .  ,  rfy   . — (1  — c*)*c  wiy  3(1  —  (^)csmq> 

/   /  c  +  Cosa  \ 

Nimmt  man  dieses  Integral  von  9  =  0  bis  9  =  je  ,  so  erhält  man 


Da  nun  swischen  denselben  Grenaen- «  =  |« afr  =  ^ntfyi^^  ist,  so 
folgt  bierans 

r,  =  iaC2  +  c«)  =  a  — 

Der  mittlere  Badins  des  Inhalts  der  Ellipse  aus  einem 
ihrer  Brennpunkte  ist  also  um  ein  Sechstel  ihres  Parame- 
ters kleiner  als  ihre  halbe  grosse  Aehse. 

t3. 

Sei  a  der  Halbmesser  der  Kreisbasis  eines  geraden  Kegel»,  dessen 
Höhe  ~  h]  es  wird  gesucht  1)  der  mittlere  Radius  der  Basis  desselben  aua 
der  »Spitze  als  Pol,  2)  der  mittlere  Hadius  des  Inhalte  des  Kegels  ans  dem 

nämlichen  Pol, 

1)  Bezeichnet  z  den  Abstand  des  Punktes,  in  welchem  der  veränder- 
liche Radius  r  aus  der  Spitze  die  Basib  triÜ't,  vom  Mittelpunkt  der  letzte- 
ren ,  so  ist 

Ferner  kann  hier  in  Formel  1)  ds  als  die  Ringfläche  angesehen  wer- 
den, deren  Halbmesser  es    und  deren  Breite  s  dx.  Es  ist  dann 

d$ss2n  zäz. 

Da  nun  die  Fläche  der  Basis  t  ss  2»a*,  so  wird  nach  t) 

a 

1  =  ^  Jzdz}/h*  +  z* 

Ist  /<  im  Vurhältuiss  zu  a  sehr  gross ,  so  wird 

ist  umgekehrt  h  gegen  a  sehr  klein,  so  wird 

h* 
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Der  entere  Werth  hat  «Ito  m  Ghmiae  A,  der  iweite  f  wie  e«  fein 
miMfl^  dü  in  dieien  Fitten  der  Kegel  hesttgUch  in  einen  Cylinder  iii|d  einen 
KreiB  tthergeht. 

2)  Man  maehe  die  Aehae  des  Kcgols  znr  .r  - Achse,  die  Spitze. snin 
Coordinatenanfang ,  so  ist,  wenn  für  irgend  einen  Achsenschnitt  o;,  y  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  innerhalb  des  Kegels  Hegenden  Punktes 
beaeichnen,  der  Inhalt  eines  kreisförmigen  Ringes,  dessen  innerer  Halb- 
messer =  y,  Breite  =rfy,  und  Höhe  --  dx,  gleich  'iny  dy  da:  Dieser  kann 
als  das  Körperelement  ds  des  Kegels  angesehen  werden.  Da  nun 

80  ist 

Integrirt  man  raent  naeh  y,  sp  kommt* 


Dieses  Bitegral  mnM  Ton  y  sssO  bis  y=^~f^  genommen  werden,  nnd  giebt 

zwischen  diesen  Grenzen 

Integrirt  man  4i«s^  Ansdmck  nadi  »  und  nimmt  dae  Integral  tob  «  ss  0 
bis  «assA,  80  erhXlt  man,  nach  IBnanfftgung  des  Coefiieienten  2«, 

Dividirt  man  endlich  diesen  Werth  durch  den  Inhalt  des  Kegels  ^s^jsa'A, 
80  erhält  man  den  gesnehten  mittleren  Radius  seines  Inhalts 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  dem  von    ,  so  zeigt  sich  sofort,  dass 


ni) 


Hieraus  ergio.bt  sich  der  Satz:  Zieht  man  aus  der  Spitze  des  ge- 
raden Kegels  nach  seiner  Basis  den  mittleren  Radius  der- 
selben, und  legt  dnrch  d«n  Schwerpunkt  des  Kegels  eine 
fleiner  Basis  parallele  Ebene,  so  ist  das  swiseben  dieser 
Ebene  nnd  der  Spitse  des  Kegels  enthaltene  Stflek  yon  r% 
der  mittlere  Radius  des  Inhalts  der  KegelflXche,  r,. 

Dieser  Sats  ist  dem  in  Art.  5  für  die  Basis  nnd  den  bihalt  des  Drei- 
ecks gefVindenen  analog,  und  es  gilt  daher  hier  von  einem  Steahlenhflndel 
Aehnliches,  wie  dort  von  einem  StrahlenflKcher. 

14. 

Seien  die  mittleren  Bedien  1)  der  OberflXehe,  2)  des  Inhalts  einer  Ku- 
gel, deren  Halbmesser  s=:  o,  sn  bestimmen,  wenn  der  Abstand  des  Pols  vom 
Mittelpunkt  der  Kugel  »  c  ist 
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1)  Sei  der  Pol  der  Coordinatennnfang,  seine  Verbindangslinie  mit  dem 
Mittdpiuikt  die  Achse,  sn  Ist  die  Gleichung  jedes  grOssten  Kreises,  des- 
sen  Ifbene  durch  diese  Achse  geht, 

Das  Flächenelcment  ds  ist  liior  die  mit  dotn  Ilalbmcssor  y  um  die  .r- Achse 
bcscliriobene  Zone,  doron  Jiicito  das  DilFercntial  des  Bogoiis  des  vorstolicn- 
den  grössten  Kroisos.  Hieraus  folgt  ds  =  'ina  rf.r,  und  da  dor  aus  dem  Pol 
nach  einem  beliebigen  Punkt  dieses  Filemcnts  gezogene  Kadius 

2«o  a 
s=-r— (a» — c'4-2ca:)*. 
8c  ^  ' 

Wird  dieses  Integral  Ton  xssic  —  a  bis  ars=c  +  a  genommen  und  durch 

s  =  490*  dividirt,  so  erhalt  man 


e 

Diese  Formel  gilt  jedoch  nur,  wenn  c>a,  also  der  Pol  ausserhalb  der 
Kugel  li^.  Ist  dagegen  c^a«  liegt  also  der  Pol  innerhalb  der  Kogel, 
so  wird 


a 

Liegt  der  Pol  auf  der  Kugelfliehe,  wo  c  =  a,  so  geben  beide  Formeln 

Liegt  er  im  Hittelpunkt,  wo  c=3  0  wird,  so  giebt  die  aweite,  wie  es  sein 
muss,  r,  s«. 

2)  Gans  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Nr.  13  2)  findet  mau  auch  hier 

Jrds  =  2n  J'J y  dy  dx       +  i^,  ' 
und  bieraus,  wenn  man  zuerst  nacb  y  int^rirt, 

Dieses  Integral  ist  aber  jotzt  von  ;/  =  0  bis  y=.ytf  —  (c — ar)'  zu  nehmen 
und  giebt  awischen  diesen  Grenzen 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  nach     so  kommt 
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und  nimmt  man  dieBes  Integral  yon  a  bis  x  =  e-f>a,  so  erhftlt 

man,  naeh  Hinanfi^ng  des  Coeffieienten  in  und  DMsion  mit  <s=}«a*» 

S = ixb? I (*<■-'•) (-^ +«)'+ + ^) - M 

^     j  fl» 

Dieso  Formel  gilt  aber  wieder  nur,  wenn  also  der  Pol  ausserhalb 

der  Kugel  liegt.  Liegt  er  innerhalb  derselben,  und  ist  also  c<a,  so 
wird 


2.4.5.^0* 


Ist  C  =  a,  liegt  also  der  Pol  auf  der  Ku<;cltiaclie)  so  geben  beide  Formeiu 


Für  c  =  0  endlich  giebt  IV)  r,  =  |«,  was  auch  schon  aus  dem  vorigen  Ar- 
tikel folgt,  da  die  Kugel  als  ein  gerader  Kegel  angeschen  werden  kann, 
dessen  Basis  ihre  OberflJiche  nnd  Hfihe  ihr  Halbmesser.  Man  findet  leicht, 
doss     fttr  c  =  0  ein  Miiünmm  wird. 

15. 

Werde  gesucht:  1)  der  mittlere  Halbmesser  r,  des  durch  Umdrehung 
der  Ellipse,  deren  Achsen  2«,  2  h,  um  ihre  kleine  Aclise  erzeugten  Spbär- 
oids,  und  2)  der  mittlere  Radius  r,  aus  dem  Mittelpunkt,  in  Bezug  auf  den 
Inhalt  desselben  SpbSroids. 

1)  Bezeiclinet  tp  das  Complement  der  excentrischcn  Anomalie,  oder 
die  Amplitude  des  Ilallmicsscrs  r,  so  ist  r  =  «  J/  1  —  r*  ro.s^qo ,  und  das  Bo- 
geneleinetit  der  E]li])se  adq)  f/l  —  c*  siii^  (p.  Dieses  letztere  beschreibt  bei 
der  Drehung  der  Ellipse  um  die  Achse  2b  eine  Zone  ds^  deren  Halbmesser 
a  sin  <p.  Es  ist  daher 

dt  =  2»a*  sin  qfdq>]/l  —  sin^q>t 

folglich 

Jrd$^  —  2Mtf  j*4co9ip y{l  —c" m^qt)  (I — «es* y)« 
Setzt  man  e  castp  =  cos  ^ ,  so  wird 

Jrds^^-^ J'sitfip  d^^2  —  c»--*ja^^, 

^  j.  ^1  1^ 

oder,  wenn  man  noch  snr  Abkttraung  2  —  ^  =  — ^ — s=s  einführt, 
wo  Js=yi  — y*f£tt*^.  Durch  Rednction  der  Integrale  crgiebt  sich 
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Dieses  Integral  ist  zwischen  den  Grensen  zu  nehmen,  welche  9  ss  j^«  nnd 

g)s=0  entsprechen  und  daher,  ireil  eos^=eeos<p,  ^=^9$  und  ^=setrceta4i 
sind.  Zwischen  diesen  Ghrensen  genommen ^  geben  im  vorstehenden  Aus- 
druck Yon^r  ds  die  drei  Glieder  in  der  Parenthese  der  Reihe  naeh 

(1  —  c")  [f  (y,  ^tt)  —  F{y,  arc  COS  c)], 

^  [  Ky^  \  ^)  —  -^Cy»  <wc  «0*  €)]  I 

Die  beiden  ersteren  lassen  sieb  aber  durch  Anwendung  bekannter  Sätze 
von  der  Addition  der  elliptischen  FunctioDen  noch  weiter  zusammen- 
ziehen in  . 

(1  -r-  c*)  F  [y,  WTC  cos  (1  —  c*)] 
und  * 

[E(y,  arc  cos  (I  —  r*))  —  yc  j/l  —  c']. 
Demnach  ist,  wenn  noch  zur  Abkürzung  arc  cos  (1  —  c*)  =  ^  gesetzt  wird, 

der  Werth  von  J*r  ds  iwisehen  den  ang^ehen«!  Grenzen 

Dividirt  man  nun  diesen  Ansdraek  dnreh  die  halbe  Oherflftche  des  Sphftroids 
io  erhült  man 

n       r  =  -  {(^  -    ^(y> ^)  +    g(>  ^)  4-  y c  (1  —  c*)^ } 
.        *    8y*.c-|-4(i— c»)[/^«(H-c)-/<?«(i— c)]  r 

Ist  e  so  klein,  dass  seine  höheren  Potenzen  vernachlässigt  werden  können, 

so  wird 

^ rds  =  —  2na^J dcostp  (1— ic*H-c*co«"y  — c*co**g>)^ 

=  —  2  Ä  f^^J*^  <^os 9  (1  —  ^  c«—  ^    +  ^c*  cos*9  —  ^e*  cos*  9)). 

Integrirt  man,  so  findet  sich  zwischen  den  Grenzen  9  s=0|  9  =  ^ss  als  der 
Werth  des  Integrals: 

Andererseits  ist  dann 

=='r^nal'J*dcosip[l-^^i*^le*^i{2i*^4i^cai^g,^it*eo^q,], 
was,  integrirt  nnd  awisehen  den  vorigen  Grenzen  genommen,  giebt 
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Hier«H8  folg^ 

wogegen  das  Mittel  iwiaeben  den  beiden  halben  Aeliien 

i(a  +  6)^«(l-ic«-^c*), 
also  kleiner.   Für  ein  SpbKroid ,  deasen  Abplattung  (wie  etwa  die  dea  Ju- 
piter) a  :=       ist  €"  =  20  —    =         Hierane  folgt,  wenn  a  s  1  ge« 
setzt  wird, 

r,  =  0,97704  und  ^{a  +  b)~  0,92857. 
2)  Auf  ähnliche  Weise  wio  in  Nr.  18,  2)  efgiebt  sieh ,  dass  • 

daher  ist  weiter ,  wenn  man  zuerst  nach  x  integrirt  und  das  Integral  von 
Of  =  0  bis  o;  =   ^  nimmt, 

Integrirt  man  nun  nach  y  und  setzt  zur  Abkürzung 
so  kommt 

Nimmt  man  endlich  dieses  lutoj^ral  von  =  0  Ms  y  ~b  iinil  dividirt  dann 
durch  den  halben  Inhalt  dea  Sphäroids  s  —  \nu*b^  so  erhält  man 

Diese  Formel  hat  einen  geometrischen  Sinn.  Multiplicirt  man  sie  nämlich 
mit  2ff6,  so  wird 

II»)  2«6r,Ä| .  2jt  (6«+ —^J^a/r  (-OS 

wo  der  rechte  Theil  der  Gleichun«;:  ^  der  Oherliiiche  desjenigen  Sphäroids 
ausdrückt,  das  durch  Umdrehung  derselben  Ellipse,  welche  das  gegebene 
erzeugt,  um  ihre  grosse  Achse  entsteht,  der  linke  Theil  aber  als  die 
krumme  Überfläche  eines  geraden  Cylinders  angesehen  werden  kann,  des- 
sen Höhe  r,,  und  dessen  Basis  ein  mit  dem  Halbmesser  6  beschriebener 
Kreis  ist. 

Hiernaeh  giebt  die  Formel  II*)  folgenden  Sats:  der  Mittelwerth 
von  den  ans  ^em  Centrnm  elnres  SphlUoids,  das  durch  Um^ 
drehnng  einer  Ellipse  nm  ihre  kleine  Achse  ersengt  wirdy 
nach  allen  Punkten  seines  Inhalts  gesogenen  Radien  ist 
gleich  der  Höhe  eines  geraden  Cylinders,  deisen  Basis  ein 
ttber  der  kleinen  Achse  der  Ellipse  beschriebener  Kreis, 

ZidlMhrifl  f.  IhtheMtik  o.  Physik.  IV.  8 
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und  dessen  krumme  Oberfläche  gleich  |  der  OberflAohe 
desjenigen  SphMroids  ist,  des  dnreh  Umdrehung  derselben 
Ellipse  um  ihre  gvone  Achse  entsteht  . 

Fübrt  mau  in  der  Formel  U)  c  =  ein,  so  wird 

« 

II*»)  =  I  a  (j^l  —  c«  -{-joretHi  c). 

Entwickelt  man  diesen  Ansdruck  in  eine  Reihe,  so  erhält  man,  Venn  man 
die  höheren  Potenzen  von  c  vernachlässigt, 

was  mit  c  =  U  in  |a  übergeht,  wie  es,  nach  Art.  14,  2)  a.  £. ,  sein  muss. 

16. 

Sei  zw  finden:  1)  der  inittlfie  IlalbmcsHor  des  dnrch  Umdrehung 
der  Ellipse,  deren  Achsen  2«,  2^,  um  ihre  grosse  Achse  erzeugten  Sphär- 
oids ,  und  2)  der  mittlere  Radius  r\  ans  dem  Mittelpunkt  in  Besng  auf  den 
Inhalt  desselben  Sphäroids. 

1)  Iiier  ist  ds  die  durch  das  Bogenelement  ad  (p  y  1  —  sin^q)  mit  dem 
Halbmesser  b  eot  ip  um  die  Achse  2a  beschriebene  Zone ,  daher 

(/  6-  =  2  n  a  0  cos  q)  dqt  y  1  —  t*  .v//<*  q> , 
folglich  da  wiederum 

r  =  ay\  —  c"  CO«"  tp , 

J rd8  =  2tto*bJ dsiHq>y{l  —  (^co^q>)  (l  —  c***n^9). 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  entsprechenden  au  Anfang  des 
ersten  Theils  der  Torigen  Nr.,  so  sieht  man,  dass  er  aus  diesem  dnreh  Mul- 

tiplication  mit  und  V^ertauschuug  von  cos  <p  mit  sin  <p  erhalten  wird. 

Setst  man  daher  jetst  e  sin  (p  =r^  coftrp,  so  wird 

und  hieraas  weiter,  nach  der  vorigen  Nr'., 

Niunnt  man  dieses  Integral  zwischen  den  ~  und  ent- 
sprechenden Grenzwerthen     ~  arc  cos  c  und  1^/  =  An,  so  erhält  man 

1^*  ~  ^  ^^y»*^ + ^  ^^^^^  +  Y^i^-^^^' 

Dividirt  man  diesen  Werth  dnrch  ^e  halbe 'OborflKehe  des  SphJCroids, 
welche  hier 

s'  =  Ttft'  (l  +         ^         urc  sin  c  ) 

ist,  so  erhält  man 
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n     r;  ^    /^^  ^'  ^^^^^ 

*       3  y  I  c  /l  —  c»  +  «rc  Sf /<  c  I 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  Formel  I)  der  vorigen  Nr. ,  so  erhält 
man  die  Proportion 

2r,b  :2r,'a8  2«' :2Sf 
d.i.:' die  OberflSohen  der  beiden  Rotationssphllroide  sind 
umgekehrt  proportional'  den  Rechtecken  ans  ihren  mittle- 
ren Halbmessern  In  ihre  Rotationsachsen. 
2)  Hier  ist 

also ,  wenn  man  zuerst  nach  y  integrirt  und  das  Integral  von  y  =  0  bia 


3^  nimmtf 


Setst  man  ^  +  — ^ —  s^=sj[  und  führt  die  Integration  nach  «  ans, 
so  kommt 

Nimmt  man  endlieh  dieses  Integral  von  x  =  Oh\B  x  =  a  nnd  diyidirt 
durch  den  halben  Inhalt  des  Sphftroids,  t  =  §jiab*^  so  kommt 

->  '.•=*{-^'-(^^)}- 

oder,  nach  Multiplication  mit 

m«)  «„.•=,.,»|..+  ^|^_,„(l±i^)}. 

woraus  sich  tolgondc^r,  dem  in  dem  vorij^on  Artiivel  a.  E.  orlialtenen  ,  ent- 
sprechender Satz  ergiebt:  d  e  r  M  i  1 1  e  1  w  e  r  t  h  von  den  aus  dem  Cen- 
trum eines,  durch  Umdrcliung  einer  Ellipse  nm  ihre  grosse 
Achse  erzeugten  Sphäroids  nach  allen  Punkten  seines  In- 
halts gezogenen  Radien  ist  gleich  der  Höhe  eines  geraden 
Cjlinders,  dessen  Basis  ein  über  der  grossen  Achse  der  £!• 
linse  beschriebener  Kreis,  und  dessen  krumme  OberflXche 
gleich  f  der  Oberfläche  desjenigen  Sphftroids  ist,  das  durch 
Ilmdrehnng  derselben  Ellipse  um'ihre  Udiie  Achse  entsteht. 

Hiemach  ist  also ,  wenn  $  die  Oberfläche  des  Sphäroids  nm  die  kleine 
Achse,  und  s'  die  Oberfläche  dessen  um  die  grosse  Achse  bexeichnet,  nach 
in*)  und  nach  H*)  in  der  Torigen  Nr. 

IV)  2ffar/  =  f«  und  2«frr,ss{|/; 

folglich 

3* 
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d.  i.:  die  Oberflächen  der  beiden  Sphftroide  sind  den  Beeht- 

ecken  AUS  den  Mittel werthen  der  von  ihren  Centren  aus 
nach  allen  Punkten  ihres  Inhalts  gezogenen  Bedien  in  ihre 
Botationsachsen  umgekehrt  proportional. 

Combinirt  man  endlich  die  beiden  Proportionen  II)  und  IV),  so  folgt 

V)  ^1  • '  i' — ''•^  ■•  ^2', 

d.  i.  die  mittleren  Halbmesser  und  die  Mittelwertho  der  ]{a- 
dien  aus  den  Centren  nach  allen  Punkten  des  Inhalts  ste- 
hen zu  einander  in  beiden  Sphäroidcn  in  dem  gleichen  Ver- 
hältuiss. 

Ftthrt  man  in  III)  e  «   —  ein ,  so  erhält  man 

Dies  giebt,  entwickelt,  mit  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen 
von  c, 

welcher  Werth  für  ^»0,  wie  es  sein  muss,  sich  auf  \u  redndrt. 
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Stadien  Uber  BifferentUügleidluiiigeiL 

Von' Professor  Sdcok  Sfitzeb. 

(Fortsetsang.) 


§.  14.  Ich  habe  im  loteten  Paragraphen  jene  lineare  Differenüalgleich- 
UDg  aufgemacht,  welciier  genügt  wird  durch 

+  1 

+  1 

+            ,1— ««)*-  l/op«  [(i  — tt«)  /^rm] du 
+  

—  1 

woselbst  B>^  ist  und  ,  ,  C\ . .  willkürliche  Integrationsconstante  be- 
deuten. Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  das  eben  aufgestellte  Integral  sich  in 
folgender  vereinfachten  Form  wiedergeben  lässt: 

y  =  e«*  [Ä-,  +  A\  hg  (m  +  j:)  +  A  3  lo(f  (,„  +  ^)  +  •  •  •  +  AT^  log'^- '  (/«  +  a)] , 
welche  giltig  ist,  wie  auch  immer  das  B  beschaft'en  ist  und  woselbst  iiT, ,  A',, 
K^. .  K,  ebenfalls  willkürliche  Constante  bedeuten. 
§.  15.  Die  Integrale  der  Gleichungen 

"welche  ich  in  §.  12  bestimmte,  setzen  durchgeliends  ein  B  voraus,  das  grösser 
als  4  ist,  und  werden  unbrauchbar  für  B~\  und  für  B<C^, 

Ich  glaube  daher,  es  dürfte  nicht  überflüssig  sein ,  auch  diese  Fälle  zu 
erörtern,  und  so  betrachte  ich  denn  jetsst  vorerst  denjenigen  Fall,  wo 
ist.  Die  Oleiehnng 

£>»  =  (m  +  x)y"  +  [1  ~.2a  (m  -f  *)Jy'  +  +«»(»»  +  =0 

hat  vom  Integrale 

es  fragt  sich  jetzt,  wie  ist  das  Integral  der  Gleichung  : 
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(m  +  x)  [(m  +     ^?,r+  rt-2«(m  +  x)] .  [(m  +  x)  Q,\ 

^^A^l^         4-  a) j  .  («I  +  u.)     =  0. 

Aus  ihr  folgt  unmittelbar 

und  wenn  man  statt  Qi  seinen  Werth  setst,  und  beiderseits  durch  m  +  ^  di- 
▼idirt,  so  erhält  man: 

welche  Gleichung  linear,  von*  der  sweiten  Ordnung  und  complet  ist.  Be- 
hufs ihrer  Litegration  setse  ich 

dies  giebt 

57)    {m  +  x)z+^z+Az  =  ^  ^^^^  , 

dann  führe  ich  eine  unabhängige  Variable  {  in  Rechnung  ein ,  mittelst  der 
Substitution 

finde  dadurch 


und  diese  Werthe  in  57)  eingeführt,  geben  die  Gleichung 

«Durch  Multiplication  mit  wird  dieselbe  integrabel,  denn  es  lässt  sich 
die  Gleichung 

folgendermaasseii  äcliroibcn : 
und  giebt  iategrirt: 

Nun  wird  durch  Multiplication  mit  die  jetzt  erhaltene  Gleichung  auch 
integrabel,  denn  man  hat: 

Diese  Gleichung  gestattet  folgende  Bchreibweise : 
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und  giebt  iatogrirt: 
folglich  i«t 

was  sich  auch  uubeschadet  dor  Allgemeinheit  so  schreiben  lässt: 

Demnach  ist  das  Integral  der  Gleichung  Q^  =  0  in  dem  specielleu  Falle 
ab     =  I  ist ,  folgendes : 

lind  es  ist  klar,  dass  sich  die  Untersuchung  ganz  auf  dieselbe  Weise  weiter 
führen  lässt.  —  Ja  noch  mehr,  es  UUst  sieb-  gaas  derselbe  Weg  auch  bei 
solcben  Qleicbnngen  von  der  Form 

Ö.  =  o 

einschlagen,  wo  das  B  irgend  eine,  in  der  Form  "  +  ^  euthaltono  Zahl  ist, 
unter  n  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden,  endlich  auch  dann,  wenn  Q 
von  folgender  etwas  verallgemeinerten  Gestalt  ist: 

=  (m  +  x)  [(m  +      Qr^\  "+[B—2a  {m  +  x)\  .  [{m  +  a:)l  (),_,] ' 

+  [A  —  na  +  a' (m  +  x)] .  {m  +  a)i Qr-i , 

nur  muss  »,  wie  schon  gesagt,  ganz  und  positiv  oder  Null  sein. 

§.  16.  Ich  werde  jetzt  jene  lineare  Differential •^Gleicbnng  aufsachen, 
welcher  genttgt  wird  durch 

^  ß 


58) 


c 
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woselbst  A^l  uiul  i^-<l  ixt,  oder  ^  und  ß  solche  iiuHginUre  Zahlen  be- 
deuten,  deren  reelle  Bestaitdtheile  <11  sind,  und  uaehdcin  mir  dios  gelun- 
gen sein  wird,  bestimme  ich  jene  lineare  Differentialgleicbung ,  welcher 
genügt  wird  für 

+  2l~7l 
-2^=3 

+  6',(w  +  a.)»-»e«' J* :^y^^  M)i-*%[(w'+4.4)/m+«]<fil 

+  

unter  ^  eine  solche  Zahl  verstanden,  die  '<|  ist.  Die  Differentialgleich- 
ungen, zu  denen  ich  hier  komme  ,  sind,  wie  ich  zeigen  werde,  genau  die- 
selben, die  ich  in  meinem  frühorni  \Mcnioirc  mit 

J>,=s0,   /»,  =  o,   P,  =  o,   /'4  =  0,   JP»  =  0  etc. 

und 

0,  =0,     Oj^(»,     0,  =0,         --^0,     0^---^i\  etc. 
hezeidinete ,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  im  frühern  Memoire  die 
in  den  Gleichungen 

P=0 

vorkommenden  Buchstaben  A  und  ^positiv  waren,  hier  aber  Zahlen  »iiul, 
die  kleiner  als  1  sind,  mithin  auch  negativ  sein  können;  ferner  sind  die,  in 
den  Gleichungen 

(?  =  0 

vorkommenden  B  im  frfihem  Memoire  als  Zahlen  vorau^esetst,  die  grosser 
als  \  sind ,  während  sie  hier  kleiner  als  j  sind. 

Ich  habe  noch  eine  andere  Bemerkung.su  machen.  Sind  A  und  B  po^ 
sitive  Zahlen  und  <  1  oder  imaginSre  Zahlen ,  deren  reelle  Bestandtheile 
positiv  sind  und  <  1 ,  so  leisten  den  Glciehu^en 

/>=0 

nicht  nur  GenQge  die  im  früheren  Memoire  gefundenen  particulttren  In- 
tegrale,  sondern  auch  die,  in  diesom  Memoire  mit  58)  bezcichnetou,  und 
man  hat  in  diesem  speciellen  Falle  die  completen  Integrale  der  Gleichungen 

i>  =  0 
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geftmden;  ebenso,  wenn  B  zwieehen  )  md  |  liegt,  eo  lebten  den  Oleieh» 
Hilgen 

(?==0 

nicht  nnr  Genüge  die  im  frtthern  Memoire  gefundenen  Integrale,  sondern 
auch  die  ,  in  diesem  Memoire  mit  50)  bezciclnicten ,  und  man  hnt  also  auch 
in  diesem  Falle  das  complete  Integral  der  Gleichungen 

gefunden.  .  ^  = 

§.  17.  Ich  schreite  mm  lum  Beweise  der  aasgesprochenen  Sätie  nnd 
setse  SU  dem  Behufe 

60)  y^im-^y-^-^iJ «••<'"+'H«-«)""*(«*--Ä"^'«tf^[(w+«)(«-«)(«HJ)J«'*« 

cc 

und  der  Einfachheit  halber 
alädauu  ist: 

y-  =  (l  — ^— J?)  (m  +  x)- y^(»+*>  (ti  —  a)-^{u—ß)-^  log^  U  du 

et 

+  (si  +  xy-^-^ yfs»(«+**)  (u— «)r-*(i*— /l)-^Äjr  Ü^u 
a 

ferner 

/ 

+  2(1— ^— .£)(f»+a;)-^-^y{e«'<— »•*)(i<-  tt)-^ iu—ß)-^lug'^  U du 


a 


« 
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somit  lint  man ,  wenn  man  wieder  wie  früher 
setst, 

/ 

Pt  (m  +  im  +  xyj  6-t"+')  (tt— a)*        —  ßy-^log^  ü  du 


■«  üdu 


a 

H-r(r  — 1) «)-*(«— ft—'/o^-*  E^rftt. 
« 

Das  erste  Olied  dieses  AnsdriiekeSt  nftmlich 

% 

gestattet  folgende  Schreibweise: 


du 


du 


du 

tt 

vnd  giebt,  unter  der  Voraussetzung  -<<i,  Ä<1  nach  der  Methode  des 
tbeilweisen  Integrirens  behandelt 

-(m+x)ß''^[(2^A-B)u  -«  (1-^)  -/J  (u^i^r'^iu-ßy^lofT  üdu 


folglich  ist: 


61), 
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» 

und  diese  Oleiehang  hat  die  grSsste  Analogie  mit  jener  Gleicliniig,  welehe 
ich  im  vorbeigehenden  Memoire  mit  31)  besetehnete. 

§.  18.  Ee  lassen  dcb  daher  ras  derselben  all  dieselben  Schlfisse 
sieben,  wie  sie  S.  4  bis  $.  8  von  mir  gemacht  worden  sind.  Die  Ergebnisse 
dieser  Schlüsse  sind: 

Der  Gleichong 

J>.=0 

genügt 

m 

oder  . 

/ 

.  r  • 

jenachdem  nümlieh  il-l*^^l  oder  A^Bssl  ist.  Femer  findet  man  f&v 
die  Gleidmng 

das  Int^al 


oder  - 

+  (»+a:y--'-^ yf-CH^(H-«)-*(i^jJ)--'  toff  [(«•+«)  («-«)  (u-ft] 


« 

jenachdem  nämlich  wieder  A'i'B^l  oder  ^4  +  =  1  ist  etc.  etc.,  und  mit- 
hin ist  der,  an  Anfang  des  S.  10  ansgeaprochenen  Satses  bewiesen. 

§.  19.  Ich  komme  nnn  au  dem  aweiten  in  S.  10  ansgesptochenen  Sata 
und  setae,  um  ihn  an  beweisen 
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und  der  Einfacliheit  balber 
alsdann  ist: 

y  =  (1  —  i^)  (ff,  ^-  a;)-  « ea*y ^^S4^(„t  +  4 -  »  /o^r  y  ^„ 

— 


f2V—A 

ferner   

m  ^^^^^ 

+  (I i^)  (ff, ^-ih'Ju (ir     4    i  "  *  /uy'"  Kifw 

+2^ 
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Setst  man  nan 

(m  +  o-)  y" -h  [5  —  2  o  (m  H- ;r)]  /  + ~  i?«  +  «« (a,  +  o:)]  y  =  ^, , 
SO  hat  mau  nach  gehöriger  Keductiou 

(?,  =  (|  - 1)  (iii+«)i-*e«-yfie«Jf'^(ii«+4^)*->»/otf^rifii 

+ i  (w + ic)*   y '^(u* + 4^)2  du 

+  ^^^^^^      +  '^1-^''=+^ 

Nun  geitattel  aber  der  Ansdniek 

j^'iy—  Ä 

folgende  Schreibweise; 
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|(m  +  a;)*-*e«» J  (i^^4  4)^-^  loff^V,^^—  du 

und  diosos  giebt  unter  der  Voraussetzung,  dass  ß<|  ist,  nach  der  Me- 
thode des  tbeilweiseh  Integrirens  behandelt 

(  j  —  I j  (»1  +  x)^ - ^  e"' ßi e"}"^ (m«  +  4 - ^  log'^  V  du 

- 

doinnach  hat  man,  von  dem  eben  gewonnenen  Ansdmek  Qebranch  machend 
=-  ^^^^Y^  (m-hr)-**?«' y r-?^(M«  »iy^»  l(i^+4^) ^^iiHHrJ  «fci 

— 2fcr:s 

+  r(r--l)  ^^^^)_^g«x j  euy^^j^  +  4^)4  -  ß  log^-^  [(1^4-4^)  /^H^J  ^^'^ 

wolcho  Forniol  die  grcisstc  Analogie  zeigt  mit  jener  Formel,  die  im  ersten 

Memoire  mit  41)  bezeichnet  ist. 

§.  20.  Durch  diosolbe  Anwendung  der  nun  schon  wiederholt  gemach- 
ten Schlüsse  golnngt  mau  unter  der  schon  vorher  gemachten  Voraassetznng 
KU  t(dgonden  Rnsultaten: 

Der  Gleichung 

genügt  entweder 

-2r^ 

oder 

+  (7, (m  +  x) ^~»e«'  j efV^^      4-  4  A)^ ~ ^  log  [(m»  +  4 ^)  ^^^T^]  d u 

-  2  /Tr:^ 

jenachdem  nämlich  ''^^l  oder  Bssti  ist. 
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Der  Oleicliiing 
genügt  entweder 


+  +  f  '^y^'  (««  +  4^)* %((m»  +  4wi)       +  «•]  cf» 

oder 

+  C,  (m  +  aj»  --»e«' / /  +  4^)i-^%[(M»  +  4A)  j/m  +  x]  du 

jenachdem  wieder  ^P^l  oder  B~  \  ist,  n.  s,  f.,  u.  s.  f. 

§.  21.    Es  Hessen  sich  hier  noch  mehrere  spocielle  Fälle  hetrachteii, 
doch  finde  ich  für  den  Angenhlick  zu  wenig  luteresao,  um  die  Sache  weiter 
zu  führen.   Zum  Sclilusse  dieser  Mittheiliing  stelle  ich  mir  die  Aufgabe, 
jene  lineare  Differentialgleichung  zu  bestimmen,  welcher  gentigt  wird  durch 
-  das  Integral 


63)  ys= yf^'^*)(tt-a)'*->(M-/3)^»(M-^/f-^«)%[(m+a)(M-o)(»<-^^^ 
« 

in  welchem  Ä  nnd  B  poeittTe  Zahlen  bedenten  oder  solche  imaginäre ,  de- . 
ren  reelle  Bestandtheile  positiv  sind,  woselbst  aber  ferner  noch  die  Be- 
dingung 

sUttfindet.  Ans  6S)  folgt: 


m  4-  xj 


m+s}(u-t,y'-i(u—fi^-^{u—Aß—Ba)du 
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u — — /i)*~*(tt— j^^— -JS'«r)/o^[(m+i«)  (a  — «)  (tt—ß)  du 


dm 


1» 

■  ^  « 

.  Setzt  man  nun  m  den  AoBdruek 

64)  (,«4.a)i^"4-[l  — («  +  |3)(m-f.a:)]y'  +  [-^/J— Ä«+aj3(m+x)]y=i 
für  y,  y',  y"  die  eben  entwickelten  Werthe ,  so  hat  man  ' 

/ 

CK 

Nun  ist  aber 

(m+ar)  J  «)'*(«— top  (f^-a)  («—/?)]  d«= 


und  dies  giebt,  n.icli  der  Methode  des  theilweisen  Integrirena  behandelt, 
nach  einigen  Beductionen: 

/  ' 

—  /  <j«(«H-*)(u^)^- 1  {w-^y-^u—Jß—Buf  log  [(«+«)  («— a)  («H^]  dt* 


'  — «)-*-i(ti— -  ^/}_£o)  (2«— a— i»)  d« 

somit  ist 


a 
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und  jetzt  giebt  S>  5  die  Mittel  an  die  Hand,  die  gesuchte  Diffenntislgleieh- 
nng  aufsnsteUen.  Setst  man  nKmUeh 

(m+x)  L"+  [Z—ia+ß)  (m -j-a)]  Z' +  [—  (^+l)  ß—  (B+l)  a+aß(m+.r)]  L M 

unter  L  den  in  Ol)  stehenden  Ausdruck  verstanden,  so  hat  man  folgende 
lineare  Differentialgleichung: 

(m+x)  M"  +  [3— («+/S)  (m+^)pf '+  [—(^+1)  ß  —  {li+l)a-{-  aß  (m-^x)] M=0 
welche  von  der  sechsten  Ordnung  ist  und  der  genügt  wird  durch 

/ 


et 


unter  den  vorher  für  A  und  B  gemachten  Voraussetzungen. 


m. 

Butwiehelimgen  ftber  «tu  bpitel  Tim  PdMwn'ft  Heoiiaiiik. 

Nach  M.  J.  LioüTiLLB. 
Von  W.  Fiedleb, 

Lehrer  an  der  €tewerbeehule  bu  Chemnils. 


Der  berühmte  Herausgeber  des  „Journal  de  Mathematigues"  hat  diese 
Ablianrllnnp;  kurz  nach  dem  Tode  Poissou's  (1S40)  bereits  geschrieben ; 
er  glaubte  als  l'oisson's  Nachfolger  am  Tjringoiiburoau  eine  froinino  IMiicht 
zu  erfüllen,  indem  er  eine  Idee  entwickelte,  über  welche  Poisson  oft  mit 
ihm  gesprochen  und  von  deren  Wichtigkeit  er  eingenommen  war.  Es  han- 
delte sich  darum,  auf  ein  beliebiges  System  von  materiellen  Punkten,  für 
welches  das  Princip  der  Fläclien  statt  hat,  gewisse  analytische  Transfor- 
mationen auszudehnen,  welclie  die  durch  dieses  Princip  gelieferten  Gleich- 
ungen stets  annehmen,  und  welche  Poisson  in  seiner  Mechanik  nur  für  den 
Fall  «nes  Bystems  ven  anverSadeilieber  Form  gegeben  hat.  Eben  dies 
hat  M.  Ii  Ion  Tille  in  der  hier  mi^etheilten  Abhandlung  ausgeführt  nnd 
seinen  Entwiekeinngen  ein  Beispiel  TOn  der  Anwendbarkeit  der  erhaltenen 
Formeln  hhisngefttgt.  Andere  Anwendungen  versprieht  er  spftter  noch 
mitsntheilen.  Bei  der  Redaction  dieser  Abhandlnng  hat  er  sich  von  dem 

ZeltMhrifi  f.  MtlhMUlik  n.  Phfdk  IV.  4 
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Texte  Poiason's  ao  wenig  als  möglich  entfernt  nnd  deshalb  einige  Verein- 
einfachnngen  in  den  Details  nnterlassen,  denn  es  schien  ihm,  als  erreiche 
er  durch  jenen  genauen  Anschlnss  seinen  Zweck  am  besten.  Der  Abhand- 
lang geht  eine  historische  Skine  vorana,  welche  wir  dem  dentschen  Loser 
nicht  vorenthalten  wollen. 

Man  kennt  die  Methoden,  welche  die  Geometer  erdacht  haben,  um  die 
Bewegnng  der  Drehung  eines  Systems  von  unveränderliclier  Form  zu  be- 
stimmen. Durch  sein  Werk  über  die  „Präcossion  der  Ac^j^uinoctien"  (1740) 
hat  d'Alembert  hier  den  Weg  eröfiFnet  und  niemals  ist  eine  fi^rössero 
ffchopferische  Kraft  entfaltet  worden:  nngliicklicherweise  fehlt  überall  in 
den  Formeln  und  in  den  Dct.iils  der  Rechnung  die  Eleganz;  ein  wunder- 
liclier  Maii-el  oder  eine  Vernaclilu.ssigung ,  welche  sich  in  den  rein  mathe- 
matischen Werken  dieses  ausgezeichneten  Schriftstellers  oft  Aviederlindet. 
Wenn  man  aber  die  Zeit  bedenkt,  in  der  er  seine  Arbeit  schuf,  so  muss 
man  seinen  Geist  bewundern.  Man  besass  damals  noch  nicht  einmal  die 
sechs  allgemeiuou  Gleichungen  des  Gleichgewichts  freier  Systeme,  nur  die 
drei  ersten  kannte  msn,  welche  ansdrftcken,  dass  die  Summe  der  nach 
einer  beliebigen  Richtung  genommenen  Componenten  der  Krilfte  Null  ist, 
nieht  die  drei  anderen,  die  sogenannten  Momentengleichungen,  welche 
allein  fibrig  bleiben,  wenn  man  einen  festen  Punkt  in  das  System  einfuhrt. 
Diese  hat  d*Alembert  sum  ersten  Male  in  eben  dem  Werke  g^ben, 
▼on  welchem  wir  sprechen,  sie  bilden  die  wesentliche  Qrjlndlage  desselben. 
Von  denselben  geht  d'Alembert  durch  sein  Princip  (Traiii  de  Dfftmmique, 
17^)  sü  den  Gleichungen  der  Bewegung  über,  so  dass  die  ganie  Ueber- 
sctznng  des  Problems  in  Oleichnngen  ihm  eigenthümlich  angehört.  Durch 
alle  Schwierigkeiten  einer  noch  wenig  eiitn  ickelteu,  in  ihrem  Gange  noch 
unsicheren  Analysis  führt  er  uns  endlich  ans  Ziel,  und  wir  sehen  uns 
Meister  eines  Problems,  dessen  Schwierigkeiten  alle  Anstrengungen  New- 
ton 's  seihst  nicht  bewältigt  hatten;  und  gleichzeitig  erhalten  wir  die  Ge- 
setze der  Präcession  der  Aef|uinoctien  und  finden  die  Ursache  und  die  ma- 
thematische Erklärung  der  nicht  weniger  merkwürdigen  Ersclieiniing  der 
Nutation,  deren  Existenz  ein  unsterblicher  Astronom,  Bradloy,  durch 
eine  Reihe  genauer  Beobaclitungen  soeben  bewiesen  hatte.  (Hradley 
machte  seine  Entdeckung  öffentlich  bekannt  1747,  1749  erschien  d'Alem- 
bert's  Werk.) 

Nach  d*Alembert  folgte  Ealer  und  mit  ihm  kam  die  Elegana. 
£nler  hat  inerst  die  Gleichungen  der  Rotationsbewegung  eines  Systems 
▼on  unTerftnderlicher  Gestalt  in  ihrer  endgiltigen  Form  aufgestelt,  auch 
anerst  die  strengen  Integrale  derselben  ffir  den  Fall  aufgeßinden ,  in  wel- 
chem  die  Susseren  Kräfte  Null  sind.  Hier  wie  Überall  Ist  seine  lieber» 
legenbeit  im  Calcul  offenbar.  Enler  selbst  hat  die  Priorität  von  d'Afembert*s 
Arbeit  ttber  .die  Präcession  der  Aequinoctien  anerkannt;  er  war  bis  dahin 
durch  Hindernisse  aufgehalten  worden,  die  ihm  fast  nnfiberwindlich  er-- 
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aehienen  wwen,  «»bald  aber  d'Alembert  die  eraten  Sehwierigkeitoa  beaei- 
tigt  batte,  nabna  er  aeine  Bevanebe  durch  anageaeiebnete  Verrollkomm- 

Hungen  der  Methode. 

Nachher  hahen  LagrangiB,  Laplace  und  andere  Geometer,  Poia- 
s  o  n  iasbesoadere  diese  Ellasse  von  Fragen  fortgesetzt  behandelt  nad  nene 

Probleme  gelöst  oder  die  alten  Auflösungen  vervollkomranet. 

Sie  hatten  sich  alle  auf  die  analytische  Methode  beschränkt;  aber 
nach  ihnen  hat  M.  Poinsot  in  lichtvoller  Weise  den  Gegenstand  durch 
eine  synthetische  Methode  behandelt  in  seiner  Theorie  nauveUe  de  la  rolation 
des  Corps.  {Journal  de  Math.  l.  scr.  t.  XI' 1.)  Die  analytischen  Auflösungen, 
welche  man  vorher  besass,  verlieren  damit  nichts  an  ihrem  Wertlie ,  sie 
liaben  ihre  eigenthümlichen  Verdienste,  und  die  Belehrung,  die  man  aus 
ihrem  Studium  schöpfen  kann,  wird  noch  lange  eine  (Quelle  von  Fort- 
schritten für  die  Wissenschaft  sein. 

PoissoD,  welcher  das  Problem  von  der  liotationsbewegung  eines 
Syatems  TOn  nnveränderlicher  Form  mehrfach  behandelt  hat,  hielt  mit 
Bei^t  Tiel  Ton  der  Methode,  die  er  in  seiner  Mechanik  zur  Bildung  der 
Differentialgleichungen  dea  Systems  gegeben  hat;  der  von  ihm  angezeigte 
Weg  iat  wirklich  aebr  einfach ,  aeine  Formeln  amd  elegant  nnd  die  darin 
▼orhaadene  Symmetrie  ^leichtert  die  Rechnung  und  gruppirt  die  Reanitate 
unter  aicb  ao,  daaa  man  in  jedem  Augenblick  die  einen  aus  den  anderen 
durch  ein  gescblossenea  System  von  Fermutationen  ableiten  kann.  Indem 
er  neb  dann  in  einem  im  15.  Hefte  dea  /ovmal  de  fJBcols  polfftechnique  auf- 
genommenen Memoire  mit  derselben  Angabe  beschäftigte ,  hat  Pofason  die 
GleichnngeQ  der  .luf  nnvorUnderliche  Ebenen  belogenen  Flächen  angewen- 
det und  sie  durch  den  Calcul  in  Gleichungen  umgewandelt,  welche  sich 
auf  bewegliche  Achsen  beziehen.  In  seiner  Mechanik  folgt  er  einem  davon 
abweichenden  Wege  und  wendet,  wenn  auch  nicht  die  Gleichungen  der 
Flächen,  so  doch  wenigstens  die  Combination  des  Princijis  von  d'Alem- 
bert  und  der  Gesetze  des  Gleichgowichts,  welche  sie  liefern,  direct  auf 
bewegliche  Achsen  an.  Diese  Veifalnungsweise  fordert  einige  Vorsicht 
und  analytische  Transformationen,  welche  Poisson  mit  Sorgfalt  ent- 
wickelt hat. 

Aber  das  Princip  der  Flächen  entspricht  nicht  allein  den  Systemen 
von  unveränderlicher  Form,  es  dehnt  sich  auf  eine  unbegrenzte  Zahl  au; 
derer  Systeme  aus,  für  welche  der  Calcul  von  Poisson  einigermaaaaen 
abgetndert  .^erden  mflsste.  Da  wirklieb  die  Hauptachsen  der  Trägheit  in 
jedem  Augenblick  ihre  Lage  Ündem  können,  nicht  allein  im  abaoluten 
Räume,  sondern  auch  in  Besiebung  au  den  veracbiedenen  Punkten  dea 
Syatema,  ao  mliasen  die  Wertbe  der  Tritgbeitsuiomente  ebenso  verilnder- 
lieh  äein. 

Eben  diea  nun  hatte  Poiaaon>  vor,  anm  lotsten  Male  auf  aeine  Ana- 
lyse surttckiukommen ,  um  aie  auf  den  allgemeinen  Fall  auaiudebnen,  von 
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dem  wir  soeben  gesprochen  haben.  Andere  Arbeiten  haben  ihn  daran  ge- 
hindert«  und  er  hat  dies  Vorhaben,  tou  dem  er  mich  oft  unterhalten,  nicht 
ansführen  können.  Ich  will  Tersnchen,  hierin  wenigstens  das  Stillschwei- 
gen des  grossen  Geemeters  za  ergänzen,,  welchen  wir  yerloren  haben. 
Meine  Aufgabe  wird  übrigens  leicht  sein,  denn  ich  werde,  so  sn  sagen,  nur 
ein  Kapitel  seiner  Mechanik  an  commendren  haben. 

I. 

Wir  betrachten  ein  System  von  ^lolooulou  oder  materiellen  Punkten 

m,  m',  m" .  .  .  ,  welclics  der  cliizi^on  ifrdiiignng  unterworfen  ist,  dass  darin 
das  Princip  der  l-  lüc  lu  n  t'iir  einen  gewissen  Anfangspunkt  0  (iiltigkcit  lial)e, 
so  dass  wir,  indem  Mir  das  System  auf  drei  rechtwinklige  Achsen  (hj, 
Oz  von  festen  Kichtungen  beziehen  und  durch  m.V,  tnV,  tnZ  die  Coniponen- 
ten  der  äusseren  bewegenden  Kräfte  nach  diesen  Achsen  gemessen  be- 
zeichnen, welche  auf  jedos  Alolecul  in  der  Masse  wirken,  die  drei  bekannten 
Gleichungen  haben:  » 

(«^      -  *        = -  *  ^'^^ 

welche  sich,  wenn  ihre  sweiten  Theüe  Null  sind,  iutegrtren  lassen  und 
dann  das  speciellere  Princip  yon  der  Erhaltung  der  Flächen  ergeben.  Diese 
Gleichungen  drttcken  ans ,  dass  immer  die  Summen  der  Momente  der  yer- 

lorenen  Kräfte ,  im  Verhftitniss  respcctivo  8ur  Achse  OXy  Oy,  Oz  genommen, 
gleich  Null  sind.  Man  vereinfacht  sie,  indem  mnn  die  zweiten  Theile  durch 
einen  einzigen  Buchstaben  Z,  it/,  N  bezeichnet;  sie  werden: 

Das  Zeichen  S  erstreckt  sich  auf  alle  Molecule  w,  m',  m".  .  .  Diese  Mule- 
cule  können  frei  oder  unter  sich  verbunden  sein  und  sie  können  in  beliebi- 
ger Art  auf  einander  wirken,  wenn  nur  vorausgesetzt  werden  darf,  dass 
Wirkung  und  Gegenwirkung  einander  gleich  und  direct  entgegengcsetst 
seien,  dass  also  diese  inneren  Kräfte  in  dem  iweiten  Theile  unserer  Gleich- 
ungen nicht  in  Rechnung  sn  sieben  sind,  da  die  sie  einfährenden  Glieder 
sich  gegenseitig  aufheben,  weil  sie  paarweis  einander  gleich  und  von  ent- 
gegengesetsten  Zeichen  sind.  Der  Punkt  0  kann  fest  oder  beweglich  sein, 

muss  aber  in  diesem  letsteren  Falle  mit  dem  Schwerpunkt  des  Systems  au- 
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samnienfRlleii  oder  nur  eine  geradlinige  gleichförmige  Bewegung  haben. 
Hiemaeh  lege  man  durch  den  Pankt  0  drei  andere  anter  sich  rechtwinK^go 
Achsen  Ox^  O^i,  ,  welche  aber  nach  irgend  einem  Gesets  beweglich  sind, 
und  verlange,  das  Princip  der  FlAchen  anf  diese  bewegliehen  Achsen  an 
beaiehen.  If an  kann  dies  in  verschiedener  Weise  ausfahren ,  entweder  in- 
dem man  die  oben  für  Achsen  von  fester  Richtung  geschriebenen  Oleich« 
nngen  analytisch  transformirt,  so  wie  esPoisson  im  XV.  Hefte  des  Jour- 
nal de  rjScole  polyteehnique  gethan  hat,  oder  indem  man  die  Bedingung  der 
Gleichheit  der  Momentesnmmen  der  verlorenen  Kräfte  mit  der  erforder- 
lichen Vorsicht  direct  auf  bewegliche  Achsen  Ox,,  Oi/i,  anwendet, 
welcher  letEteren  Methode  Poisson  in  seiner  Mechanik  gefolgt  ist.  Wir 
werden  demgemäss  dicae  Methode  hier  zunächst  entwickeln. 

Wir  nehmen  natürlich  die  meisten  der  l'oisson'schen  Bezeichnungen 
au  und  nennen  also  mit  ihm  a,  ft,  c,  a\  b\  c\  a  \  b",  c"  die  Cosinus  der 
Winkel  xOx^^  xOyiy  xOz^^  yOxt^  yOy^^yOz^^zOx^^  tOy^tOziy  dann  werden 
wir  haben: 

y  =  =  a'a\  -}-  b'y^  -}-  cz^ , 

Die  Grössen  a,  b^  a  , , ,  sind  in  jedem  Augenblick  fBr  alle  Pnnkte  des 
Sjrstems  m,  m\  dieselben,  aber  sie  verindem  sich  wlihrend  der  Be- 

wegung nnd  man  mnss  sie  als  Functionen  der  Zeit  I  betrachten.  Und  da 
es  sich  hier  nicht  mehr  um  ein  System  von  anveränderlicher  Form  handelt, 
welchem  die  Achsen  Ox^ ,  Oy« ,  verbanden  wftren,  so  sind  anch  die  Co- 
ordinaten  Xi^ytt  Zeit  verftnderlich.  Indem  man  die  Werthe  von 

0?,  y,  t  im  YerhlÜtaiss  zu  t  differentiirt,  ergiebt  sich : 

dx  da   ^       db   ,      de    ,      dx,   ,  ,  di/t    ,  rfsi 

Ä =*•  dr  + «-+/•-« +  -i«' 

äy  da         dl/         de       .du;      ■,  rfy,       ,  rfr, 

«='^'-rfr+J''dr  +  -rfr + 

dt  da"         db"         de"      „dx\      tfr<kfi  , 

Hier  müss  man  an  gewisse  sehr  bekannte  Bedingungsgleichungen  erinnern, 
welche  zwischen  den  Grössen  o,  ft,  e,  a' . . .  stattfinden,  und  welche  die  einen 
von  der  Form 

ft'  +  ^*  +  c»  =  1 ,    o«  +      -i-  a"*  =  1  u.  s.  w., 
die  anderen  von  der  Form  ♦ 

ab  -\-  ab'  -f-  d'b"  —  0,    ad  -\-  h  b'  -f-  cc'  =  0  u.  t».  w. 
sind}  indem  man  sie  differentiirt,  schliesst  nian  daraus 

ada  -'^  bdb  -\-  cdc=i(iy    ada a'da' -\- d'da"  =  0  u.  s.  w, 
.und  auch 

.    (ai  4-  ö'^'  "i-  «'  ö" )  =  0  u.  s.  »f. ; 
man  sieht  hieraus,  dass  die  beiden  Grössen 
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bda  -jr  b'da  -\-  b"da" 

und. 

adb  +  adb*  +  a'db" 
gleich  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  etind.  Setzen  wir  demnach  mit 
Foisson 

,da  ,  .,da  ,  .„da"  db      ,db'  „db" 

dl^     di^      dt  dl        dt         dt  » 


und  ebenso 


db 

.  ,db'  „ 

db" 

de 

b  —  — 

de 
*  dt- 

,„  de" 

dt 

dt 

dt 

de 

,    ,dc  „ 

de"  _ 

da 

,  da 

//  da" 

dt 

dt 

'  dl- 

Man  weiss,  da^»,  iudem  man  die  neun  Cosinus  a,  ^,  c,  a' . . .  mittelst  der  drei 

Winkel         ^  wie  folgt  ausdrückt : 

a  s=  ro.s"  ■{>  .  si/i  ip  .  ai/t  cp  -J-  cos  ip  .  cos  (p, 
b  =  CO«  &  .  sin  .  cos  (p  —  cos  ^  .  sin  , 
e  =sin  9,sini^<, 

d  ^  «ot  4^ .  00«'^  ,tiHtp  —  stn  ^ .  costp^ 
b'  sss  eof  9 .  cos  ^  .  CO«  ip  ■\r  sin ,  sm  fp  y 
e  =t$in9.eo8i^^  , 
a'=3  —  «tni^ .  <tii 
6"  S5=  —  «At  ^ .  CO»  9 , 

man  findet 

pdt  ^9m<p  *im%  »di^  —  cot  ^ .  d^^ 

qdt  =  eQ9tp  *9in^  .dtp $inip  ,d9y 

rdt  s=id^  —  cot^.  d^. 
Mittelst  der  Ansdrtteke  von  a,  ft,  c . . .  nnd  ^«  q>,  ^  ist  ea  auch  leicht,  sieh 
an  versichern,  dass 

be*—~ b*e s=  a",   ca'  —  c a  =  6",   aÄ'  —  a'ft  =ss c"  u.  s.  w. 
Endlich  hat  man  die  Diffsrentialformeln 

da     .  db  de  , 

j.s=^r^cg,   j-zsiep-^ar,   j^ssaq^bp  u.s.w. 

Wir  setsen  voraus,  dass  alle  diese  Formeln  dem  Leser  vollkommen  be- 
kannt sind.  Lidern  wir  nun  in  den  Gleichungen ,  welche 

dx  dy  dt 
dt'   dl*  dt 

liefern,  zurückkehren,  multiplicircn  wir  die  erste  derselben  durch  n,  die 
zweite  durch  die  dritte  durch  a"  und  bilden  die  öuuune,  und  alsdann 
noeh  awei  analoge  Summen,  indem  wir  6,  b*^  b"  und  c,  c\  c"  zu  Multiplica- 
toren  wählen.  So  werden  wir  ohne  Schwierigkeit  finden 
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Indem  man  ihreneits  die  drei  Oleielrangen  mit  a,  b,  c,  a',  b\  c  oder  a 6",  c" 
mnltipHcirt  nnd  die  Summe  in  jedem  Falle  bildet,  erhftlt  man 

^=:a'  (g«.-ry,)  +  ^'  (r^t.-j»^)  +    (py.-^j*.) +  a'  ^'  +  6'  ^'  +  0' 

Daraus  zieht  man  durch  Difl'crcntiation  die  Werthe  der  drei  Compuiienten 
der  beschleunigenden  Kraft  nach  Ox,  Oy,  Oz,  welche  der  Bewegung  des 
Punktes  m  entsprechen,  d.  b.  die  Werthe  der  drei  Grössen 

iPx     cPi/  (Pz 

d?'   dt*'  di*' 

nftmlieb : 

darin  entspringen-  die  die  Differentiale  von  x, ,  »/, ,  2,  enthaltenden  Glieder 
eben  daraas,  dass  a:,,  y,,     in  Fnnction  der  Zeit  sich  verändern,  und  mau 
findet  sie  daber  in  den  Formeln  von  Poiason  nicht. 
Man  hat  ebenso 


und 
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% 

„/    dq        dr\         [    dr        dp\       „  (    dp  dq\ 


da"  .    ,  .  dl/'      ,  ,  de* 


„d*x,      ."^yj   ,       «''zi  ,  da"      dy^   dh"  de" 

Gleiehiingen,  deren  sweite  Theile  sicli  (tbrigens  ana  dem  i  weiten  Theil 
der  ersten  Gleichungen  .ganz  einfach  dnreh  ein>  pder  sweimaliges  Aecen- 
tniren  der  Symbole  a,    e  ableiten  lassen. 

Ans  den  nach  den  Achsen*  Oor,  0^,  Oz  geschätzten  Componenten 

~,        der  beschlennigenden  Kraft,  welche  dem  Punkt  m  entspricht, 

crhiilt  man  die  Comj)oneutiMi  />, ,  y,  ,  r,  dersell)en  Kraft,  nach  don  Achsoa 
OXf  ,  Oy, ,  Oz^  gemessen,  in  der  Lage  genommen,  die  sie  in  der  gegeuwärti« 
gen  Zeit  t  einnehmen.  Man  hat 

d^x  ,    .  d*y  „d*z 

^•  =  '*d?-  +  ''d7i-  +  «  d?r. 

'^^     *d<«        dt*  di*' 
Die  Snbstitation  der  oben  ftlr 

d*x    d*ff  d*z 
dF'  IF 

erhaltenen  Werthe  liefert  nns  naeh  der  Rednction  die  Oleichnngen 

dq        är     ,  ^  .   ^      ,         *        .      d«,        dw,  .  d'x. 
^*  ^    df  ^ d<  ~  + ^  dT  "     TT  +  d|5^» 

*    dp        ^9     ,  ,  ,  ,  •  *   rfyi  ,  (Pz. 

rt  =  y,  ^  - a^i  57  -  (P'  +  2*)  h  +       +  ry.  +     ^  -  2  ^  rfF  +  • 

Nun  können  wir  mit  Foisson  die  Oleichnngen  aufstellen,  welche  die 
Gleichheit  der  Momentsnmmen  der  Terlorenen  Kräfte,  im  YerhiÜtniss  in 
den  Achsen  Oxi,  Oy^  Ott  ^  Lage  genommen,  welche  diese  anr  Zeit  I 
einnehmen,  mit  Nnll  ansdrttcken.  Diese  Gleichungen  sind 

-Sm(«ip,— ar|r|)  =  Afj, 

und  08  sind  in  dieselben  für  /»j ,  qi ,  r|  ihre  Werthe  an  setaen,  und  man  hat 
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um  absukttrsen,  die  HomentesrnDinen  der  ftnsseren  KrXfIte  im  VerhKltniss 
SU  den  Achsen  0X|,       OZf  durch  X, ,  Jlf| ,  if|  beseichnet,  so  dass 

5«(«,jr,  — «jZ,)=aJlft, 

wenn  m.V, ,  mY,,  mZi  die  Oomponenten  der  im  Pmiicte  m  wirkenden  be- 
wegenden Kraft  bedeaten« 

n. 

Es  ist  noch  Übrig,  die  ersten  Theile  der  Gleichungen  , 

zu  entwickeln,  indem  wir  statt  p^^  ihre  Werthe  eiuäctzen.  Wir  fiuden 

alsbald,  dass  die  X)iöerena  ' 

gleich  ist  mit 

+  ii> (».  i  + «.      -  * «V.  IT- dT- 

Man  mnaa  diese  Teischiedenen  Glieder  mit  m  mnltipliciren,  alsdann  die 
Summe  £  besllglioh  aller  Punkte  m,  m',  m" . . .  bilden  und  endlich  das  Be- 
suhat  mit  X|  Tergleichen. 
Wir  aetaen 

Es  ergiebt  sich  alsdann 

Wenn  man  also 

setst,  so  schliesst  man  daraus 

Indem  man  setzt 
findet  man  ebenso 
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dx,      ,  (dF  \ 


Das  liesultat  der  oben  angezeigten  Smnmirung  lässt  sich  dämit  einfach  ge» 
nag  schreiben  und  man  erhält  ohne  Schwierigkeit 

ii  =     (^-P  -  i^ff — ^+ «)  +    (»^  -  ?•)  H-  (C-  B)    +  J>r  -  £m  +  ./3 1 

Diea  ist  eine  unserer  drei  Gleiehongen  in  endlicher  Form  und  die  beiden 
anderen  gehen  daraus  dorcb  einfache  BuchstabenTertanschilpg  hervor,  wie 
folgt;  ^ 

M,  =  1^  {Bq—Dr-'Fp       +        -  r')  4.  {A—l^pr+Dpq  —  Fqr+ra—py, 

Diese  unsere  Gleiehnngen  voreinfacben  sich  sehr,  wenn  man  die  Achsen 
Oxx ,  Oyx ,  Oz,  stets  so  wthlt,  dass  man  hat 

2>a=0,  jF=0,  J'sssO, 
d.  h.  so«  dass  dieselben  in  jedem  AngenbUck  für  den  Pnnkt  0  die  drei 
Hauptachsen  der  TrMgheit  des  ▼erftnderlichen  Systems  m, 
m',  •  • .  sind;  dies  ist  stets  möglieh,  weil  die  Bedingung  der  Reehtwink* 
ligkeit,  die  den  drei  Achsen  Oy^  Oz^  elnsig  und  allein  auferlegt  ist, 
wie  man  weiss,  durch  die  drei  Hauptachsen  der  Trägheit  eines  Körpers 
besttgUch  eines  beliebigen  Punktes  immer  erfüllt  wird. 
Man  erhält  alsdann 


dt 
dt 


+  (C—B)qr'+  qy^rß^l^, 
+  {A  —  C)pr+ra—py  =  Mt, 


i^^r^UL^i^B^^pq^pß^q^^If^. 

diese  so  einfachen  Gleichungen  werden,  wie  ich  glaube,  zahlreiche  An- 
wendungen finden. 

Indem  man  sie  respective  mit  a,  b,  c  multiplicirt,  dann  addirt  und  sich 
erinnert,  dass  nach  einem  Theorem  von  E  u  1  c  r  Uber  die  Momente  der  Kräfte 

so  leitet  man  daraus  ab: 

.d{Ap  +  u)     .djBq+ß)       d{Cr  +  y) 
dt  dt  dt 

+  {Jp  +  «)(6r— cj)  +  (Äg  +  «  (cp— ar)  +  (Cr  +  y)  (ag— 6p). 
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Indem  man  alädaiia  bemerkt,  dass 

da  db  ■  de 

scbliesst  man  darAu: 


£beii«o 


und 


iV  =  I  [a"  {Ap  +a)  +  b"{Bq+ß)i-  c"  {Cr  +  y)]. 


dt 

Wenn  man,  anstatt  mit  den  vereinfachten  Formeln  zn  operiren,  die 
allgemeinen  zu  Grande  gelegt  h&tte,  so  wMre  das  Besultat,  welches  ich 
durch  Vollsiehung  einer  Integration  in  Bozng  auf  wovon  X,  Jtf,  N  impli« 
cite  Fonetionen  sind,  vereinfadit  habe,  gewesen: 

^yis  dl  8  a  (^/> -~  J'f 4- ^  (^1? — -2^ ^ + + ^  ^ 

y* ndi^ü\Ap--^Fq-'mr^a)'\-b\bq-'Dr^Fp'{-ß)'{'e'{Cr^Ep^Dq'{'y), 

* 

Ndl^a"  {Ap—Fq—jEr-^a)-^b'\Bq^J)r-^Fp+ß)  +c"  (6V— ii>~i)g-|-y). 

Wenn  man  Uer  diffeientürte  und  die  DeriTirtea-  Ton  o,  6 . . .  dareb 

do  d  b  ' 

ihre  Werthe  —  =  Är  —  cq^  T'~^P  —  «»"n.  s.  w.  ersetzte,  die  so  erhal- 
di  dt 

tenen  Gleichungen  mita,  a',  a"  mnltiplicirte  und  die  Summe  bildete,  ber* 

nach  dieselbe  licchnnng  mit  den  Multiplicatoren  6,  b\  b"  oderc,  e\  e*  wie- 

derbolte,  endlich  sich  erinnerte,  dass 

N^—cL-\-cM'^  c"N, 

BO  Würde  man  die  Werthe  von  Lf,  Mi,  wiederfinden,  yon  denen  wir  aus- 
gegangen sind ,  so  dass ,  wenn  die  letzteren  Gleichungen  direct  begründet 

wären ,  die  anderen  sich  mit  Leichtigkeit  daraus  ableiten  M'ürden.  Diesen 
Weg  hat  Poisson  für  das  Problem  der  Rotation  der  Körper  im  XV.  Hefte 
des  Journal  de  VEcolc  polytechnique  eingeschlagcu  ;  ich  komme  sogleich  dar- 
auf zurück  und  man  wird  Hohen,  dass  er  sehr  einfach  ist.  Gegenwärtig  be- 
schränke ich  mich  darauf,  bemerklich  zu  machen,  dass,  wenn  die  Momeute- 
QUmmen  Z,  My.N  Null  sind,  ihre  Integrale  einfache  Constante  /,  /"  sein 
werden,  woraus  folgt,  dass  man  diese  drei  Integrale  haben  wird 

/  {Ap  —  Fq  —  Er-k- a)  +  b  {Bq—  Dr— Fp-\- ß)-\'c{Cr—Ep— Dq-^y), 
l'z=  a  {Ap  —  Fg  —  Er  a) b'  {Dq  —  Dr  —  Fp  +  |S)  +  c'  (C>  —  Ep—  Dq  +  y), 
l"z=a\Ap—Fq^Er-{-  «)  ^b\Bq—Dr—Fp  +^)  +  c"(Cr~-^i>  — +  y). 
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£s  sind  diese  Integrale,  welche  hier  natnrgemäss  das  Frincip  der  Er- 
haltung der  Flftehen  liefern  werden.  Man  kann  sie  noch  anter  diese 
Form  bringen  :* 

Ap  —  Fq^Er  +  as=sa/  +  a'/'  + 

Cr  —  Ep-^Dq  +  y  =  c/  +  e'V  +  c"/". 
Die  drei  Constanten  /,  l\  l"  besielien  sich  anf  Flftchen,  die  respective  in 
den  Ebenen  der  yi,  der  sz  und  der  my  besehriehen  sind.  Wenn  man  setst 

80  wird  k  die  Maximalflftche  ansdrflcken,  welche,  wie  man  weiss,  einer  ge- 
wissen fevten  nnd  leicht  an  bestimmenden  Ebene  entspricht,  die  Laplace 
die  unYerSnderliche  Ebene  genannt  hat.  Nichts  hindert,  diese  nn- 
▼erttnderliche  Ebene  anr  Ebene  der  aiy  au  wählen;  alsdann  wird  man  haben 

/:^0,  /'==0, 

nnd  unsere  drei  Integrale  reduciren  sich  auf 

Ap-'Fq  —  £r  H-  a  =  «"Ar, 
Bq^Dr^Fp  +  ß  =  b"k, 

Cr  —  Ep  —  Dq  +  y  —  c"k. 
Indem  man  die  Cosinus  «",  h'\  c"  mittelst  der  drei  Winkel  {>,  <p,  '\\>  ans- 
drückt,  deren  sich  Poisson  nach  Kuler  bedient  hat,  worden  unsere 
Formeln : 

9in^9in^=i  —  j^{Ap  —  i'j'«— ifr  +  «), 
smdcoir^ss  —  J       —     —      +  /*^» 

C099^\-{Cr^Ep—ßq  -h  y). 
k 

Sie  vereinfachen  dch  wesentlich,  wenn  man  hat 

DssO,   J=0,  /"«O 
nnd  noch  mehr,  wenn  anch 

«s=0,    /J  =  0,   y  =  0, 
wie  es  in  einem  Problem,  mit  dem  wir  nns  spftter  beschäftigen  werden, 
vorkommen  wird.  Sie  redneiren  sich  dann  anf 

und  stimmen  also  mit  denen  überein,  die  man  für  ein  System  von  unver-: 
änderlicher  Form  gefunden  hätte,  nur  dass  C  hier  keine  Constanten 
sind. 

ni. 

Wir  kommen  nun  auf  die  von  Poisson  im  Journal  de  TEcole  polytech- 
nique  angewandte  Methode  zurück,  um  anch  sie  auf  den  Gegenstand  un- 
serer Untersuchungen  anzuwenden.  Diese  Methode  nimmt  ihren  Ausgangs- 
punkt in  den  Gleichungen : 
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welelie  von  der  ersten  Ordnung  «ind  und  deren  Transformation  nur  Reeh- 
niuigen  yon  geringer  Ausdehnung  erfordert,  so  dass  dadurch  die  Incon- 
▼enienz  aufgewogen  wird ,  nach  welcher  sie  snnächst  nicht  sn  getrennten 
Gleichungen  zwischen  /),     r  und  t  leiten. 
Mittelst  der  Formeln 

«  =  öx,  +  fty,  +  c?,,  • 

z  =  n  3-,  4-6  t/t  -\-c  Zf , 
und  der  folgenden,  die  man,  wie  wir  äaheuj  daraus  hei  leitet, 

wird  man  diö  Werthe  der  drei  Ansdrttcke  bilden: 

dz       du        dx       dz        dy  dx 

"Tt-'Tf    'Ti-'äi'  'Tt-'Tt' 


der  Werth  von 

d  if  dm 

X 

s.  B.  wird  sein 


{bif—b  c)\^py^^~qx^y^  —  rx^z^  4-/'V  +  yi       ~     ~äJ ) 
+  (ea—e'a)  (^qzt*  —  ry^  2,  —  py, »,  +  j«/ + ^  —  ar, 

Man  hat  aber 

bc  —  b  c  =^  a  ,    ca  -s-cfl  =  o,    au  —  a  b=:c 
und  erhftlt  somit  für  ilou  vorigen  Ausdruck 

« "  [pOfi' +     - ««.yi  -  r*! «I  +  Sf,  ^  —  «1  ^] 
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Indem  man  ihn  mit  m  multiplicirt  nnd  die  entsprechenden  Ausdriteke  fflr 
alle  Moleettle  m',  «i" . . . ,  fttr  welche  die  Cosinus  a'\  b'\  e"  nicht  wech- 
seln, addirt,  so  ersehliesst  man  daraus  den  Werth  von 

welchen  man  mit       dt  vergleichen  mnss. 

Wenn  man  setzt,  wie  oben 

und 

•  so  wird  der  endliche  Werth  von 


„    /  du  dx\ 


sein 


a"  (Ap — F  j — +  a)  +  6"  (Äj —Dr-^Fp  +  /J)  +  e"(Cr^Bp  -  2>  j  +  y). 
Man  hat  also 


Ndt=a"  {Ap—Fq—Er  +  «)  -j-  6"  (  ßq^Jh^Fp  +  jS)  +  c'iCr—Ep^Dq  +  y), 
nnd  ebenso 

J*Mdt^a(Jp--Fq'--B'i'm)'^b'(Bf--^Ih^Fp-^ß)+c{Cr-Ep—I)g  +  y), 


Ldl^a  (Ap—Fq — Er  ^  «)  +  6  (Bq^Dr^Fit  +  /S) + c  {Cr—Sp—Bq  +  y). 

Dies  sind  die  fJleichiingen,  welclie  wir  an  letzter  Stelle  in  dem  Vorigen 
aiich  crhulten  hatten,  und  sie  können  ihrerseits  zu  den  von  den  Cosinus 
«,  c  .  .  .  befreiten  Differentialgleichungen  zwisclien  /v,  r  und  /  führen. 
Wir  haben  Dem,  was  wir  eben  über  diesen  Gegenstand  gesagt  haben,  nichts 
hinanzufügen. 

IV.. 

Um  eine  einfache  Anwendung  unserer  Formeln  su  geben,  betrachten 
wir  einen  im  VerhiUtniss  sn  drei  rechtwinkligen  Ebenen  Ot, ,  Zx  Ox,  nnd 
Oy^  gans  symmetrisch  gestalteten  festen  KSrper,  wie  es  8.  B.  ein  Ellip- 
soid  ist,  aber  eine  nnendliche  Menge  anderer  Ktfrperformen  sein  kennen. 
Wir. setzen  die  ihn  snsammensetzende  Materie,  die  wir  ttbrigens  homogen 
oder  nicht  homogen  denken  können,  nach  denselben  Ebenen  sym&etrisch 
vertheilt  voraus,  so  dass  fbr  die  acht  Massenelemente,  welche  dennäm- 
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liehen  abnolnten  Wertben  der  «Coorduiftten  entiprechen,  die  IMehtigkeh 
immer  dieselbe  eei,  nnd  wir  nebmen  endlieb  «idi  an,  dem  die  Tempentor 

in  gleicher  Weise  die  nftmliche  sei,  nicht  in  allen  Punkten  des  Körpers, 

aber  immer  in  den  acht  Punkten,  dio  den  Coordinatcn  (+3?,,  +y, , 
entsprechen;  dabei  kann  ofifenbar  die  Temperatur  sich  mit  der  Zeit  in  einer 
solchen  Weise  ändern,  dass  dadurch  die  angezeigte  Gleichheit  nicht  ges|Srt 
wird.  Hiernach  wird  der  Punkt  0  immer  der  Schwerpunkt  des  Körpers 
bleiben  und  die  Achsen  Ox^ ,  ^»/i  >  werden  immer  seine  drei  Haupt- 
achsen der  I'i  äi^heit  soiu,  80  dass  wir,  wenn  wir  sie  für  die  unserer  J^'ormeln 
nehmen,  haben  werden 

/>  =  0 ,    £  -=  0 ,      ==  0. 
Die  Traglioitsmotnente  C  variiren  offenbar  mit  der  Zeit,  weil  die 

Form  des  Körpers  in  Folge  der  Temperaturveräuderungeu  wechselt.  Wenn 
man  also  diesen  Körper  auf  eine  beliebige  Art  in  Bewegung  setzt  nnd  als- 
dann sich  selbst  überlässt,  so  kann  seine  Rotationsbeweguug  nicht  durcb 
die  gewtfbnlieben  Formeln  bestimmt  werden,  welebe  ^4,  J9,  (7  als  constant 
yoranssetsen;  aber  sie  kann  ansgedrfiekt  werden  durch  unsere  Formeln, 
indem  man  darin 

D  —  O,    Ä  =  0,  F=0 

nnd  ttberdies 

as=0,    /Js=sO,    y  =  0 

Toranssetst;  das.letstere,  weil  nach  den  oben  angenommenen  Symetrie- 

bedingungen  die  flßr  die  in  den  acht  Punkten  der  Gmppe  (  +    >  +  yi  >  +  «i) 

gedachten  gleichen  Massenelemente  m  gebildeten  Summen  der  Grössen 

du.  dx» 
mT,  — ,   wy,  ~  n.s.w. 

nicht  anders  als  Nnll  sein  können,  gans  ebenso  wie  die  Summen  der  Pro- 
dncte  mxft/^y  ^yt^t  n.  s.  w. 

Dies  redncirt  unsere  Differentialgleichungen  zwischen  p,  q,  r  und  t 
auf  diese  * 

*    !i^>  +  (C-*),r  =  ^ 
'-^  +  (^-C)pr  =  D. 

nnd  erlaubt,  indem  wir  die  Ebene  der  Maximalittehe  nur  Ebene  der  xij 

wAhlen,  sieb  der  {rfiher  geschriebenen  Litegrale  su  bedienen,  nSmlich 

Ap                             Bq  Cr 
sm^  .sm^s=s  ~,    sin^  ,cosg>  =  p,*  co*^  =  -^j 

die  Quadratsumme  derselben  liefert 

ein  erstes  Integral  der  Differentialgldchungen  «wischen  p,    r  und  t 
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Wenn  man  zwei  weitere  Integrale  derselben  fknde,  so  wXren  p,  9,  r  in 
Function  der  Zeit^  ansgedrttckt,  also  aoch  ^  nnd  ^,  nnd  endlieli  ^  mittelst 
des  Ansdnicks 

r  <lt  =  dqp  —  cosd-d^. 
Die  Winkel  0,  9,  ^  bestimmen  in  jedem  Augenblick  die  Lage  der 
Aqjiscn  Oar, ,  Ot/f ,  Or, ,  im  VerhHltniss  zu  welchen  man  sich  die  Lage  der 
verschiodenen  Theilc  des  Körpers  selbst  immer  leicht  vorstellen  kann,  da 
auch  ihre  Beweprunj^  bezüglich  dieser  Aclison  dincli  das  bekannt  gedachte 
Gesetz  der  Tcinpi^raturveranderungen  bestimmt  ist.  Bei  den  von  uns  ge- 
machten Voraussetzungen  können  die  auf  den  Achsen  Oo:, ,  Oy,,  Oz,  selbst 
gelegenen  Punkte  des  Körpers  nur  längs  dieser  Achsen  gleiten;  die  an- 
deren Punkte  können  coniplicirtere  relative  Bewegungen  haben,  aber  die- 
selben üben,  da  sie  nur  von  dem  Gesetz  der  Temperaturveränderung  und 
der  Natur  des  Körpers  abklingen,  auf  unsere  Formeln  keinen  anderen  Ein- 
flvss,  als  indem  sie  naek  einem  Gesets,  welekes  wir  als  gegeben  vorans- 
setsen,  die  TrJigkeitsmomente  C  Teritakderliek  maehen.  Es  beseiehnen 
also  in  unseren  Formeln 

d{Jp) 


dt 

<l  (  /)Vy) 


+  (A  —  C)rp=0, 


dt 
d{Cr) 
dt 

J^Bj  C  bekannte  Funetionen  der  Zeit. 
Da«  Integral 

V clclies  oben  durch  ein  weniger  directes  Mittel  erhalten  worden  ist,  leitet 
sich  leicht  aus  diesen  Differentialgleichungen  ab,  indem  man  ifle  respective 
mit  den  Factoren  Ap,        Cr  mnltiplicirt  nnd  die  Summe  bildet,  welche 

sich  dann  als  ein  vollstiindiges  Difi'erential  erweist. 

Man  würde  auf  der  Stelle  ein  zweites  Integral  Ifaben,  wenn,  zwei  der 
Trägheitsiuonienle  immer  unter  sich  gleich  wären,  wenn  man  z.  B.  B=A 
hätte,  welches  für  einen  rings  um  die  Achse  sich  vollkommen  gleichen 
Körper  der  Fall  wäi^e.  Alsdann  ist 

folglich 

Cr  SS  conti.  s=:  Csr, , 

wenn  der  Index  0  dei)  Wertb  ffir  #s=  0  bedentet.  Also  ist 

Coro    ^,        -      Cr  V^r^ 
r  =        und  COS ^  =  T"^-^  const. 

X7  /CK 

Der  Winkel  0  ist  also  unTerKnderlicb.  Indem  man  ibn  als  solcben  in  der 
Formel 
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Ap  =s  —  Ar  ,tintp 
bebaadelt,  aphliestt  man  darMw 

— 3—-'  =3  —  ksm& .  cos  a  -r* 
dt  ^  dt 

mid  dieser  Werth,  sowie  die  toi  q  und  r,  Bttmlieh 

g  =  _y.u„dr  =  -~^ 

in  die  Fonnel 


eingeeetet,  liefert,  de  fiberdies  B=sA 


Xr  CO»  & 


di  AC  ' 

woher  .  ' 


9 

Endlich  giebt  die  JTormel 

rdt=d^  —  CQg^.dift 

und  vollendet  die  Auflösung  des  Probiens. 
Die  Gleichungen 

können  aneh  dann  streng,  iutegrirt  werden,  wenn  die  Grössen  Jy  B,  i\  ob« 
wohl  einander  ungleich,  doch  sich  von  einer  Zeit  snr  andern  nach  dem 
nSmlichen  Gesetse  ändern,  d.  h.  wenn  die  anfKnglichen  Werthe  ^t, 
sich  am  Ende  der  willkiirlichen  Zeit  t  gleichmXssig  geändert  finden,  so  dass 

A^A^m,    B^B,f(t),  C^C,f{i), 
wo  die  Function  f(t)  überall  dieselbe  wäre.  Wenn  man  nimlieh  dann  setst 

und 

t 


SO  werden  unsere  Gleichungen 

ZdlMlurlfl  f.  BbthfuiMlk  m,  Phfftk.  IV. 
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ax  -  , 

u  t 

rt  r 

sie  sind  also  denen  der  Kotationsbewegung  eines  Systems  von  unveränder- 
licher Form  gleich  und  lassen  sich  wie  diese  iategriren.  Mao  bat  zu- 
nächst die  beiden  Integrale 

Af^u"*  +  ^0 4-  Co >»*  =  cnnst., 

Ajn''  -f-  ^o'f*  +  Co*fv^~  eonsl., 
welche  u  und  r  in  Function  von  «'  geben,  worauf  sich  dann  t  durch  eine 
Quadratur  auch  als  eine  Function  von  ir  ausdrücken  iMsst.  ( 
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WncMbi  der  dreigliedrigen  algebraischen  Gleiohnngen.  Von  M.  W.  Drq- 
BISOH.  (Ans  den  Sitzuufrsberichtcn  der  K.  S.  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
ten, 5.  Juni  1858.)  Professor  R.  Lobatto  in  Delft  hat  in  den  „Verslagen 
en  Mededeelingen  der  Koninklije  Akademie  vm  Wetenschappen ,  Afdeeling  Natur- 
kunde"^ Th.  VII  S.  335  eine  kürzere  Ableitung  der  von  mir  in  den  Berichten 
vom  Jahre  1856,  S.  21  vorgelegten  Sätzo ,  die  reellen  Wurzeln  der  drei- 
gliedrigen algebraisclien  (Jleichungen  betretend,  gegeben.  Er  bedient  sich 
dabei  der  Oartosischen  Kegel,  wonach  eine  algebraische  (ileicluing  nicht 
mehr  positive  oder  negative  Wurzeln  haben  kann,  als  in  ihr  beziehungs- 
weise Zeichenwechsel  oder  Zeichenfolgen  vorkommen,  und  weist  die  reel- 
len Wurzeln,  welche  die  dreigliedrige  Gleichung  haben  muss,  durch  Sub- 
stitution der  reellen  Wurzeln  ihrer  derivirten  Gleichung  in  dem  linken 
Tbeil  der  gegebenen  nnd  Vergleichnng  der  Voraeiehen  der  debei  sieb  er- 
gebenden Wertbe  naeh.  Den  Vomig  der  grosseren  Kflrie  dieser  Ablei-  • 
tangeweise  anerkennend,  ränme  ieh  Herrn  Lobatto  anbb  ein,  dass  die  Zn- 
siebnng  der  Cnnren,  dnrch  deren  Betrachtung  sich  mir  jene  SXtse  ergeboi 
haben,  insofern  dem  Gegenstände  etwas  fremdartig  erseheinen  nföge,  als 
diese  Cnryen  nicht  unmittelbar  die  Function,  welche  den  linken  Theil  der 
Gleichung  bildet,  darstellen.  Man  kann  jedoch,  wie  das  Nachfolgende  sei- 

• 
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gen  wird,  sowobl  den  Gebrauch  von  Gurren  Termeiden,  alt  aueh  die  Car- 
tesische  Begel  entbehren,  wenn  man  einsig  und  allein  untersucht,  naeh 
welchen  Gesetien  die  Function,  die  fttr  die  Wurselwerthe  Null  wird,  sich 
indert,  wenn  ihre  Variable  alle  Weribe  von  —  od  bis  +  stetig  durch* 
Ittuft.  Diese  üntMsuehungsweise,  die  flberdies  kaum  weniger  kurs  ist  als 
die  des  Herrn  Lobatto,  scheint  mir  die  natflrlichste  und  direeteste.  Sie 
führt  zugleich  sn  einem  ToUstindigen  üeberblick  fiber  die  Gesammt- 
b  eit  der  Wcrtbe  der  Function,  die  den  linken  Theil  der  Gleichung  bildet, 
und  giebt,  als  eine  swar  nicht  nothwendigp ,  aber  immerbiii  willkommene 
Zugabe,  die  Gestalt  der  Cnrven  an,  welche  die  Wcrthe  der  Function  in 
ihrem  stetigen  Zusammenhange  Teraaschanlichen. 

§.l. 

AV'ir  stellen  die  vier  Formen,  welche  eine  dreigliedrige  algebraische 
Gleicliun^  iiinsichtlich  der  Vorzeichen  iiirer  beiden  Constanten  haben  kann, 
in  folgender  Ordnung  auf :  . 

L    F{x)  =  —  ö  .x«  +  6  =  0, 

IL    F{jc)~a:"'-^"  —  aa--  — 6=^0, 
m.    i'Ca:)  =  aa:'*  +  6  =  0, 

und  untersuchen  snerst,  unter  welchen  Bedingungen  diese  Gleichungen  po- 
81  tiye  reelle  Wnraeln  haben. 

Durch  Diffisrentiatimi  erhfth  man  aus  1.  und  H. : 


aus  UL  und  lY. : 

Aus  4)  ersieht  man,  dass,  sowohl  fBr  «=0  als  fttr  x=s^^^^ ,  F'  (x)  =  0 
wird, dass aber, wenn o:^ 7/ /''(«)^OistDanunaugleich J(«)a=6, 

also  positiT  ist,  so  nimmt  F{x)  von  «  sssO  bis  ^^j/ „  nnuntertirochen 

ab ,  von  da  an  aber  bis  o:  =  'i-  oo  anunterbrochea  zu.  Setzt  man  zur  Ab- 


m  a 


kflnung  7/  — ; —  =  «,  so  erhält  man 

m-f-  n  V 


£8  ist  daher 


oder,  wenn  wir  aur  Abkfinung 


6* 
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setzeu:  es  ist  jenachdem  J^O. 

Ist  nun  in  T.  F(«)4C0,  so  muss,  da  F{x)  von  a:  =  0  bis  a:  =  «  un- 
nnterbroohen  abnimmt,  es  zwisehen  diesen  beiden  Werthen  einen,  aber 
auch  nicht  mehr  als  einen  Worth  Ton  x  geben,  der  F{x)  Null  macht;  aber 
auch,  da  F{x)  von  «  =  a  bis  x=-^qo  nnunterbrochen  wächst,  und 
F{-{-  oo)  positiv  ist,  einen  sweiten  Werth,  grSsaer  als  «,  der  ebenfalls  F(x) 
Null  macht. 

Ist  zweitens  in  I.  ^X")  so  fallen  die  beiden  vorigen  Werthe,  vpn 

denen  der  eine  grösser,  der  andere  kleiner  als  a  ist,  mit  a  zusammen. 

Tst  drittens  in  I.  F(tt)'^0,  so  hat  F{x)  zwisciien  und  x  ~  -\- 

nur  positive  Werthe,  kann  also  in  diesem  Intervall  nicht  Null  werden. 

Alles  zusammengetasst  giebt  das  liesultat: 
„die  Gleichung  I. 

a:«+«  — aar"  +  6  =  0 
hat,  jenachdem  ^<0,  oder  ^=sO,  oder  ^^0,  respective  swei  nn> 
gleiche  positive  reelle  Wvrseln,  TOn  denen  die  eine  <a,  die  andere 
>  «,  oder  svei  gleiehe  positive  reelle  Wnrseln,  die  s=    oder  keine 
poeitiTMi  reellea  Wnrseln**. 

Was  femer  die  Oleichnng  II.  betrifft,  so  ist,  da,  Temöge  J)^  ^'(*) 
.  anf  dieselbe  Weise  wie  in  L  ab-  und  unimmt,  hier  aber  F(p)  =s  —  ^,  also 
negativ,  F(x)  swisehen  or  ss  o  nnd  «  ss  a  immer  negativ.  Da  es  aber  von 
da  an  nnunterbrochen  wächst  und  F(+  oo)  positiv  ist,  so  muss  es  einen, 
aber  auch  nnr  einen  Werth  von  der  >«,  geben,  Üfir  den  F(x)  N«ll 
wird.  Hieraus  folgt: 

„die  Gleichung  II. 

—  &  =  0 

hat  immer  nur  eine  positive  reelle  Wurzel,  die  stets  grösser  als  «  ist**. 
Weiter  erhellt  aus  B),  dass  in  III.  und  IV.  F'(x)  zwar  für  .T=:0  ver- 
schwindet, aber  für  xy>0  immer  positiv  ist.  Es  nimmt  daher  in  III.  nnd 
IV.  F(x)  von  a-  —  0  bis  x  =  -\-  oo  ununterbrochen  zu.  Da  nun  in  III. 
F(p)=zbf  also  positiv  ist,  so  bleibt  auch  /'(-l~a:)  immer  positiv.  Hieraus 
folgt: 

„die  Gleichung  III. 

a  x**     b  sss  0  . 
hat  keine  positiven  reellen  Wurzeln". 

In  IV.  endlich  ist  /(0)==  —  b  und  /'(+oo)  positiV;  woraus,  da  auch 
hier  ^"(0:)  im  Intervall  xs=0,        •|-Q0  nnunterbrochen  wächst,  folgt, 
„dass  die  Gleiehnng  IV. 

4"       —  6  s=  0 
immer  nur  eine  positive  reelle  Wnrsel  hat**. 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Mittheilungen.  69 


§.  2. 

Erst  bei  der  Untersuchung  Aber daa  Vorhandensein  negativer  Wur- 
zeln der  dreigliedrigen  Gleichung,  su  der  wir  jetzt  übergehen,  tritt  die 

Nothwcndigkeit  ein,  zu  unterscheiden,  ob  die  Exponenten  von  x  gerade  • 
oder  ungerade  Zahlen  sind.  Es  sind  dann  folgende  vier  fälle  möglich: 

1 .  //» -|-  n  =  2  /  und  m      "2  A , 

2.  wi  +  «  =  2«  und  ?/»  =•  2A' -f- 1, 

3.  ?«  +  w  =  2 1  +  1  und  m  =  2  A-, 

4.  m  4-  w  =  2  »■  -f  1  und  m  ^  2  A  -f  1. 

Im  ersten  Falle  ist  nun  oflenbeii  ia  allen  vier  Foiuien  I.  bis  IV.  der 
gegebenen  Gleichung  F( —  x)  =:i^(+  x).  Hieraus  folgt  ohne  Weiteres, 
„daes  in  den  Gleichungen 


2)  — 6  =  0, 

4)  •  — fr«sO, 


jeder  pOBitiven  reellen  Wnriel  eine  gleich  grosse  negative  entspricht, 
diese  Gi^buagen  also  «nier  denselben  Bedingungen  negative  reelle 
Wnnfoln  baben  wie  piMiitiTe**. 

Für  die  übrigen  drei  FSlle  wollen  wir,  um  des  kürzeren  Ausdrucks 
willen ,  die  vier  Formen  der  Gleichung  unter  I.  bis  IV.  durch 
^iW=0.  =  0,   -F,(a:)  =  0,  ^,(«)s=0 

bezeichnen. 

Dann  ist  im  zweiten  Falle 

{-x)~  a2«"  4-  fla:2*+'  -f  6  =  ^\  (+  a), 
woraus  sofort  folgt,  dass  jeder  positiven  reellen  Wurzel  der  (ileiclumg 
F^i^.r)  -  -  ü  eine  gleich  grosse  nep^ativo  der  Gleichung  F,  («c)  =  ü  entspricht, 
und  daher  vermöge  des  dritten  Satzes  in  Ü,  1  sich  ergiebt, 
„dass  die  Gleichung 
5  )  x^'  — -f  i>  =  0 

keine  negativen  reellen  Wurzeln  hat". 
Ferner  ist  in  diesem  Falle 

/*,  (-  x)  =  ««'  +  a«**+»  —  *  =  Jp; (  +  x). 
Es  entspricht  also  joder  positiven  Wurzel  von  Fi(x)  =0  eine  gleich  grosse 
negative  von  Ft{ji:)  ~  0,  und  folgt  demnach  vermlJge  des  vierten  Sataes 
in  5,1, 

„dass  die 'Gleichung 
e)  —  — 6*  s=0 

eine,  e iniige  negative  redle  Wnrsel  hat". 
Es  ist  drittens 

!?;(_«)  =  a:2«  —  aa;2*+»  +  6  =  J!',(+a:), 
and  hat  also  Fg(a:)  =  0  die  gleichen  aber  entgegengesetzten  Wurzeln  wie 
Ft  («)  SS  0;  worans,  nach  dem  ersten  Satz  in    1  folgt, 
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„daas  die  Gleichung 

7)  + rta:^*+' +  ft=0, 

jenechdem  J<.0,  oder  ^=0,  oder  J ">()■,  resp.  zwei  ungleiche, 
oder  zwei  gleiche,  oder  keine  negativen  reellen  Wurzeln  hat,  wo 
von  den  ungleichen  die  eine  grösser,  die  andere  kleiner  als  —  a  ist,  und 
die  gleichen  ==:  —  a  >6ind". 
Viertens  endlich  ist 

F,  (— a)  =  .t2'  —  ax2*+i  —  6  =     (+  x) , 
und  hat  also  F^{x)~0  die  gleichen  aber  entgegengesetzten  Wurzeln  als 
/•j^.r)  =0,  woraus  nach  dem  zweiten  Satze  in  S.  1  folgt, 
„dasa  die  Gleichung 

8)  «2«+ 0«**+»— 6s=tO 

eine  einzige  negative  reelle  Wnrael  hat,  deren  abaolnter  Werth  grösser 
als  tt  ist**. 
Im  dritten  Falle  istcnerst 

J",  (- ar)  =  — —««»*  + 6  s= —        ar) ; 
daher  haben  die  Oleichnngen        ssO  nnd  J^C^)  =  0  gleiche,  aber  eni- 
gegengesetste  Warsein.  Hieraus  folgt  nach  dem  vierten  Satse  des  $,  1, 
jidass  die  Gleidinng 

9)  — a««*  + 6  =  0 
eine  e  i  n  z  i ge  negative  reeHe  Wnrael  hat". 

Es  ist  zweitens 

^,(~  a:)  =  —  a:2'  + »  —  ««2*  —  *  =  -  F3  (+ , 
vorans  anf  ganz  ähnliche  Weise  wie  anvor  nach  $.1,  dritter  Batx,  folgt 
„dass  die  Gleichnng 

keine  negativen  reellen  Wurzeln  hat". 
Ebenso  ist  umgekehrt  drittens 

ir^(~ar)r=  — +  a«2*  +  6  =  — Fg(-|-a:), 
daher,  vermöge  §.  1 ,  zweiter  Satz, 
„hat  die  Gleichung 

11)  0»'+» 6  =  0 

eine  einzige  negative  reelle  Wurzel,  deren  absoluter  Werth  grüsser 
ab  « ist**. 
Endlieh  ist  inertena 

.fi  (—«)==  — «»'+1 +  s= —         ar) , 

daher ,  .vermSge  S*  1  f  erster  Bata, 
„hat  die  Gleichung 

12)  ««+t  +  a«**  — 6a=0 

jenachdem  J<0,  oder^^s=o,  oder  ^>0y^  resp.  swei  angleiche, 
oder  awei  gleiche,  oder,  keine  negativen  reellen  Warsein**. 
^  vierten  F«lle  ist« zuerst 

=  —       1  +  a«2*+»  +  6  =  — 
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„daher  b«t  di«  Gleichung 
18)  a«**+»+ft«o 
eine  eins  ige  Mgetire  Melle  WvrMl,  deiea  ebaolvter  Werth  grSeser 

■  als  et  ist". 

Es  ist  zweitens  nmgekebrt 

(— a:)  =  —  a:2'+»  H- a«2*+i  —  d  =  — (+ , 
,, daher  hat  die  Gleichung 

14)  a:2»+i_«x2*+i  — 6  =  0, 

jenachdem  z:^<<0,  oder  ^  =  0,  oder  z^;>0,  resp.  zwei  ungleiche, 
oder  zwei  gleiche,  oder  keine  negativen  reellen  Wurzeln". 

Drittens  ist  • 

'  „daher  hat  die  Gleichung 

eine  «iasige  aegattre  reelle  Wiirael'*.  ^ 
VieirCeiia  endUdi  isl  amgekehH 

Ii  (—o;)  ==  — af**+* —  —  >  =  — (-Ht) , 

„daher  hat  die  Oleiehting 
16)  «J<+i  +  a«»*+i-^6=sO 

keine  MgatiTeB  reeDea  Wvrseln**. 

Hiennit  ut  die  üateMoehaag  eraehSpft  aad  geieigt,  daat  durah  die 
poridTea  reellen  Wurzeln  der  vier  Fernen  L  bb  IV.  der  dreigUedtfgea 
Gleicbaagea  ia  ailan  Fftllea  ameb  ihre  aagaiiTea  reellea  Woraela  beatimmt 
aiad. 

§.3. 

Ebenso  einfach  Ussen  sich  die  Gestalten  der  Curven  bestimmen ,  wel- 
che die  Function  F[x)y  je  nach  ihren  verschiedenen  Formen,  darstellen 
und  deren  Durchschnitte  mit  der  Abscissenachsc  den  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung  entsprechen.  Wir  folgen  hierbei  dem  Gange  der  beiden  vorigen 
Paragraphen  und  fügen  den  Formeln  A)  und  B)  noeh  die  durch  Differen- 
tiation derselben  sich  ergebende  Formel 

hiastt,  wo  EUr  Abktirinag  , — ; — —. —  7^=ß  gesetat  ist,  and  deh  das 

Zeichen  —  auf  die  Formen  von  F{x)  in  L  und  II.,  dagegen  das  Zeichen  -f- 
aaf  die  ia  IIL  and  IV.  bezieht. 

Wir  erörtern  zuerst  aach  $.  1  die  Gestaltea  der  Cor^e  fllr  poaitiye  «. 
■  1)  D»  inl.  (0)  =  6,  i?/(0)=0,  F^{<u)<0,  i^,'(«)=0,  F,X>u)  >0, 
CO  ist  die  Cnrve  bei «  ss  o  der  Absctsseaachse  parallel  aad  liegt  hier  ober- 
halb deraelboi ;  de  sinkt  aodaaa  bis  sa  s  «,  wo  sie  abermals  der  « -Achse 
parallel  ist,  aad  steigt  tob  da  ohne  Eade. 

Ist  nun  Fj(a)<0,  so  sefaaeidet  die  Carre  die  Achse  sowohl  swi- 
sohea  0  aad  «r,  als  swischea  «  aad  od. 
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Ist  )Fi  o)  =  0,  so  berührt  sie  die  Abs^iMenachse  bei  x  =  u. 

Ist  i^|(a)>0,  so  bleibt  die  Ciunre  ganz  auf  der  oberen  Seite  der 
«•Achse  und  erreicht  bei  xz=  a  ihren  kleinsten  Abstand  von  dersclbeot 

Da  aus  C)  erhellt,  dass  F,"(<i3)<0,  Fi"(ß)  =  0,  /V'(>jS)>0,  so 
kehrt  in  allen  drei  Füllen  die  Curve  zwischen  x  ~0  und  x  =  ß  ihre  con- 
cave  Seite,  zwischen  x  ==  ß  und  .r  -j-  QO  ihre  convexe  Seite  nach  Un- 
ten und  hat  bei  x  =  ß  einen  Wendepunkt. 

2)  Da  in  Tl.  Ft{x)  =  Fi{x)  —  26,  so  ist  die  Gestalt  der  Curvo  für 
F^i^)  vollkommen  dieselbe  wie  für  Ff{x),  nur  dass  bei  der  ersteren  die 
Absciasenachse  derjenigen  der  Curve  für  F,{x)  in  dem  Abstände  2  h  pa- 
rallel ist.  Die  Curve  für  Ff{x)  liegt  daher  zwischen  x  —  0  und  x=  u  im- 
mer anter  der  «-Achse,  schneidet  dieselbe  aber  einmal  swischen  x  =  a 
und  9 «sH*  OD.  * 

-3)  D»  in  HL  Jf,(0)  =  6,  J?','(o)  =  0,  aber  F^'{>Q)>0,  so  ist  die 
Cnrve  von  Ft{T)  bei  «sO  der  «-Aebse  paralM,  etaigt  dann  aber  obne 
Ende  und  liegt  daher  gana  oberhalb  der  «•Aehse.  Ans  C)  erhelU»  dass 
.  immer  F«"(>0)>jD  ist;  daher  kehrt  die  Cnrre  von  »sObis^sa+oo 
ihre  conTexe  Seite  nach  Unten. 

4)  Di^  in  IV.  F^{s):=F,{s)^  to  bat  die  Corre  für  Ft{ai)  toU- 
Icommen  dieselbe'  Gestalt  wie  für  wu  liegt  Ihre  Abeoisaenaelise,*  der 
▼origen  paraUel,  nm  den  Abstand  26  höher.   Sie  wird  dalier  awisehen 

und  x=s^cO  von  der  Cnnre  einmal  geschnitten. 
Fttr  die  negativen  Werthe  von  «  sind  die  in  $.2  bemerkten  vier 
Fälle  zu  unter.sclieiden. 

5)  Ist  nämlich  zuerst  m  n  —  2i  und  m  =  2Ä-,  so  ist  in  allen  vier 
Formen  I.  bis  IV.  F{ — x)  ~  F{'^x).  Die  Curve  hat  also  dann  für  die  ne- 
gativen X  dieselbe  Gestalt  wie  für  die  positiven,  und  ihr  linker  Tlieil  wird 
deuinacli  erhalten,  wenn  man  die  Ebene  ihres  rechten  Theils  durch  ISCfi 
um  die  Uidinatenachse  dreht.  Die  absoluten  Werthe  von  i'^i  (0)  and  i^4(0) 
bind  in  diesem  Falle  Maxima,  die  von  F^{0)  und  ^3(0)  Minima.  ■ 

6)  Wenn  m  -f  «  =  2i  und  m  =  2/r  -J-  1 ,  so  ist  nach  §.  2 

a)  F^{ — x)  =  Fsi"^  x).  Der  linke  Theil  der  Curve  von  F,{x)  wird 
daher  erhalten,  wenn  man  die  Ebene  des  rechten  Theils  von  F^ix)  durch 
180^  am  die  Ordinatenachse  dreht. 

h)  Femer  ist  F^i — s)^F^{+x).  Iffan  erfaBlt  also  durch  dieselbe 
Drehung  des  rechten  Thrill  der  Curve  Ton  F^{x)  den  linken  HieH  der 
CuTTe  Ton  Ft(xy 

c)  Es  ist  Ft  (— x)  s  J^,  Dieselbe  Drehung  des  rechten  Curren* 
theils  Ton  Fi  (s)  giebt  daher  den  Ünkea  tob  F,  (s). 

d)  Sbenso  giebt,  da  J4(«)ssFg(+«),  dieselbe  Drehung  des  reehten 
CurVentheils  yon  Ft{s)  den  linken  tob  liC«). 

In  allen  yier  Formen  tob  F{»)  hat  hier  die  Curve  bei  « ss  0  einen 
.  Wendepunkt. 
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7)  Wenn  m  +  M<B3^+l  vnd  «astit,  lo  iit  niidi  $. 2 

«)^<^4(+«)*  Drefal  man  ebo  den  lediton  OorventfaeU 
von  dnreli  I9lf  um  die  OrdinateneeliM,  «o  erhält  man  den  linl^n 
Carrentheil  von  — F,{ — «),  folglich,  wenn  man  diesen  abermals  daroh 

180*  um  die  Abscissenachse  dreht,  den  linken  Careentheil  von  F,  ( —  x). 

b)  Da — Ft{ — ar)  =  ^3(4.2-),  so  erhält  man  durch  dieselbe  doppelte 
Drehung  des  rechten  Curventheils  von  F3{x)  den  linken  Theil  von  i\{x)i 

c)  ebenso,  da  — ( —  ar)  =  jF,  (+ ^r) ,  durch  die  doppelte  Drehung  des 
rechten  Curventheils  von  i^j(x)  den  linken  von  Fj(x):  und  endlich 

d)  da  — Fi{ — x)  =  Fi{'\-x),  aus  der  doppeltou  Drehung  des  rechten 
Curventheils  von  Ff  (x)  den  linken  von  Ft{x). 

In  a)  und  bat  die  Cuxve  bei  «  =  0  ein  Maximum ,  in  b)  and  c)  ein 
Minimum. 

8)  Wenn  endlich  w  +  «  =  2i  + 1  «nd  m  =  2k     l  ^  so  ist  nach  J.  1 
fl)  — »)  =  J^.(+*), 

*)      '  -^.(-^'^)=*^.(+*), 

Es  ergeben  sieh  daher  doreh  dieselben  doppelten  Prehnngen  der  rechten 
Cnrventheile  Ton  ItC^)*  ^i(')> -'4(^)1  ^ti')  Beihe  neeh  die  linken. 
Gnvventheile  ▼on  .^iC«),  lt(«)t  ^ii»)»  Ih  allen  rier  Fennen  hat 

hier  die  Churre  bei  « bO  einen  Wendepnnkt. • 


IL  AnftudniBg  deijenigen  Pjftnmtialgleiflhmig,  wslahar  genigt  whrd 
dnidi  die  QnedxiAe  der  GleicUtmg 

Von  Professor  Simon  Spitzbr.  Wenn  die  abhängige  Veränderliche  der 
GlMchnng,  welehe  wir  suchen,  z  heisst,  so  ist  offenbar 

z  =  y*,  mitiiin  gssylT 
nnd  folglieh  ist  die  Gleichnng,  welehe  wir  gesucht,* 

Es  ist  also  diese  Gleichnng  ebenfalls  Hnear,  aber  nicht  besttgtieh  «,  son- 
dern beüliglich  j/zf  ond  hat  genau  die  Gestalt,  wie  die  Gleichnng  1). 
Man  hat  nun 


2^* 


und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  2)  einführt,  so  erhält  man 
nach  einfacher  Beduction : 
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und  diese  GleieliiiBg  liet  smn  Integrale 
weDn 

5)  y  =  «^i       +  . 

d«6  Integral  der  Qleichung  l)  ist. 

Die  Gleichung  3)  giebt  difforenzirt: 
6)     2 1  [AT,  z"+  X>iz'-\-  (Jr,'+  4  To)  t'+  2  Xo'«]  -  (ir;-.2^,)  (*)«=^0 

und  diese  Gleichung  wird  ofifenbar  auch  erfüllt  für 

iat  aber  nicht  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  6);  denn  die  Gleich- 
ung O)  ist  von  der  dritten  Ordnung  und  muss  somit  zum  vollständigen  In- 
tegral einen,  mit  drei  willkürlichen  Constanten  versehenen  Ausdruck  haben. 

Da  nun  die  beiden  Gleichungen  3)  und  6)  durch  den  in  4)  hingestell- 
ten Werth  befriedigt  werden,  so  wird  auch  jede  legitime  Verbindung  der 
Gleichungen  3)  und  0)  durch  den  ^Yusdruck  in  4)  befriedigt.  Eine  solche 
legitime  Verbindung  der  Gleichnngeu  3)  nnd  6)  erhSlt  man  eber,  wenn  man 
ans  beiden  Gleiehnngen  eUminirt»  nnd  wird  diese  Elimlnatien  wirkUeb 
▼erriehtet,  so 'kommt  man  au  der  Differentialgleichung 

i  x/^'^  »  JT,  ir,s '+  (-r,-r,'+ 4  jr,— ir,  jr;+ 2  jr,«)«' 
.  ^  l  '+2(x;j;-jroj;'+2jro-r,)*«o. 

welebe  beattglieb  z  linear  nnd  Von  der  dritten  Ordnung  ist. 

Man  kann  somit  folgenden  8ata  ansspreehen:  Wenn  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichnng 

1)  Jr.y"  +  Z,if'  +  X,y  =  0 

gMiflgt  wird  dnreh 

5)  y  =  c,y(«)  +  <7,^(»), 

so  wird  der  Differentialgleichung: 

{  -f  2Wjr,-jr.jf,'+2i:.j:,V  =  o, 

welche  ebenfalls  linear  ist ,  genügt  dnrch 

4)  z  =  [C,(p{x)  +  C,i,{x)f/ 

unter  Q  und  C,  willkürliche  Constante  verstanden.  Aber  die  Gleichung  7) 
ist  eine  lineare  Dififerentialgleichung  dritter  Ordnung,  ihr  vollständiges  In- 
tegrale muss  somit  drei  willkürliche -Constante  enthalten;  ich  behaupte  nuu, 
dass  das  Tollständige  Integral  dieser  Gleichung  7)  folgendes  ist: 

•8)  «  =  ^  [<)p  (x)Y  +B<p{a:).'^  {x)  +  C  («)]«, 

nnter  C  willkürliche  Constante  verstanden. 

*  Der  Beweis  dieses  Sataes  ist  einfaeh.  Denn  offenbar  genügt  der 
Gleiebnng  7)  der  .in  4)  hingestellte  Insdmek  flu  wülktlrlicbe  nnd  C^t 
folglich  aueb  fttr  ^ssO,  somit  ist  ^ 

ein  Integral  der  Gleichung  7);  eben  so  ist: 
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ein  ibitegral  denelben  Gleiohuiig.  D«  aber  der  GleteliiiBg  7)  der  Ansdraek 

genttg«  «ttd  das  erste  ünd  letite  Glied  diesee  AtudmclEes  fBr  rieh  geDlIgeii, 
so  innss  aneb 

2  =  2C,C?,9(a-)  tf;(a:) 
für  sich  der  Gleichung  7)  genügen,  somit  ist  der  in  8)  hingetteUte  Auaditteic 
wirklich  das  vollständige  Integral  der  Gleichmig  7). 
Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Gleichung 

woselbst 

ist.  Die  Gleichung  dritter  Ordnung  in  z  lautet: 

1       K-f  6,x)':"'  +  3K  +  ft,a-)K  +  6,T)r" 
1 0)  |-h  [6,  +  4  K  +  6o^)  (ö,  +  i't  x)  —  6,  («.  +  ft^x)  -f  2  («.  +  »' 

f  +  2 [fto (a,  +        —  fr,  («0  +  K'')-¥'i  («•  +  fro*)  («I  +  «»1*)]  2=0. 
In  dem  speciellen  Falle ,  wo  ■ 

'  2(aj+6,ar)  — 6, 
dnreb    +  fr««  theQbar  Ist,  d.  h.  in  dem  Falle,  als 

11)  »(«,».— 
ist,  lisst  rieb  mit  der  Gleiebnng  10)  eine  IMvision  dnroh  e« + rollftbren, 
und  man  erlridt  älsdaam  die  einfachere  Gtoiehnag: 


deren  Coef&cienten  ▼oh  eben  so  hohem  Grade  sind,  als  die  CSoeffieienten 
der  Gleiebnng  9). 


IIL  Bmerlimng  über  ein  ▼ieUbiciies  Integral  Wenn  in  dem  Ansdmeke 

JJJ^,.f{x,]f,x,..,)dxäyä2,,, 

die  Integrationen  anf  alle  diejenigen  positiven  Wertbe  der  n  Yariabelen 
4C,  y,  s, . . .  bes<^en  werden,  welehe  der  Bedingung  A ^««^y ^0 
genügen,  so  ist  der  Betrag  des  Integrales  n.  A.  von  h  abbftngig,  etwa=i^(A); 
diesen  Betrag  als  bekannt  Toraasgesetat,  kann  man  das  allgemeinere  In- 
tegral 

J*JJ*'  •  •       «»•••)  v(«'+y +«+ •••)  äxdtfdx ... 

anf  folgende  Weise  aus  dem  vorigen  ableiten. 

Man  setse  g>{u)  —  ^  (A)  =  ^  (u)  also  (m)  ^  97'  (u)  und  b^aehte  das 
(n  + 1)  fache  Litcgral 
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welches  die  Variabele  /  mehr  enthält.  Fängt  man  die  Integrationen  mit  < 
an,  so  sind  die  auf  i  bezüglichen  Grenzen  <  =  0^  <  =  h  —  a;— y  —  z  — 
und  es  ergiebt  sich  wegen  ^  (A)  =  0 

Verspart  man  dagegen  die  Integration  nach  <  bis  zuletzt,  so  hat  mau 

d.  i.  Bufolge  der  anfSliigliehen-  Voranasetimig 

h  k 

und  durch  theilweise  lategrstion 

S=-rll^(i»)t(i«)rfii. 


Die  Vergleiebnng  der  b^den  Forneii  von  S,  worin  ^  wieder  dvreb^  aus« 
gedrflckt  werden  lunm,  führt  se  folgendem  Beaoltste 


. y, . . .)  ^(d;  +  y  +  •     dx dp..,  r{u)^{u) 


du 


X  -\-  If  ^  r  +  . . .  ^  0. 

Sind  in  dem  ursprünglichen  Integrale  F(fi)  die  Integrationen  anf  positive 
und  negative  a",  y,  r,  .  .  ,  bezogen,  so  lässt  sicli  der  vorstehende  Satz  immer 
noch  anwenden,  wenn  man  die  negativen  Grenzen  auf  positive  reducirt, 
wodurcli  £f{jrXi         •••)  an  die  Stelle  von  [{x^y^ ..,)  zu  stehen  kommt. 

(Briefliche  Notis  des  Herrn  A.  Gavoooai  in  Turin.) 
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IV. 

Die  Tnusfonnation  und  Auflösung  der  Gleichiiii|;en  fünften 

Gradea, 

Nach  Jekkard  und  Hermitic. 


Unter  clie  beneikMisirefthesteii  mathematiseliea  Emhebnngen  der 
nenerleii  Zeit  gehört  ohne  Zweifel  die  E^tdedning,  dam  erstens  die  allge- 
meine  Gleichung  fünften  Grades 

ff»  +  ^1««  4- +  ^3«^  +  ^4«+ «=0 
anf  die  Anfache  Form 

gebracht  werden  kann,  nnd  dass  sireitens  diese  redncirte  Gleichung  durch 

elliptische  Transcendenten  auflösbar  ist.  Das  nicht  geringe  Tnieresse,  wel- 
ches dieses  Seitenstück  zur  Cartesianischen  Anflösnng  der  enbiadien  Glei-  . 
chungen  in  Ansprach  nimmt,  legt  nns  die  Verpflichtung  auf,  unseren  Lesern 
eine  Darstellung  des  Gegenstandes  au  geben ;  ihrer  Natur  nach  aerfiült  die« 
seihe  in  iwei  HanpttheUp. 

I.  Die  XednetiAn  der  Oleiehinigen  Ifinflen  Ofudes. 

Bereits  aniio  1683  leigte  Tschirn  hausen  in  den  Actis  emditomm 
ein  Vwfahren,  um 'aus  der  allgemeinMi  Gleichung 

1)         «f»  +  ^|«*-»  +  ^,a--»  +  ,..  +  ^ar+^,,,==sO 
beliebig  viele  Glieder  w«gsnschaffen.  Diese  Methode  kommt  darauf  hinaus, 
statt  ff  eine  Wursel  der  Gleichung 

SU  aniwtilniren  oder,  was  Dasselbe  ist,  durch  Elimination  von  ff  aus  den 
beiden  Gleichungen  l)  nnd  3)  eine  neue,  nur  die  Ihibekannte  y  enthaltende 
Gleichung  au  bilden,  und  nachher  Aber  die  vorläufig  nnbestimmt  goblicbc- 
nen  Grössen  a^,,  «j,  o^,  . .  .  a„  so  zu  disponiren,  das«  in  der  neuen-  Glei- 
chung n  CoefBcienten  wegfallen.  Unter  der  Voraussetzung  n  <  m  kommen 
nSmlich  dem  y  in  No.  2)  ebensoviel  verschiedene  Werth  e  zn  wie  dem  x  in 
No.  l) ;  die  für  y  resultirende  Gleichung  muss  daher  vom  r«""  Grade  sein,  etwa 

ZttlMhrifl  fAr  ftUthenwtik  u.  Physik.  IV.  6 
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Die  Coefficieuteii  derisclben  sind  aus  J^y        •  •  ■  -'4n  "m       <'2»  •  •  • 
zusammengesetzt;  will  man  also  n  Cuefficienten ,  etwa  B^,  P.j  -  -  •  •  ^'"ii 
Verschwinden  bringen,  so  hat  man  die  n  Gleichungen  /?j=o,  ^2  =  ^» 
. . ,  B„  =  0  zwischeu  den  n     i  Unbekannten  aufzulösen,  wo- 

bei eine  der  Unbekannten  willkürlich  bleibt. 

Das  erste  Gescliäft,  nämlicli  die  Eliiiiinatiuu  von  x  aus  den  Gleichun- 
gen l)  und  2),  kann  aui  verschiedene  Weise  erledigt  werden,  wie  wir  zu- 
nächst darthnn  wollen. 

Wenn  man  die  Gleichung 

4)  y  =     +  a^  x  +    x'^  +  .  . .  + 

der  Koihe  nach  anf  die  2'%  .V' . . .  m'"  Potenz  erhebt,  so  kommen  snccessiv 
alle  die  Petenaen  ecy  x^^  x'-\ . . .  af^  snm  Voraohein,  jedoeh  können  a;"*,  a^*^, 
. . .      mit  Hülfe  der  Gleiehuug  i)  entfernt  werden,  weil 

flf*  J  I        j    ,j*nt— 2  J         ^  J 

Q.  8.  W.  ' 

es  bleiben  daher  Gleichungen  von  folgender  Form  flbrig: 


Darin  sind  ibg,    ,  6], . . .  ft«^  ganie  nnd  homogene  qnadratisdie  FonctSonen 
der  Torttnfig  nnbestimmten  Grössen  a^^,  a^, . •  .a.;  ebenso  r^,  «i» . . . 
ganse  nnd  homogene  cnbisehe  Functionen  derselben  Elemente  n.  s.  w.  Be- 
seiehnet  man  Ar  den  Angenblick  die  Wnridn  dm  Gleichung  l)  mit  ||,  I3, 
. . .  |„  nnd  die  oorrespondirenden  Wurzeln  der  Gleichung  3)  mit  •  •  • 

i\„ ,  so  kann  man  aas  den  Oleichnngen  4)  nnd  5)  leicht  Besidinngen  awisohen 
denSnmmen 

Äl=ll  +I2  +  .    2ri=s^,  +r/2 

U.  8.  w.  n.  8.  w.  . 

herleiten,  indem  man  ftir  o:  nnd  y  der  Reihe  nach  die  Terschiedenen  |  nnd  ^ 
setst;  es  ist  nämlich  nach  No.  4) 

6)*  ri=i«ffo  +  ai5i  +  a,^+...  +  a,S, 

und  rermöge  der  Gleichungen  6) 

rs  =  «c«  +    «1  +CjS|  + . . .  +  c^j  S^i, 


7) 


Wie  man  weiss,  ist  zur  Berechnung  der  dummen  ^i«  ^3»     etc.  die  Kennt- 
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nifls  der  Wnneln  1^,  I3  etc.  nieht  eifiwderlich,  vielmehr  kSnneii  mitteUt 
der  Newton^ielien  Formeln 

0  =  iS,  +  ^i5t  +  3i^> 

Sj,  iSj,  63, .  . .  direct  aus  den  gegeboncn  Coefficienten  ^, ,  -^2»  -^s»  •  •  herge- 
leitet werden;  setzt  man  die  gefundcnon  Werthc  in  die  Gleichungen  6)  und 
7)  ein,  so  hat  mau  Tj,  . .  7',„_,  .luügedrückt  duvcli  y/, ,  vi.,,  .  .  a^»  <i|, 
. . .  a,,  und  schliesslich  dicuen  die  entsprechenden  Kelationen 

[o=r,-i-i/?,. 


8)  < 


nr  eneees^Ten  Bereduuing  der  neuen  Coeffieienken     ,  B^t--  ■'7>„. 

Ein  etiru  kfinerer  Weg,  auf  welchmn  die  Newton'sclien  Formeln  nicht 
berOhrt  werden,  iat  folgender.  In  den  Gleichungen  ö)  betrachte  man  die 
m — ^1  Gössen 

£C  I      I  •  •  •      f  fl^"^^  I  •  •  •  •  «c*  ^ 

als  ebensoviel  Unbekannte  ar|,  0:2.  ••^»-1  nnd  entwickele  letztere  daraus, 
was  keine  Schwierigkeiten  hat,  weil  jene  Gleichungen  in  Beziehung  auf  ar|, 
. .  *Xwfi  ▼om  ersten  Grade  sind;  die  für  .r,  a^, .  . .  a"  gefundenen  Werthe 
braucht  man  nur  in  No.  2)  zu  substituiren ,  um  sogleich  die  neue  Gleichung 

3)  zu  erhalten.  Diese  Methode  hat  nocli  den  Voithoil ,  dass  sie  .Tj  =  x  ra- 
tional durch  y  ausgedrückt  liefert,  also  zeigt,  wie  die  Wertlic  von  x  (näm- 
lich Ij,  ^2»  ■  •  •  O  gefunden  werden,  nachJeni  durch  Auflösung  der  Glei- 
chung H)  die  Werthe  von  y  bekannt  geworden  sind. 

Bei  weitem  das  eleganteste  und  übersichtlichato  Verfaliren  zur  Elimi- 
nation von  .T  aus  den  Gleichungen  I )  und  2)  ist  das  folgende,  welches  ur- 
sprünglich von  Eule  r  und  B  e  z  0  u  t  herrührt  und  in  neuerer  Zeit  von  Hesse 
wieder  in  Anregung  gebracht  worden  ist  (Urolle  s  .lournal,  Bd.  27,  pag.  l);  es 
beruht  auf  einem  bekannten  Satze  von  den  linearen  Gleichungen.  Wenn  näm- 
lich zwischen  den  i  Unbekannten  ( Gleichungen  ersten  Grades 

a^  .r,  -f  a.^  .r^  +  . .  .  .  -f  «r ,  a',  =  m,  , 

(>i  a'i  -i-        -f-  4- ß,  j-,  =  Mj, 


Xj  «Tj       %2  •'^2  ^*  •  •  •  •       Jtf      SSft  tf| 

bestehen ,  so  gtebt  die  Auflösung  der  letiteren  die  Werthe  von  0*1 ,  .Tj  , . . . 
in  Form  von  Brfichen,  welche  einen  gemeinschaftliehen  Kenner  h«siteen, 
also  etwa 

*1  ^       »  *J  »  •  •  •  •  »1  ^  "jj"» 

Hier  ist  J9  untbkängig  von  m^,  »2, . . .  und  bekanntlich  die  Determinante 
aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  niimlich: 

6* 
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«1»  «j»  •  •  • 

ßu  ßt 


Xj ,  Xj  , 


Multiplicirt  man  anclftrorsoifs  die  g^egebonen  Gleiclinngon  mit  Fnctoren 
Aj,  Aj,  .  .  .  A,,  addirt  nachher  und  denkt  sich  A, ,  A^,  .  .  .  A,  so  gewältlt,  dass 
linker  Hand  die  Ooefticienten  von      ^31  •  •  •     verschwinden,  so  bleibt 

der  Coefficient  too  x^utR,  reehter  Hand  stebt  0^,  Wenn  nnn  alle  «  der 
Knil  gleich  sind,  so  verschwindet  nnd  es  mvm  daher  entweder  nnd 
ebenso  aneb  «r,, . . .  xr«  den  Werth  Null  haben,  oder  es  ronsa  jR  s=o  sein; 
Jn  allen  den  Fällen,  wo  man  Voran«  weiss,  dass  x^, ,  ,Xt  nicht  Holl 
sind,. bleibt  nnr  die  HSglichkeit  i{  es  0  d.  h.  wenn  .die  Ol^cbnngen 

ttj  ar,  +  «2  ^2  P> 
|3i  a^i  +  /^a  i*^2  +  •  •  .  .  + A  «<«=0, 


*i        «1  «2  + . . . .  +«i  a?! =0 

dnrch  andere  Werthe  als  a>|=d^  . .  .£=««0  0  erfüllbar  sein  sollen,  so 
muss  die  Determinante  dieses  Systenis  von  selber  Temchwlttden*). 

Hieranf  gründet  mch  folgendes  Verfahren  snr  Elimination  von  x  ans 
den  beiden  Oleiehnngen 

(««— y)+    «1«+    «,«*  +  ...+ a,«*  s=0. 
Van  nniHipHeire  die  erste  Gleichnng  der  Beihe  nach  mit  x^a^f.,»  or",  die 
Bweite  mit  x^x^f,  . .  df  nnd  stelle  alle  erhaltenen  Gleiehnngen  nnter  ein- 
ander: 


*)  80  sind  a.  B.  die  GleiebnngeD  • 

b  y  •\-  e  %  t= 
dum  mit  einuder  TertrSglich ,  wenn 


«Ix  + 


0, 
0, 
0. 


d.  h. 


a,  b ,  r 
a  ,  b  ^  c 


=  0 


Desielbe  erhllt  man  natflrlidienrefse  avdi,  wenn  nsa  ^  es  |,        ^  setit,  ron 

den  rnnmelir^cen  Oleiehnngen 

«I  +  *»?  +     =  0. 

die  ersten  ewei  anflöst  und  die  für  {  nnd  r]  gefnndencn  Werthe  in  die  Ictxte  snb- 
etitoirt.  Vergl.  Baltzer,  Theorie  der  Determinanten,  wo  BelbstverständUch 
d«r  Gegenttaad  genauer  b^»adelt  ist. 
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81 


«»  +   


=  0. 
=  0. 
=  0, 

=*0. 
=  0, 
«0, 
=  0, 

(a^—v)  X'"  +  +  ff,  =0;  * 

betrachtet  mau  jetzt  o;,  o;^,  ...  .  x*^"  als  eben  so  viel  Unbekannte  Xi ,  ar^i 
•  •  •  ^aH-n  ^1^^  berücksichtigt,  daas  keine  derselben  Torffchwindet»  so  kön> 
nm  die  obigen  Gleichungen  nur  unter  der  Bedingung 


(«0-- y)  <c+a|    +       +  . . . .  +  a^^^ 

(«o-y)*'+  


0, 
0, 


-1 » 


0 


f>>>al|0)0)i 

»  1,0,. 

 —  1 


0,  0 

.  1 

«2    »  •  •  • 

•  ö«>  0, 

0,  .  . 

0,  «0— 

«1    ,  •  •  • 

.  .  .  a,, 

0,  .  . 

0,  0  , 

«o-yi  •  •  • 

f 

=  0 


0,   0      , .  .  .  .  «„— y,   

snMmmeiibertehen;  diese  Bedinguug»gleichung  ist  bereits  diefttr  y  gesuehte 
Gleichung  und  es  bedarf  nnr  der  Entwiekelong  der  vorstehenden  Determi- 
nante durch  die  gewöhnlichen  combinatocischen  Mittel*). 

Hat  man  nach  irgend  einer  der  drei  angegebenen  Methoden  die  resol- 
thrende  Gleichung 

ir + -»1  y-*-»  +  ^2  ir-» + . . . + y + ^«  =1 0 

gefanden,  so  wird  man  die  Gleichnngen 

^1  =  0,  .9,  =:  0, . . . .  ^»  =  0 

snr  Bestimmung  von  a,,,  a^, . . .  o;^  benutsMi,  wobei  eine  dieser  Grössen 
willkUhrlich  bleibt  und  etwa     ==  1  gesetat  werden  kann.   Die  vorstehen- 
*den  n  Bedingungen  reduciren  sich^  wie  man  ans  den  Newton'sohen Formeln 
(8)  erkennt,  aof  die  folgenden 

r,  =  0,72  =  0,  r,  =  o. 

in  denen  die  Werthe  von  T^,  T^,  .  .  .  T„  (s.  No.  6  und  7)  zu  ßubbtituireu 
sind.  Der  blosse  Anblick  der  Formel  ü)  zeigt,  dass  die  Gloichuug  r,  =  0 
in  Beziehung  auf  die  Unbekannten  a^,  a^^  etc.  vom  ersten  Grade  ist ;  da- 
gegen ist  die  Gleichung  T2=^0  vom  zweiten  Grade,  weil  sie  die  q^uadrati- 


*)  Da  viele  Elemente  der  fraglichen  Determinante  Nullen  sind,  so  verscbwip- 
den  auch  viele  ihrer  GlieJer  nnd  daher  lässt  sie  sich  in  einer  kürzeren  Form  dar* 
stellen,  hinsichtlich  deren  wir  auf  Balt«er'8  Werk,  pag.  45,  Terwei«en  müssen. 
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sehen  Functionen  ,  b.^  etc.  enthält,  ohonao  T.,  ^  0  vom  dritten  Grade 

u.  s.  w.  Eliininh  t  mau  also        ,  .  .  ■  «i  aus  den  obigen  Gleichungen, 

80  erhält  man  für      eine  Gleichung,  die  im  Allgemeinen  vom  Grade  1.  i  3 
.  .  .  «  istj  doch  kann  sich  dieselbe  in  spocielleu  Fällen  noch  reduciren. 
Um  nach  diesem  Verfahren  die  Tollstlndige  enbische  Gleichung 

+      X-  +         +  ^3=0 
auf  eine  rein  euHsche  znrllclusafühien,  hat  man 

iijic'  +  «i«  +  flo  —  y  =  0 
an  setaen  und  von  den  fKnf  linearen  Gleichongen 

J.^     +         +         +  ^4  =  0» 

^3  -^'2  +  ^^2  '^3  4-  ^1       +  =  0, 

(«ft— y)  «1  +  «1  a^i  +  «2  ^«^3  *==  0» 

K— y)  «2  +  «1  «8  +  «a  *4  =  Ol 

K— if)  «s  +  «1  «4  +  «2      =  0» 

die  Determinante  au  bilden.  Eliminirt  man  erst  ax^  der  aweiten  und 
fünften  Gleichung,  schreibt  darunter  die  vierte  und  eliminirt  «|  aus  der  er- 
sten und  dritten,  so  hat  man  nur  noch  die  drei  Gleichungen 

02       +  (^2  «2— «0  +  y)       +  (^1  «2  — «l)  *i  =  0, 
C«0— y)  +  «1  «3  +  «2  «4  =  0» 

(^8  «1— j^2  «0 + ^2  y)  «2 + «i— --^i  «0 + -^1  y)  *» + (— «•  +  y)  «4  = 

deren  Determinante  leicht  ausiurechnen  ist  Als  Schlussgleichang  JR  =  0 
ergiebt  sich 

y'+^iy*+^2y+-»»  =  <>. 

und  awar  sind  die  Wertfae  der  beiden  ersten  Coeffidenten: 
^1  s=  —  3«e  +^  «I  — a^j)  «21 

^2=    aV+^2  V+ «-^i  4i)  V. 

—  3^1  Oq  0|  +S  (^j*— a-irf,)  «0  «2  +  (S-'j—  ^1  «1 
Nimmt  man  willkllhrlich    =  1  und  bestimmt  a^,    so,  dass  f  j  s=  =o 
wird,  wozu  nur  die  Auflösung  ein«r  quadratischen  Gleichung  gehört,  so 
hat  man  als  redudrte  Gldohung 

y'  +  ^3  =  o; 

diess  igt  die  Tschimhausen-Euler*sche  Transformation  und  Auflösung  en- 
bischer  Gleichungen. 

Bevor  wir  die  allgemeine  Theorie  weiter  verldgen  und  speciell  auf  die 
Gleiclnmgen  fünften  Grades  anwenden,  wollen  wir  erst  eine  Bemerkung 
einschalten  ,  welche  die  homogenen  quadratifichen  Functionen  betrifft.  Eine 
solche  Function  der  k  Variabelen  2j ,  tji  •  •  >  2:«»  etwa 

^»  =  •'^  (*i »  *2»  •••*») » 

kann  immer  auf  die  Form 

gebracht  werden  und  zwar  iöt  hier  Peine  Constante,  Q  eine  homogene  line- 
are Function  der  übrigen  Variabelen  Zj,     .  .  .  .  Zj^i,  und     eine  homogene 
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quadratische  Function  der  letztgenannten  k — J  Variabelen.  GiebtoMa  d«r 
vorigen  GleickuDg  die  Fonn 

so  erkennt  man ,  dass  aus  dem  Quadrate  einer  linearen  Function  Z,^  der 
k  Variabelen  r, ,  c.^,  .  .  .  und  auH  cinom  Reste  besteht,  der  eine  homogene 
quadratisclu'  Function  der  k — 1  Variabelen  2,,  z^, .  .  bildet  und  dess- 
halb  pHS»end  mit  V^_^  bezeichnet  wurde.  Von  wieder  Dasselbe,  es 

ist  nämlich  analog 

WO  X^^i  eine  lineare  Function  der  Variabeien  ,  Zj»  •  n-n  ^k-i  eine 
homogene  quadratische  Function  von  r^,  •  •  •  n-"  bezeiclmet.  Durch  Fort- 
setzung dieser  einfachen  Schlüsse  gelangt  man  am  Ende  zu  der  Gleichung 

r,  =  v  +      +  - •  +^^2^  + V» 

und  in  dieser  liegt  der  Satz,  dass  jede  homogene  quadratische  Function  von 
k  Variabelen  als  die  algebraische  Summe  der  (Quadrate  von  k  homogenen 
Linearfunctionen  dargestellt  werden  kann ,  wobei  die  erste  derartige  Func- 
tion Ä  Variabele  und  jede  folgende  Function  eine  Variabele  weniger  als  die 
vorhergehende  enthält.  So  ist  z.  B.  bei  zwei  Variabelen  u  nnd  v 

wo  a,  b\  a"  selbstverständliche  Abkürzungen  vorstellen;  bei  drei  Variabe- 
len u ,  v ,  if  hat  man 

+  ^    4-  C +  2    w  f  -(-  2  jFm  w  +  2  Fv  m 

:=(yä-+i^y+(.-f).'+(i»-^').^+»(.-f).. 

«.  8.  W. 

Nach  dieser  Digrcssion  kehren  wir  zur  allgemeinen  Gleichung 

■nrüek  nnd  denken  ans  dieselbe  durch  Substitution  von 

y  8    + « +  «2  ^+ ^     4- «4 

tranafonnirt  in 

y«  +  B,  y^-'  +      ir"''^  + .  .  .  +         y  +      =  0. 
Ana  dm  früheren  Bemerkungen  Uber  die  Natur  der  Grössen  6^ ,  &i  >  •  •  • 
^«-1  •>  «'o»  <^i>  •  •  •  )      Verbindung  mit  den  Gleichungen  6)  und  7) 

geht  hervor,  dass  eine  ganze  und  homogene  Function  //*"  Grades  der 
fünf  Elemente  a^,,  ö|,  ftj»  ^zt  ist;  ebenso  sind  zufolge  der  Gleichungen  8) 
J?!,  -^3  6tc.  ganze  und  homogene  Functionen  derselben  Variabelen,  und 
der  Grad  jeder  solchen  Function  wird  durch  den  Index  von  JB  angezeigt. 
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Will  man' niin  aus  der  neuen  Gleichung  die  mit  By,  B^t  behafteten 
Glieder  wegschaffen,  so  hat  man  die  drei  Gleichungen 

.ff,  =  0,  ^2      0>  ^3  =  0 
aufzulösen,  von  denen  die  erste  linear,  diesweite  qu<adrati8ch  und  die  dritte 
eubisch  ist.  Der  ersten  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  rt,„  ausgedrückt 
durch  «,,...«,,  entnehmen  und  ilieseu  in  die  beiden  übrigen  Gloichangen 
snbstitniren ,  wodurch  letztere  die  Formen 

Ii\  =  0,  B'._^  =  0 

annehmen  mögen.  Da  die  Substitution  von  eine  lineare  war,  so  sind  die 
Grade  der  Gleichungen  /?.,  =  0  und  T?.;  =  0  nicht  geändert  worden ;  es  ist 
daher  B.,  eine  homogene  FuiM-tion  zweiten  Grades,  eine  solche  dritten 
Grades  der  vier  Grössen  «, ,  ctj  >  ^uf^'lg^'  des  vorhin  erwähnten  Satzes 

von  den  homogeneu  Functionen  kann  B\  unter  der  Form 

y,  =  Zi^  +  Z./-HZ,*^+X,2 

.dargestellt  werden,  worin  X^,  L.^y  L.^,      lineare  Functionen  von  a^,  «2» 
«4  bedeuten;  der  Gleichung      =b  0  genügt  man  daher  durch  die  Annahme 

oder     

Diese  Gleichungen  sind  linear  und  gestatten,  und  in  linearer  Form 
durch  a.)  und  «t|  auszudrücken.  Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die 
noch  übrige  Gleichung  ^.^  =  0  wird  der  Grad  der  letzteren  nicht  erhöht; 

es  gellt  daher  5.,  =0  in  eine  neue  cuhische  Gleichung  ß".,  0  über,  wo- 
bei B  ,^  eine  homogene  Function  von  o.,  und  bedeutet.  Wählt  man  «, 
willkübrlich ,  etwa  =  J,  SO  bestimmt  sich  a.^  durch  eine  Gleichung  dritten 
Grades  und  daraus  folgen  a^,  a^,  mit  Hülfe  der  .vorigen  linearen  Glei- 
chungen, also: 

Die  allgemeine  Gleichung 

kann  immer  auf  dier Form 

sT  +  ^4  r-*  + -ßs  y"^  + .  • .  +  ^«^1  y  +  ^«  =  0 

gebracht  werden,  und  iwar  b.edarf  es  hierau  nur  der  Auf-  • 
lösung  einer  cubischen  Gleichung. 

Gans  tthnliehe  ScUttsse  sind  fttr  den  Fall  au  machen,  dass  man  die 
mit  i^i  T  i's,     behafteten  Glieder  wegschaffen  wÜl;  man  findet  sehr  leicht 

den  Satz : 

Die  Rednetion  der  allgemeinen  Gleichung 

.T*  +     «T*  -h-^a        + . . .  +        «  +  ^  =  0 
auf  die  Form 

+  /?3  ^-"-3  +  Br^  y»-^  + .  .  .  +         ;/  +      ^  0 
ist  immer  möglich  und  zwar  durch  Auflösung  einer  biq^ua« 
drati.sclien  Gleichung. 

Uiemach  kann  die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades  auf  die  Formen 
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gebracht  werden,  die  bei  Subrtitatioii  von 


übergehen  in 

**+^,  J'  +  C,  =  0, 

die  aUgemeine  Gleiehong  fünften  Grades  kann  demnaeh  alle  trinemieehea 
Formen  erhalten,  deren  tie  ohne  Aufgabe  ihres  Grades  fHhig  iut*).  Dnrch 
eine  passende  Substitation  für  y  oder  z  lässt  sich  auch  noch  einer  der  Coef- 
fieienten  B  oder  C  irgend  einer  willkQhrlich  gewählten  Grösse  gleieh  machen ; 

so  geht  die  erste  Form  ftür  y      >/  /  —  j}^  über  iu 

für  z  =  —        f  wird  aus  der  dritten  Form 

10)  C=0. 

Die  erste  Gleichung  (9)  benntste  Hermite**),  die  swelto  (lO)  Brios- 
ehi***);  dem  letsteren  folgen  wir  hanptsSchlidi,  wml  seine  Abhandlun- 
gen ausser  der  AuflOsnng  der  Gleichongen  fünften  Grades  auch  sonst  man- 
ches  BemerkenswerÜie  enthalten. 

n.  Die  Auflösung  der  reducirteu  Gleichung. 

Aus  den  Uutertiucliuugen  Jacobi's  ist  hinreichend  bekannt,  dotis  der 
Ausdruck 

du 

auf  die  Form 

l  dx 


gebracht  werden  kann,  worin  ilf  eine  cönstautc  Grösse  bezeichnet j  es  ge- 
kört dazu  die  Substitution 

.          x  •\-  ajux^     a^ar'  . .  .        J?*    U 

unter  n  eine  ungerade  Zahl  verstanden.  Setst  man  wie  gewöhnlich 

1  1  . 

 ''■'L  ~  r  - 

.  Jl  ■  * 


*)  Jerrard:  Matbemaiieal  Ressarehea.  Hamilton:  R«port  of  ihe  sizt  me«- 
ting  of  the  Rrlti»}!  Association. 

**)  Cumptes  ruudus  No.  11  (15.  Mars),  i»58.    pag.  508. 
«M)  AnnaU  di  ICatematica  1858;  faae.  8,  pag.  175;  fasc.  4,  pag.  S56. 
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wobei  m  und  m'  ganse  Zahlen  bedeuten,  und  schreibt « fUr     so  hat  man 

III 

die  beiden  Formeln  (Jacobi,  Fundam.  nova,  §  2l) 

4  n_ 

yr=:  k*  sin  coam  4(o  sin  coam  8w  ....  sin  coam  2(«  —  J)«», 

^  ry/^r//j  -1  o)  äpj  H  fö  .  .  ,  .  äj«  coam  'J  ( «  —  1)0) 

Für  den  Fall,  dasy  ;<  eine  Primzahl  ist,  ergebeu  sich  liirr.ins  n -\- \  ver- 
schuidene  Tiausi'onn.atiouen  der  Orduttog,  welche  deu  lolgcndcu  w  +  1 
Wertheu  von  <o  entsprechen: 

«'    n  '       »     »        n      '  •  *  •  n        '  » 

die  Substittttioii  derselben  in  die  vorhin  erwfthnten  Formeln  liefert  'Sowohl 
für  i  als  f&r  2  ebensoviel  verschiedene  einande{  coireqpondirende  Werthe 
Ij,  Aj, .  .  .        und       «s, . . .  z^^.}.  Denkt  man  sich- diese  als  Worzeln 

algebraischer  Gleichungen ,  so  sind  letztere  vom  Grade  n  +  1 ;  die  erste 

derselben  heisst  bekanntlich  die  Modulargleichang,  für  die  zweite  würde 

der  analoge  Name  Multiplicatorgloichung  passend  sein.  Den  n+1  Werthen 

von  A  entsprechen  n  +  X  Werthe  des  Integrales 

1 

0 

die  mit  A^y  A^^  .  ■  -^n~\  l'ozeichnet  werden  mögen;  ihr  Zusammenhang 
mit      z^t  •  •  •        wird  durch  die  bekannten  Gleichungen  vermittelt 

Wenn  ferner  die  gewöhnliche  Beseichnung 

 nK' 

beibehalten  wird,  so  ist  (Fundam.  p.  184) 

f  TT 

wobei  sich  das  Suunneir/oichcn  auf  alle  ganzen ,  von  —  oo  bis  -\-  oo  roi- 
chondtuii  Werthe  des  m  bczitiht;  auch  hat  man  nach  einem  von  Jacobi *3 
gefuudeuen  und  von  S  o  h  u  c  k  o  **)  bewiesenen  Satze 

und  die  Wertlie  von  .  .  .  Y*^\  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  in 

dem  Ausdrucke  , 


der  Reihe  nach  t       t        i  i 


*)  Crelle*s  Journal,  Bd.  m,  pag.  103. 
*•)  EbendaaeUMt,  Bd.  ZVI,  pag.  103-107. 
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Mtlt,  wd  «  eine  Wncsel  der  Gkiehmig  —  1  f=»0  bedentet  Dieee  Ei- 
genseiheft  der  HvUiptieatoNin  irwde  sve»t  Ton  Abel  bemerkt,  wenn  andi 
ni«hrT611%  genau  bewiesen*). 

Nach  diesen  Yoreriniieningen  bemerken  wir,  daes  die  Beihe  der  Qua- 
drataahlen  1, 4,  9, 16  etc.  folgende  Zerlegnng  gestattet 

1,  («  —  0',  (n  +  l)^  (2«  — 1)^  (2n  +  l)^... 
4,  («-2)2,  («  +  2)2,  (2n  — 2)2,  (2/1  +  2)2,... 
9i        («-3)2,     (n  +  3)2,     (211  —  3)2.     (2n+3)2,  ... 


von  deren  Biebtigkeit  man  sich  angenblickUeh  ttbenengt,  eobald  man  die 
CoI(Hm«i  wediselweie  abwSrts  nnd  anfnrXrts  dnrebgeht;  man  hat  daher  die 
entaprecbende  Zeilegang 


1+2^"  +  2y"  +  2y"+  , 


(„_()*  (-1+1)*  (In— I)' 


+  22~+2v   "    +22    "    +2^    -     +2<y    »  +... 
1.         ("-«i*         t«-H)'         i«w-*)'  (t»4-«)* 


^  ■  '  ^  *  '        *  ^«/+  

oder  kfiraer 

t  I  4 

i!  . 

 +^«»  Xj«"  — 

worin  sich  die  Snmmenseiehen  anf  alle  ganaen  von  —  oo  bis  +  oo  reichen« 
'  den  ftt  beaiehen,  und  r  zuletzt  den  Werth      bekommt.  Hiernach  sind 
y*it}%tVii  «tc.  leicht  ansindrflcken ;  setst  man  nimlieh  aar  Abkttranng 

t  2  t  < 

80  ist  nach  dem  Vorigen 


la) 


*)  Cr«Ue*s  Journal,  Bd.  III,  pag.  400.  Oearres  oomptttet,  T.  I,  pof.  819. 
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imd  Uenuis  ergeben  eich  f^,  etc. ,  wenn  man  in  der  letiten  Gleicbnng 
tt>,  tfl  ete.  an  die  Stelle  von  a  treten  Iftsst  JMese  wielitige  Eigenscbaft  der 
Wnneln  der  Hnltiplicatorgleiehnng  hat  Jaeohi  im  3>  Bde.  dea  CreUe*tehen 
Jonmalefl  ^ag.  906)  angegehen. 

FUr        3 ist  bekanntlich,  wenn  /  a  —  u,  /  a  =:  v  gesetzt  wird,  " 

die  Modulargleidiung  lautet 

I»*— .»*  +  2«i>  (1— mV)  s=  0 
und  die  MnltipKcatorgleichung 

(«—!)* +  4  («—. 1)'— 16a»«  =  0 

oder 

2'  — 62"'  +  8  (1—2**)  Z—  3  =  0} 
dem  Vorigen  zufolge  sind  die  Wurzeln  der  letzteren 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Relationen  zwischen  den  Cuefiicienten  und  den 
Wurzeln  einer  Gleichung  findet  man  leicht  folgende  Besiehungen  awleehen 
und  Ai 

(.V  +  ^i"')  =  1 ,  «  -V  — 20  ^„•'  A.^  —  Ä,^  ^  8  (1  —  2*2). 
Bei  der  Transfonnatlon  fünften  Grades  ist  die  Multiplicatorgleiehuog 

oder 

13)    Ä^— 10«* +  85«*— 60«» +  55«*  — 2  (I3— 2'*«*'»)« +5«0, 
und  nach  No.  12) 

|>^=^^o.  K5=^o+^i+-^2»  ^/5==^tt+aJi+a*^j, 

worin  a  dne  Wursel  der  Gleichung  —  1=0  bedeutet.  Bildet  man  aus 
ans  'S^i >  «2»  •  •  •  ^6  rückwXrts  die  Coefficienten  der  obigen  Gldchung  sedisten 
Grades,  wobei  sur  Abkttrsung  ^ 


fX  =  V  +  A 

}M=^SA,,^A^.L^—2A;,i. 


15)  ^  Jlf ==  8  A,, '  ^1  ./^  —2  ^0''  -'^1'  -^2-  +     '  -^2'  —  A  (^A'  +  ^2') . 

160  -4,,  •  A^  ■»     '  +  20         1      +  6      ^2* , 

—  4^0(32  V— 20 A'^ij +  5./i2^2')('^r  +  -^2')  +  -^1'"  +  V 
gesetst  werden  möge,  so  erhiUt  man  folgende  Gleichungen 

—  10  =  — 10/^,        85  =  3dX*,        —  60=  — 60X8  +  10Jlf, 
55  =  66i*— lOlJlf,  —  2(13—2»*»*'«)  «  —  aeX»  +  30Z«ilf — J^T, 

6  =  6  (X«— Ä)*. 
Die  erste,  dritte  und  fünfte  derselben  liefern  die  Werthe  ■ 

16)  L^l,      M=0,      Jf=s  — 2»***'*, 

durch -welche  die  flbrigen  3  Gleichungen  von  selbst  erfallt  sind. 

Wir  tmtersuchen  nun  weiter  den  Zusammenhang  swischen  folgenden 
fttnf  Grössen 
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{«1  =fe— «|)(««— «^(^4— *»)»  *2«(*|-«l)(«4~«j) («*—*«)» 
«5  =  («e— «i)  («».—«&)  («8— «4). 
namentlieh  nclion  wir  diejenige  Gleichung,  deren  Wnrteln  x^,.., 

sein  würden.   Zu  diesem  Zwecke  drücken  wir     ,  orji  •  ■  •  '^s  orst  dnreh 
Ai,      aus,  indem  wir  nach  verrichteten  Miiltiplicationon  in  17)  fiir  rj ,  r.^,, 
.  .  .     ihre  Werthe  aus  No*  14)  einsetienj  wir  erhaltea  hierdnrcb  fünf 
Gleiehmigeii  Ton  der  Form 

f«,  c=      (/?« +  /^2+  B,), 

18)  i  arg  =  ^5  (7?o  +  «' +  «'^2  +  «     +  «'^^) , 

=  +  rr'i/,  +  «  i?j  +  «<^3  +  (v-'i?,) , 

worin  B^^B^^,*,  sor  AbkürauQg  eingeführt  worden  ond  folgende  Werthe 
liehen 

^0  =  4  V 

^ j  =  ö  ^„   ,  3  J./ —  1 6  ^„•'' ^ ,  2     —  2  ^,  ^2*^  —  ^, «  +  4  V  ^2 ' , 

==  16  V^a'— IfiV^i'^  +      V  — *^o^l^2^  •* 

Ist  nun 

19)  «*+j«|«*+Jia«'+p$«'+P4«+J»s  =  0 

die  Gleiehong,  deren  Wnneki  x^,  x^^,,.x^  seUi  wttrden,  lo  bildet  man 
die  Coefficienten  p  mat  gewöhnlichem  Wege  ane  x^,  • .  •  «r^,  wobei  für 
die  letsteren  GrOssen  ihre  in  No.  18)  angegebenen  Werthe  sn  nehmen  sind. 
Für  die  ersten  Tier  Ooefficienten  erhftlt  man 

/,j  =  —  6]^^  jii  =  —  5?i>j,  />3  =  -  />5,  P4  =s ^  ft'e*!— i»,'), 
wobei  Eor  AbkUnong  gesetat  wurde 

=  5,  ^4  +       »3,  P.^'B,^  B,,  +  ^2'       +  ^3'       +  ^4'  ^2  . 

C=  ^,  3  ^2  +  ^2'       +  B.i'       +  ^V'  ^3  +  3  7^,  /?2  ^3  ^4- 

Drückt  man  B^,  li.^,  B^,       durch  ^j^,  J^,  ^^'^'^  berückdichligt  die 

Gleichungen  15) ,  so  ist  einfacher 

/'^  ==  1 5  M*  —  Z2  iV2  ^  2  Z  M'^N. 
Man  kennt  aber  aus  No.  I6)  die  Werthe  von  L,  M,  N,  daher  wird 

=  —  auu'S  p,  i=  0,  y>4  ==  —  2'<^*^Ä'S 

und  naeb  dem  Vorigen  wegen  Bf^  0  4M  =■  0, 

Dm  noeh  an  bereebnen,  gehen  wir  anf  die  Gleiehnng  13)  aarflck  nnd  bil» 
den  dae  Frodnet  ans  den  DiffBjrenien  ihrer  Wnraeln,  also  das  Prodnet  ans 
den  Grössen 
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(«J  — «l)  («8— *l)  («4  — «l)  («B*~«l)  («•— *t) 

.  («a— ««)(*4— «»)(«6— ««) 

(«4— 's)  («5—3^  («6— «s)^  ==  ^ 

dieses  ist  MaunllielL  die  sogen.  Determmante  der  gegelranen  Gleiehmg 
nnd  kann  auf  Terschiedene  Weise  aus  den  Coefficienten  der  Gleiclrang  her» 
geleitet  werden.  Im  Torliegenden  Falle  giebt  die  Rechnung 

und  da  nach  19)  nnd  17)    =s  Xi  =  —  J7  ist,  so  hat  man 

=  —  ^b'^rw.  k^k'*  (1—4*»*'*). 

Zufolge  der  Werthe  Ton  Pn  />2  >  •  •  gestaltet  sich  die  gesuchte  Gleichung 
Bur  folgenden  . 

x'^  +  ^fb^kH'^x^  +  2^''b*k*k'^x--^2:-i>-yb.kH''  (l  -ikH'^)  =  0 

oder 

30)       X  («*  +  a«6' ***'*)»  =  3?*&ys:k*k'*  (l  — 4A«*'*), 
welche  mittelst  der  Substitationen 

^          2^  1/1  — 4*»*V 

auf  die  einfachere  Form , 

znrttclcgefUhrt  wird. 

Uic  Auflösung  der  vorsfehenden  Oleldmng  ist  daher  ▼erhllfnissm&ssig 
sehr  einfach«  Bei  gegebenem  e  liefert  die  Gleichung 

2  [  )  =  «  oder  4{kky  +  )  =«  1 

den  Werth  von  kk's=  Är^i— jt«,  hieraus  ergeben  sich  A ,  A',  A',  A',  9,  (>,  mit- 
hin  auch  1^  n  aa  S  die  Werthe  Ton    ,      •  •  •    t  nXmIich 

*  /     M 

,  5 


worin  sich  alle  Summonaeichen  auf  die  Wertlio  r» sss  —  cX)  bis  m  =  +  «  be- 
aiehen  und  jede  der  Summen  leiclit  diircli  die  rranscendente  S  auRgedrückt 
werden  könnte.    Mittelst  der  Formeln  17)  «'i  hält  man  jetzt  .r j ,  .r.^,  •  .  • 
und  nach  Nu.  2l)  die  entsprechenden  Werthe  von  j^,  welche  die  gesuchten 
Wuraeln  sind. 


Digitized  by  Google 


V. 

IX»  Theclie  der  Me  und  Maxen  bei'Oorven  hflhexef  (Mnung; 
aiit  einer  Einleituiig:  Zwei  Ck>oxdliiftten8yBteiiie. 

Von  W.  Fiedler  f 

Lflimr  der  dMatoUenden  iQeometrie  ».  d.  K.  Gvwerbsehnle  m  Chennits. 


.  Bftkauiitlicli  i^it  (He  gerade  Linie,  die  man  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt als  die  Polare  eines  Punktes  in  seiner  Ebene  bezeicliuot,  mit  jenem 
Funkte,  ihrem  Pol,  durch  diese  Eigenschaft  vefbundeu:  sie  ist  der  göome* 
trisdie  Ort  aller  derPiinkte,  die  auf  den  durch  den  Pol  gehenden  Transver- 
salen die  an  diesem  eonjugirt  Harmonischen  sind  im  YerhXltniss  an  den 
heidMk  Bchntttpvnklen  der  Transversale  mit  dem  Kegelschnitt.  Auch  nnd 
die  Pnnkte,  wo  sie  den  Kegelschnitt  schneidet,  die  Berflhningspimkte  der 
vom  Pol  ans  aa  denselben  an  aieh'enden  Tmgenten. 

In  richtiger  Yerallgemeinenmg  der  in  diesen  SXtaen  niedei^elegten 
mathematischen  Gedanken  sind  die  neueren  Geometer  in  der  eleganten 
Theorie  der  Polaren  bei  Onrven  höherer  Ordnungen  gekommen.  Biese 
Theorie  erscheint  mir  eben  sowohl  als  specielle  Studie,  wie  in  systemati- 
scher Beaiehnng  von  besonderer  Wichtigkeit.  Indem  ich  sie  in  ihren  Haupt* 
afigen  hier  vorlege,  folge  ich  wesentlich  den  Ideen,  die  in  dem  ansgezcich-* 
neten  Werke  des  englischen  Geometers  M.  George  Salmon  niedergelegt 
sind,  welches  unter  dem  Titel :  ireatise  on  Ute  higher  plane  curves"  im  Jahre 
1852  in  Dublin  veröffentlicht  worden  ist ;  jedoch  berücksichtige  ich  dabei 
zugleich  eine  im  Augustheft  des  Journals  von  Liouvillo  1857  erschienene 
Abhandlung  von  M.  E.  de  Jonquiorcs,  in  welcher  dieser  Gelehrte  nach 
dem  genannten  englischen  Autor  die  bezeichnete  Theorie  entwickelt,  indem 
er  sie  jedoch  im  Geiste  der  anharmonischcn  Geoiiietrie  seines  berühmten 
Lehrers,  M.  Chaslos,  darlegt.  Es,  erscheint  mir  zweckmässig,  beide  auf 
verschiedene  Principien  fussende  Behandlungsw eisen  zur  Vergleichung  ne- 
ben einander  zu  stellen;  dabei  wird  die  Methode  des  englischen  Autors  als 
die  eigendiche  QnidiA  tfberaU  voranstehen  und  man  wird  hoffentlieh  finden, 
dast  ÜB  woU  die  Mflhe  dnes  etwas  anaftthrlieheren  Eingehens  belohnt.  Bio 
CMchtspnnhte  dea  franiOsischen  Bearbeiters  lassen,  sich  leicht  in  knraen 
Siasehaltongen  darlegen. 
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Zwei  Coordinatensysteme. 

Aiifjesiclits  der  Bemerkung,  duss  eine  Curve  eben  soAvolil  als  der  Ort 
eines  bewegten  I'unktes  wie  als  die  UniliüUung  einer  beweglichen  geraden 
Linie  betrachtet  und  nach  beiden  Gesichtspunkten  classiiicirt  werden  kann, 
indem  man  dort  dnreh  die  Anzahl  der  Pwnkte  der  Oturt  in  der  nämlichen 
geraden  Linie  den  Grad  und  hier  dorch  die  Ansah!  der  Tangenten  der  Oonre 
Tom  nlmliehen  Punkte  ana  die  Olasse  der  erzeugten  Cnnre  bestimmt,  legt 
Salmon  seinen  Entwtekelongen  hanptsttclilich  mrei  versehiedene  Coor> 
dinatentystelne  sn  Grunde,  deren  Gegensatz  man  durch  die  Beieiehnung 
.  Punkt-Ooordinaten  und  Tangential-Coordinaten  aHenfalls  be- 
leichnen  kann}  denn  in  dem  einen  System  wird  ein  Punkt,  im  andern  eine 
gerade  Linie  durch  Coordinaten  und  dafür  im  ersten  eine  gerade  Linie,  im 
■weiten  ein  Punkt  durch  eine  Gleichung  zwischen  denselben  ausgedrfickt. 
Aber  die  Punkt- Coordinaten  öalmon's  sind  nicht  mit  den  gewöluilichen 
Carte sischen  Coordinaten  identisch,  sie  bilden  vielmehr  ein  allgcueino- 
res  System,  von  dem  das  des  Oartesius  ein specieller  Fall  ist;  es  hat  nicht 
«wei ,  sondern  drei  Coordinaten  zur  Bestimmung  des  Punktes  und  gleicher- 
weise dienen  im  andern  System  drei  Coordinaten  zur  Bestimmung  der  gera- 
den Linie;  beide  Systeme  entsprechen  einander  genau  und  gewähren  den 
wichtigen  Yovtheil,  dass  .sie  immer  homogene  Gleicliuugcn  liefern.  Salmon 
stellt  sie  einander  entgegen  als  D  r  e  i  Ii  n  i  en  -  0  o  o  r  d  i  nat  cn  und  Drei- 
pnnkt-Coordinatcn,  weil  in  jenem  System  die  Lage  eines  Punktes  durch 
seine  Entfernung  von  drei  festen  geraden  Linien,  in  diesem  die  Lage  einer 
geraden  Linie  durch  ihre  Entfernung  von  drei  festen  Punkten  bestimmt  wird. 

Wenn  der  englische  Gelehrte  nur  das  eine  dieser  Systeme  in  dem 
genannten  Werke  kurz  entwickelt,  da  er  das  andere  als  den  Lesern  seiner 
Sehriften  bekannt  ▼oraussetzt,  so  halte  ich  es  für  sweekmftss^,  beide  gleich- 
missig  nfther  darzulegen;  diess  soU  im  Folgenden  zunXohst  gethan  werden. 

Man  gelangt  zu  dem  Dreilinien- Coordinaten-System  auf  fol- 
gende Art.  Wenn 

ZbsOi    ilf=0,  N—O 
die  Gleichungen  dreier  geraden  Linien  TorsteUen,  die  ein  Dreieck  bilden, 
so  kann  eine  beliebige  vierte  Gerade 

Ax  +  Bij  -\-  C  T=0 
in  der  Form  IL  +  m  M  -J-  « iV  =  0 

ausgedrückt  werden,  wo         Coefficienten  sind,  die  von  den  Grössen 
A,(,r,  ab'e. .  .  abhängen,  deren  letztere  aus  den  Gleichungen 

Lssax-^by^Cy    M  =  ax  +  h'y  +  c\    N  =  a"  +  b"  +  c" 
herkommen;  denn  man  wird  zur  Erfüllung  dieser  Form  drei  Gleichungen 
ersten  Grades  zur  Bestimmung  der  drei  UnbekanntAi  l^m^n  erhalten,  nttmlioh 

und  bekommt  daraus  . 
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6V)H-  Ä(eV'— c'V)-frc(ar— a"*') 

_  .^t/Zr  — Af")-t-  ^(r"«  -  rfl")-fr(a"A— 

u{l>"c  —  i(")-J-  />'(<■'«-    r«" ) -j- r'( rt"A  «//') 

  /nhv'—h'i^  -\-  Ii(c(i'  ~  c,t^  -\-r((ih'  -  n'h) 

•        a\br'  —  Ar)  -}-//'((■«'  -    c«)  -{-<  "(«/>'  —  «A) 

Aus  dieBen  Wertben  von  /, n  erkonnt  man,  dass  die  Uerstellimg  der 
Form  IL  +  viM  -\-  n  N  =  0 

nur  dann  nicht  möglich  ist,  wenn  die  drei  Geraden  L^M,N  durch  denselben 
Punkt  gehen,  weil  dann  die  Nenner  in  den  Ausdrücken  der  drei  Coefficien- 
ten  Null  und  diese  selbst  unendlich  werden.  Dieselbe  Möglichkeit  bleibt 
auch  für  die  Gleicbungsform 

oder  die  danns  mit  der  Beieiehninig  der  Figur  (Fig.  1,  Taf.  I)  abgeleitete 

dffceftt-f-yanicrassp 

beetehen;  sind  die  Gleiebingen  drder  geraden  Linien  in  dieeer  Form  dorch 
die  Zeielien  il,fHv  re^ltoentirt,  bo  iLann  die  Gleichmig  jeder  Tierten  Gera- 
den in  der  Form 

U  +  M|»  +  ny  =  0 
geadirieben  werden.  WeleliMi  Nntsen  dieaee  einfacbe  Princip  gewibren 
kann,  mag  ein  Beispiel  seigen.  Man  babe  ein  Dreleek  ABC  (Fig.  2)  mit 
irgend  drei  von  den  Eeken  ausgehenden  und  in  einem  Punkte  0  sich  schnei- 
denden Transversalen  AD^BEfCF;  dann  lassen  sich  die  Eigenschaften  der 
daraas  entspringenden  Figur  sehr  leicht  entwickeln.  Die  Gleichungen  der 
Dreiecksseiten  AB,ACt  BC  seien  respeetive  dargestellt  durch 

y*=Oi  /J  — Ol   «  =  0i 
dann  kann  tit — mß  die  Gerade  (70,iii/3—ii9>  ^Gerade  .^Onndny—I«  die 

Gerade  Bf)  darstellen,  denn  erstens  cbarakterisiren  diese  Gleichungen  die 
durch  die  Ecken  C^A,  7?  gehenden  und  aw^eitens  die  in  demselben  Punkte  0 
sich  b«;gegnenden  Goraden.  (Das  letstete  bekanntlich  dadurch»  dass  ihre 
Summe  Torsehwindet.) 

Hiemach  lassen  sich  auf  Grund  jenes  Princips  die  Gleichungen  aller 
andern  Linien  der  Figur  bilden.  Die  Linie  EF,  die  Verbindungslinie  von  E 
(Durchschnittspunkt  von  ß  mit  ny  —  la)  mit  (Durchschnittspunkt  von  y 
mit  lu — m§)  wird  dargestellt  durch  die  Gleichung 

mß  -f-  ny  —  /a  =  o. 
Ganz  ebenso  I)  F  durch 

la  —  mj3-f-">'  =  0    und Ä' durch    l«t-\-mß  —  wy  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  drei  Funkte  LfM^JS 
in  derselben  dl^'ch 

/«  +  w/J  +  ny  t=:0 
dargestellten  geraden  Linie  liegen ;  denn  dieselbe  enthält  den  Punkt  N  als 

X»II«ehrifi  fttr  Matbematik  u.  Phyaik.  IV.  7  . 
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Durchschnitt  von  y  mit  lu-j-mß  —  den  Punkt  L  als.  Durchsclmitt  von  a 
mit  mß-^-ny — Ja  und  den  Punkt  ikT  als  Durchschnitt  von  ß  mit  /« — ftiß 
-f  ny  =  0. 

Aveh  ist  die  Gleichnog  von  CN^  als  einer  dareh  C  oder    ß  nnd  dnreh  ilT 
oder  1cc  +  mß-jrny,  y  gehenden  geraden  Linie 

nnd  ebenso  sind  die  Oleiebnngen  ron  Ji  nnd  SM 

mß+ny  =  0  nnd   nf  +  Ia^ft, 
Bekanntlich  bilden  vier  solche  Gerade,  wie  die  Sjinbole 

aeaaO,   ßsfsO,    « — kßsssOf    « — Ar'/J  =  0 
sie  darstellen,  einBttsebel,  dessen  anhannonischos  Veifafthmss  p  ist  nnd  da> 

her  für  Ar  =  —  k'  ein  harmonisches  Büschel. 

Demni^ch  ist  BN  in  Fund  A  harmonisch  getheilt,  denn  die  Gleichun- 
gen der  Linien  CB,  CA,  CN,  CF  sind 

«aso,    jS=:0,    /ft  +  M/}sO,   /a— m/J  s=s  0; 
desgleichen  ^ilf  in  i^nnd  C,  denn  die  Linien  BA^  BC^  BM,       haben  die 
Gleiehnngen 

nnd  endlich  aneh  CLlnB  nnd  I?,  da  die  Gleiehnngcn  von  AC^AB^AL^  AD  sind 

/}sO,    y  =  0,    »jjS4-«y  =  0,    viß  —  »y~-0. 
Aucli  sagen  die  schon  geschriebenen  Gleichungen  aus,  dass  AL,  BO,  CN 
sich  in  einem  Punkte  schneiden  mü.ssen,  desgleichen  AOf  BM,CN  u.  s.  w. 
Wenn  aber  nach  diesem  Princip 

Aa-^  Bß  -\-  Cy=sO 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie  bezogen  auf  die  drei  Fundamentallinien 
or,/?,y  ausdrückt,  so  gelangt  man  augenblicklich  zn  den  Dreilinien-Coordi- 
naten,  sobald  man  er,  ß,  y  nicht  mehr  bloss  als  Abktfrsnngen  fBr  die  GrSsaen 

X  cos  ci  ■\- y  sin  a  —  p,    x  cos  ß     y  sifi  ß — p^,    x  cos  y ij  sin  y — jöj, 

sondern  als  die  einfache  BeEeiduumg  der  Länge  des  Perpendikels  von  einen 
Punkte  auf  die  dnrch  xco$a  +  ysma  =  p  u. s. w.  respective  darge- 
stellte Linie  betrachtet.  Dann  sind  cc,ß,y  die  Entfernungen  des  nÄmlichen 
Punktes  von  den  drei  festen  Fnndamentallinien ,  d.h.  die  Dreilinien-Coor- 
dinaten  desselben  nnd  die  Lage  einer  geraden  Linie  bestimmt  sieb  durch 
eine  homogene  Gleichung  zwischen  diesen  Entfernungen  von  dor  Form 

Acc  +  Bß  -i-  Cy  =^0 
Jede  nicht  homogene  Gleichung  kann  leicht  auf  eine  doppelte  Weise 
in  die  homogene  Form  gebracht  werden  durch  eine  Einführmi^j^  constanter 
Factoren;  wären  die  Seitenlangen  des  Fundamentaldreiccks,  so  wird 

der  unveränderliche  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks,  M,  durch  folgende  Glei- 
chung ausgedrückt,  wo  auch  der  Punkt  fliege,  dessen  Coordinatenfir,/3,y  sind: 

M  rz=.  aa  -f  6/3  -f  cy. 

•  ♦ 
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Und  daher  kann  eine  nicbt  homogene  Gleichung,  wie  /Ss=5,  homogen  ge- 
macht werden ,  indem  man  sie  achreibt 

Wenn  man  die  Winkel  des  FnndeineataldieieelDi  nilwl,  By  €  beneiohnet» 
80  iffc  aneh 

eine  zu  demselben  Zweeke  Waidibave  Ceoirtnnte,  denn  ihr  Werth  iat  stets 

n  ^' 

Und  hier  kann  man  erkennen,  dass  diess  C«)ordinaten8y8tPm  mit  dem  Car- 
te si  sehen  sehr  nahe  verwandt  ist.  Denn  betrachtet  man  diese  Constan- 
ten,  z.  B.  die  letzte,  so  erscheinen  sie  unter  der  allgemeinen  Form  der  Glei- 
chung  der  geraden  Linie ;  es  muss  also  auch  die  Gleiehnng 

tiSinJ  +  ß  sin  B  ytinCfssQ 
eine  solche  darstellen.  Gleichwolil  kann  diese  aber  nielit  Itfr  eben  endUehen 
Ponkt  wahr  teitti  denn  fttr  jeden  solchen  ist 

tcsinA  +  ßsmB  +  ysinCtss^^. 

und  nicht  gleich  Null ;  diese  Gleichung  kann  nur  eine  unendlich  ent- 
fernte Gerade  in  der  Ebene  des  Fund amentaldr eiocks  darstel- 
len. Und  auch  MS  der  gewöhnlichen  Cartesischen  Form  der  Gleichung 
Jx'^  By  +  Css^O  eügiebt  sich  leidit,  dass  die  paradote  01dcbnng  CasO 
die  Lbie  im  Unendlieken  ansdrttckt  Dedialb  wird  auch  eine  Parallele  cor 
Linie  sras  o  durch  «r  -|-  Cs=o  dargestellt,  d.k.  nack  einem  bekannten  Prin- 
cipe als  durdi  den  Duxchsdmittspnnkt  der  Unien  «.und  C,.d.i.  den  unend- 
lidi  entfernten  Ponkt  von  u  hindurchgehend. 

Alle  Carte*  ische.n  Gldehtnngen  sind  nur  der  Form  nach  nieiit  h<Mno- 
gen,  wohl  aber  in  Wirklldik^t,  denn  je  nach  den  Anfordmngen  "der  Ho- 
msganeitlt  Ist  die  der  Gleichung  untersulegmde  E&ih^  eine  ▼erschtedene, 
sie  ist  für  y  =  6  eine  lineare,  fUr  a:y  ~  4  eine  Flächeneinheit ;  wenn  z  die 
besilgliche  lineare  Einheit  darstellt,  so  kann  die  Carte sische  Gleichung 
der  goraden  Linie  geschrieben  werden 

Ax  +  By      Cz  =  0. 

Endlich  kann  man  sagen,  dass  Gleichungen  in  Cartesischen 
Coordinaten  nur  die  besondere  Form  sind,  welclie  Gleichun- 
gen in  Dreilinien- Coordinaten  annoliinon,  wenn  zwei  der 
Fundamentallinien  zu  Co or d i n n  te  nnchsen  geworden  sindf 
indess  die  dritte  unendlich  entfernt  ist. 

In  diesen  Dreilinien  -  Coordinaten  ist  die  allgemeine  Gleicbimg  eines 
Kegelschnitts,  wenn  wie  vorher  durch  ußy  die  drei  Fundamentallinien  aus- 
gedrückt werden,  offenbar 

Att^  +  Baß-^Cß'-^Dtty-\-£ßy-\-Ffcsi0t 

*)  DaBS  mich  Formen  höherer  Grade  hiermit  homog«n  en  machen  sind,  ist  leicht 
m  «rkeunea;  Näheres  ändet  sieb  darüb«r  bei  dem  s weiten  CoordinatMi^Sjrtteim. 

7» 
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denn  sie  ist  vom  zweiten  Grade  und  schliesst  fllnf  Goostante  ein,  bedeutet 
daher  einen  Ort,  der  dnreh  fünf  beliebig  gewtblte  Punkte  bestimmt  ist  und 
kann  also  jed^  möglichen  Kegelschnitt  darstellen.  Sie  ist  die  h  o  m  o  g  e  n  e 
Gleichung  sweiien  Grades  awischen  drei  Yerlnderlichen;  die  vollstän- 
dige Gleichung  zweiten  Ghrades  iwischen  swei  YerSnderlichen  kann 
durch  Einftthmng  der  Lineareinheit  t  in  sie  itbergeffthrt  werden;  nämlich 

fai       +  B     + +  Äy« + J*«*  =  0. 

Auch  findet  diese  nicht  bloss  bei  Curven  des  iweiten;  sondern  bei  Gor- 
▼en  jeden  beliebigen  €h«des  statt;  die  vollstindige  Gleiehaag  Gradee 
xwisehen  swei  Veränderlichen  geht  in  gleicher  Weise  in  die  homogene 
Gleichung  n*"  Grades  mit  drei  Verlnderlielien  Über,  denn  die  Ansabl  der 
Glieder  ist  in  beiden  gleichmüssig 

(i»4-i)(«'fg) 

1.2  • 

Beim  Gebrauch  dietifi  DiTilinien-Coordinateii  ist  es  auch  ein  niclit  gering 
zu  achtender  Vorzug,  dass  man  über  drei  I^inien  zuniVorthoil  der  Einfacli- 
heit  der  Untersuchung  verfügen  kann  ,  indes-^  im  Cartesischen  System  nur 
die  möglichst  zweckmässige  Walil  zweier  Koordinatenachsen  frei  ist.  Als 
ein  Beleg  dafür  kann  die  elegante  Art  dienen,  in  welcher  dadurch  der  Be- 
weis der  anharmonischen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
geliefert  werden  kann.  Es  ist  ein  bekanntes  und  sehr  fruchtbares  Princip  in 
der  analytischen  Geometrie  ^  da»  wmin  S  =  0  und  5*  s=  o  swei  Oerter  re- 
prflsentiren,  eine  Gleichung  der  Form  8s=:  kS^  (wo  k  eine  Gonstante)  im* 
mer  einen  Ort  darstellt,  dem  die  jenen  beiden  Oertern  gemeinsamen  Punkte 
uigehören;  es  Ist  von  demselben  sehen  im  VoHgen  Gelmneh  gemacht  wer» 
den.  Nach  ihm  ist  leicht  ersichtlich,  dass  P,  Qs=  Ifi  einen  Kegelschnitt 
darstellt,  wichen  die  geraden  Linien  P  und  Q  tangiren,  während  R  die  ent- 
sprechende Bertthrungssehne  ist  Iigend  eine  mit  dem .  Kegelschnitt  «ver- 
bundene  gerade  I^ie  kann  nun  in  Gliedern  aus  P,  Q  und  R  ausgedrückt 
werden  und  diess  geschieht  im  Grunde  nach  dem  Princip  des  Systems  der 
Dreiecks- Coordinaten.  Wenn  (iP=  R  die  Gleichung  einer  geraden  Linie 
wäre,  die  irgend  einen  Punkt  der  Cnrve  mit  dem  Punkte  (P,  R)  verbindet, 
so  ergiebt  sich  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung  der  Garve 

0  T-  n  7?  und  =  Q 
für  die  Gleichungen  der  Linien,  die  diesen  Pnnkt  mit  den  Punkten  (Q,  B) 
und  (P,  Q)  verbinden.  Siclier  werden  zwei  von  diesen  drei  Gleichungen 
einen  Punkt  in  der  Cnrve  bestinunen,  man  kann  ihn  nach  der  einzigen  Ver- 
änderliclien ,  die  zu  seiner  Bestiniraung  dient,  den  Punkt  ju  nennen.  Wenn 
nun  ,u  und  jiij  zwei  so  bestimmte  Punkte  auf  der  CuiTe  sind,  so  wird  man  die 
Gleichung  ihrer  Verbindungslinie  erlialten: 

denn  diess  ist  ebe  Gleichung,  die  ebentowohl  erfttlU  wird  durch  die  Vor- 
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•iMttnwgeii  fkP^B  vmA  ftRtsaQ  fOx  den  Punkt  fi,  als  ftucli  doick  die 
I^P  mm  ü  nid  sssQtftt  den  Ponkt  HieniAch  drttcken  sieh  die  Ver- 
bindungslinien von  vier  Punkten  fi^,  n^,  1^3 1  f>4  eines  Kegelsebnitts  mit 
einem  fünften  Punkte  nk  desselben  folgaidenneessen  ans 

,.i(,iP— Ä)  +  (0-,*Ä)«0 
0*^-Ä)  +  (0— |i  Jl)  =  0 

l^(^P—E)  +  (i?-;*Ä)=»0 

und  des  enharmonisehe  Veriulltnisa  dieser  vier  Geraden  ist  dalier 

.«3)  (f*i~;*4)* 

.  d.  h*  unabhängii;  von  dor  Lage  dea  Punktes  jü.    Mau  hat  daher  den  Sats: 

das  anharmonische  Vorhältniss  des  Büschels,  welches  dureb 
Verbindung  von  vier  Punkten  eines  Kegelschnitts  mit  ir- 
gendeinem fünften  entsteht,  ist  coustant. 

Und  cbciitjo  leicht  ergiebt  sich  die  anharmonisclie  Eigenschaft  der  Tan- 
genten; denn  zunächst  geht  die  Gleicliung  der  Verl)indungslinic  zweier 
Punkte  jtt  und  (i^  in  die  Gleichung  der  Tangente  iibori  wenn  (i  und  ft^  zu- 
sammenfalleu ,  nämlich 

Wenn  aber  in  den  Paukten  f^i  >  ^21  f*3)  N  Tangenten  gedacht  werden 
und  der  Bertthrungspunkt  einer  bewegliehen  Tangente  ist,  so  ist  das  an- 
hannonische  Verlillltniss,  na«h  welchem  diese  von  jenen  geschnitten  wird, 
mit  dem  desBtfsehels  gleich,  welches  die  Verbindnngsluuen  der  vier  Schnitt* 
punkte  mit  dem  Punkte  (P,  Q)  bilden.  Man  erhält  abw  die  Gleichung  einer 
dieser  Lmien,  wenn  man  aus  swei  Gldchungen,  wie 

fi'P^Sfi   + 1^  =  0  und  (H*^— Ä  +  Ö  =  0 
die  GrSsse  B  eliminirt,  nSmlieh 

fifil  P  —  0  aas  0. 

Das  fragliche  anharmonische  V^rhältniBS  ist  daher  das  der  vier  Linien 

f»f*iP— <?^0,  (i(i2P—Q  =  0,  ftft.,P— ö  =  o,  f*f*4P— Ö  =  0 

(#4--#»«)  (#4— *»4) 

oder  es  gilt  der  Bats:  Vier  feste  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
treffen  irgend  eine  beweglich'e  Tangente  desselben  immer 
in  Punkten  von  demselben  anharmönisehen  Verhiltniss.  Ich 
halte  die  zaUreichen  an  diese  yrichtigen  Sätse  sieb  anschliessenden  Ent> 

Wickelungen  zurück,  weil  durch  das  Mitgetheilte  das  System  der  Dreilinien- 
Coordinaten  für  das  Folgende  ausreichend  erläutert  sein  dürfte. 

Die  Idee  der  Dreipunkt-Ooordinaten  lässt  sieh  ebenfalls  sehr 
einfai^  an  das  gewöhnliche  Cartesische  System  anknüpfen;  denn  wenn  in 
demselben  die  Gleichung  der  geradenl^iniegeschriebeiMiird^«^"^^ + ^^'^ 


Digitized  by  Google 


98  Die  Theorie  (ler  Polo  und  Polaren  boi  Ourven  höherer  Ordnung. 


'   ao  ist  durch  die  drei  Grössen  C  (die  sieh  allerdings  anf  iwei  Ünab- 

hängige  redaeiren)  die  Lage  der  Linie  Tollkommen  bestimmt;  man  könnte 
dieselben  daher  wohl  die  Coordinaten  der  Linie  nennen.  Wenn  aber  diese 
bestimmenden  Coefficienten  oder  Coordinaten  in  der  Weise  Terllnderlieh 
wiren,  dass  sie  immer  dnreh  eine  Relation' 

(wo  a^byC  coostant  sind)  Terbnnden  bleiben,  so  geht  die  damit  dargestellte 
bewegliehe  Gerade  durch  emen  festen  Pnnkt  *  denn  wenn  man  swischen 
beiden  Gleichungen  C  eliminhrtt  so  erhSlt  man  die  Gleichung 

d.  h.  die  Gleichung  einer  durch  den  Pnnkt  x^^^y^^  gehenden  Geraden. 

Dartiach  kann  mau  sicher  die  Gleichuug  aÄ-\-  bB  cC  =.  0  Jio  Gleichung 
dieses  Punktes  nennen  und  hätte  darnach  ein  System,  in  welchem  eine  ge- 
rade Linie  durch  Coordinaten  und  ein  Punkt  dnrdi  eine  Gleichung  darge- 
stellt wird.  Der  Analugie  nach  muss  dasselbe  ein  speci^er  Fall  des  wirk- 
lichen Systems  der  Dreipnnkt- Coordinaten  s^in.  Diese  selbst  ergiebt  sich 
wie  folgt 

Denkt  man  sich  von  swei  Punkten  A  und  B  auf  eine  gerade  Linie  Per- 
pendikel  a  imd  ß  gefüllt,  so  ist  leicht  au  erkennen,  dass  die  Senkrechte 
▼on  dem  Punkte,  der  die  Liue  AB  im  Verhältniss  Um  tbeilt,  anf  jene 

Gerade  durch  — ^-^-^  ausgedrückt  wird;  iu  Folge  dessen  wird  jede  durch 

diesen  Punkt  selbst  gehende  Linie  die  Relation  erniUcn  mUsseu 

la  -\-  mß  =  0. 

Man  darf  dioso  somit  ah  die  Gleichung  eines  Punktes  betrachten,  der,  in 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  a  ~  0,  ß  ~  0  liegend,  dieselbe  im 
Verhältniss  von'm:/  theilt.  Wenn  nun  der  Punkt  la  -|-  mß  =  0  mit  ^  =  0 
verbunden  und  die  Distanz  im  Verhältniss  « :  /  +  m  gethcilt  würde  ,  ao  miisste 
die  Senkrechte  auf  irgend  eine  gerade  Linie  durch  den  so  gefundenen 
Funkt  sein 

U  +  /«)  — H — -  -r  «  y       ,1     3  1 
^   i+m  ^   '       i  (i  -f  m  4-  y . 

Und  wenn  ehie  gerade  Linie  die  Bedingung 

la  +  mß  +  «y  as^O 
erfüllt,  so  mnss  sie  dnreh  jenen  Theilpunkt  hindnrehgehen.  So  reprüsentirt 
also  die  Gleichnng  ersten  Grades  einen  Punkt,  indem  sie  iwischen  den  Drei- 
pnnkt- Coordinaten  aller  der  geraden  Linien  besteht,  welche  durch  densel- 
ben hindurchgehen.  Man  kann  ihn  nach  dieser  Gleichnng  sehr  leicht 
construiren;  sind  nämlich  (in  Fig.  3)  C  die  drei  Fnndamental^lhikte, 

so  findet  man  den  dtorch  die  Gleichnng  la     mß  +  ny  ss=  0  dargestellten 
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FWkftmiMit:  w«BBBMa  JCin  i>  inVeiliiltDiM  ii:m  and^D  la  Vorktlft- 

aiit  n-^  m:l  tbeilt;  sweitens:  indem  mau  CA  nach  dem  VeriiliUidM  hn and 
PJTnach  dem  /  +  »-.m  theilt;  oder  endlich  drittens:  indem  man  AB  nach 
dem  Verhältniäs  m:  /  und  CF  nucli  /  +  theilt.  D«r  lateto ThMlpnnki  ist 
immer  der  Punkt  0,  den  jene  Gleichung  darstellt. 

Diese  Constrnctioneii  enthalten  zugleich  den  bekannten  Sata,  daaa 

BD     CE  AF 
DC    EA'  Fß^^' 

Die  Gleichung  des  Punktes  0  kann  auch  durch  die  Flächeninhalte  der  ge« 
bildeten  Dreiecke  ausgedrückt  werden: 

ßOV.  tt  +  COA.  /J  +  ^ÖÄ  y  =  0; 

und  indem  man  die  Drciecksinhalte  in  Fonction  sweier  Seiten  and  des  ein- 
geschlossenen  Winkels  einsetst 

iinBOC       ,  sin  COA  ^.ünAOB 
'  OA  OB  +   

Einige  Anwendungen  and  £rliiaterangen  dieser  Methode  dürften  nicht  über- 
flüssig sein. 

Wenn  awei  Punkte  die  Gleichungen  haben 

/a4'W/S-f-«y  =  0,  (a      m'ß  -f-  ii'y  —  0, 

die  znr  Abkänung  durch  ft  =  0,  v  =  0  vertreten  werden  können)  so  be- 
seichnet 

«bea  Piakt,  der  die  Entfenraag  der  swei  ersten  im  VerhlUtaass  BtA  theik 
«ad  kors  ist  dnreb  ^'i-kpsasg  irgend  da  Poakt  in  der  Verbiadwigslinie 
der  beiden  trstea  angadrliekt.  Die  swei  Paakte  |i  +  ^  1^—  kvsssO 
beaeieimea  Pnakte,  die  die  LSaie  innerlicli  nad  ftasserliek  la  demsel- 
bea  YerlildtaiBs  theilea;  deamaeik  beaeiehaea 

ein  System  von  vier  harmoniseben  Pankten  einer  geraden  Linie« 
la  gleicber  Weise  ist  das  anharmoaisebe  VerhIlltnisS  des  Systems 

das  .von  k:l,  und  das  des  Systems 

Bs  wird  +  S3  o  der  Hittelpankt  der  Liaie  JB^  /fss  o  der 
aaeadlieb  enlfemta  Paakt  deiaatben Linie  seia;  daber  «r — y b=sO  der 
«MBÜMk  eatteate  Paakt  der  Linie  <i£?  aad    —  y  ss  o  der  von  oad 

dies^rei Punkte  Hegea  in  der  dareh  «r  sBa-ßt=y  dargestellten  Linie,  der  aa  > 
endlieh  entfernten  Geraden;  dass  a  =  /3=:}rihrAasdrack  sein  mUsse, 
hätte  man  schon  aus  der  Betrachtung  schliessen  können,  dass  alle  endlichen 
Paalcte  tob  der  geraden  liaie  im  Unendliehea  gleichweit  entfernt  sein 
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nttssen.  Irgend  emPaakt  im  Unendlichen  wird  durch  die  Gleichung 

mß     ny  =:  0  bezeichnet,  wenn  zugleich  die  Bedii^ng  l  -\-  m 
nz=o  orfiillt  ist;  denn  dann  genügen  die  Coordinatcn  der  geraden  LiEie  def 
Unendlichen  der  Gleichnng.       ist  ferner  klar,  dasi  drei  Gleidiugen  wie 
diese  —  mßsssO,  m/f -:-iiy  =0,  ny  —  fcr=0 

drei  Punkte  in  gerad er  Linie  beaeiehnen.  Diese  Glaehnngen liefern 
jetat  sogleich  den  wohlbekannten  Satz,  dass  wenn  eine  gerade  Linie  die  drei 
Seiten  eines  Dreiecks  in  den  Punkten  X,  N  schneidet,  die  Rela- 
tion stattfindet: 

AM    er.  ßy  

MC'   lb'  yA 

Man  sieht  schon  aus  diet>em  Wenigen,  dass  zwischen  beiden  Coordinatcn« 
Systemen  voUsUlndige  Ueciprocität  stattündet;  dieselben  Gleichungen,  die 
dort  zeigen,  dass  drei  Linien  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  sagen  hier  aus, 
dass  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Wenn  die  Gleiehnngen 

«4-  |J  =  0,  |3—y  =  0,  y  +a  =  0, 
als  Glcichimgen  iu  Dreiliuien-Coordinaten  iiiterpretirt,  ausdrücken,  dass  die 
Halbirungslinion  irgend  zweier  Aussenwinkel  eines  Dreiecks  sich  in  der 
Halbirungslinie  des  dritten  inneren  Winkels  begegnen ,  so  bedeuten  sie  als 
Gleichungen  an  Dreipunkt^Coordinaten,  dass  die  Verbindungslinie  der 
Mittelpunkte  zweier  Seiten  eines  Dreiecks  d«r  dritten  Seite  parallel  ist 

YUa»  Stttae  bedfirfen  bei  Anwendung  dieses  Coordinaten-Systems  kaum 
des  Beweises;  s*  B.  die  Halbirnngslinlen  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks schneiden  sieh  in  einem  Punkte,  nSmlieh  dem  er  ß  +  y  =  0\ 
denn  dieser  Gleichung  gentigen  die  Coordinaten  der  Linie  von  C  naeh  der 
Ifitte  von  AB^  d*  i.  <r  -1-  /)=o,  y^O^  ebenso  wie  die  der  Linie  von  A 
nach  der  Mitte  Ton  BCt  d.  L  jrsssO,  «=0  und  die  der  Linie  von  B 
naeh  der  Mitte  von  CA,  d.  i.  «  +  jr  &sO  und  ß  =0» 

Oder:  die  drei  WinkelhalbirnngsUnien  eines  Dreiecks 
schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Denn  der  Punkt,  wo  eine  dieser 
Halbirungslinie  11  die  Gegenseiten  schneidet,  kann,  wenn  a,  6,  c  die  Seiten- 
.    längen  y  Cy  B,  A  die  Winkel  des  Dreiecks  bezeichnen  ,  geschrieben  werden 
entweder  a«      bß  =  0  oder  usinA  +  ßsin  B  0, 

weil  die  Gegenseite  von  der  Halbirungslinie  im  Verhältniss  der  anliegenden 
Seiten  getheilt  wird.  Die  Gleichung 

aec  +  bß  +  ey=:z^  oder  «itmA'^ßtmB'i'ytiuC^O 
genttgt  den  Coordinatm  der  Verbindungslinie  des  vorher  bestimmten  Punk- 
tes mit  der  Ecke  y  und  so  nach  ihrer  symmetrischen  Form  auch  den  andern 
WiukclhaU>irungslinien.   Mit  derselben  Leidit%keit  beweist  sieh  dcrSata 

Tom  Durchschnitt  der  drei  Höhen. 

Iu  Folgendom  ist  der  Satz  bewiesen:  Die  Mittelpunkte  der  Dia- 
gonalen eine»  voUständigon  Vierecks  liegen  in  einer  gera- 
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d^n  Li  sie.  9ntm  drai  Eckt»  FudaMBtalpankte,  alio  iiw«  Glei- 
ohnngen  tt  =  0,  j3  =  0,  y  =  0  und  die  der  vierten  1«  mß+  ny  =  o.  Die 
Gleichung  des  Mittelpvnkts  einer  Diagonale  ist  «  +  9^  o;  die  des  Mit* 
teljMuikte  der  aweiten         ,    .     «  , 

^  +  -T^ — — '  =  0  oder 

(I  +  «  +  Ii) /J  +  (i«  +  « /J  +  a  y)  «=  0. 

Die  Gleichong  des  DorebsehnUts  der  Cregenseiten  AB  und  Ci>  ist  ^«  +  «|f  ~0 
ond  des  von  AD  und  i^C,  +  =  0;  die  Gleielivng  des  Mittelpunktes 
der  diese  iwei  Punkte  verbindenden  geraden  Linie  ist  daher 

^7^^  +  "'^  ^  7  =  ^  +         4-  m^)  -f.  (/  +  m)        +  ny)  =0, 

welches  geschrieben  werden  kann  . 

/«(«  +  y)  +  «iy  +  '"  +  »)i''  +  ^«  +  «/*  +  "yl=*o, 

worans  man  deutlich  erkennt,  dass  die  drei  Mittelpunkte  in  derselben  ge- 
raden Linie  li^pen. 

Im  Bereich  der  Curven  erweist  neh  an  Stelle  des  allgemeinen  Principe, 
dass  der  Ort  SssskSfdie  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Oerter  5  =  0  und 
S'r=o  enthält,  hier  das  Folgende  als  gleich  ntttslich:  Wenn  27  =5 o  und 
ir=0  die  Gleichungen  zweier  Oerter  in  Dreipnnktcoordina- 
ten  bedeut  en,  so  bezeichnet  U=k  (f  einen  Ort,  der  von  allen 
gemeinschaftliche u  Tangenten  jener  beiden  Oerter  gleich- 
falls berührt  wird;  denn  die  Coordinaten  jeder  den  Gleichungen  U=0 
und  —  0  genügenden  geraden  Linie  niüsacn  auch  die  (ileichung  U=k  U' 
befriedigen.  So  bezeichnet  dann  aß  =  k.  yd  einen  Kegelschnitt,  der  die 
vier  Seiten  des  Vierecks  berührt,  dessen  Ecken  «,  ß,  y,  ^  bezeichnen,  und 
so  aß  =  fcy^  einen  Kegelschnitt,  der  durch  die  Punkte  a^ß  gebt  und  die 
Verbindungslinien  «lieser  Punkte  mit  y  zu  Tangenten  liat. 

'  Wenn  sonst  eine  Tangente  als  eine  gerade  Linie  deliuirt  wird,  welche 
die  Cur ve  in  zwei  aufeinanderfolgenden  Punkten  schneidet,  so  wird  im  ge- 
genwärtigen System  ein  Punkt  in  der  Curve  als  der  Durchschnitt  zweier 
anfehnn^arfolgen^n  Tangenten  betrachtet.  Und  daher  ist  ganz  allgemein, 
wenn  die  Gleiohmig  einer  Carve  a<pz=y^^  wäre  ^  immer  u  ein  Punkt  der 
Cnive  und  die  Linie,  die  ihn  mit  f  verbindet,  eine  Tangente  .derselben. 
Es  ist  gewiss,  dass  alles  frflher  in  Beaug  auf  Kegelschnitte'  im  System 
dav  Dreiliaiea^Ooordinaten  Kntwiekelte  hierher  passt,  indem  ohne  Verin- 
donmig  das  Badmenwerks  die  Interpretatian  die  des  Systems  der  Dre^vnkt- 
Ooosdiaattn  wird.  Repräsentirt  die  Gleichung  mß  sss  (analog  dort 
JP.  Qsseilfi)  d«i  Kegelsdbnitt,  dem  «  angehört  und  den  (a,  y)  und  {ß,  jr) 
tangiren,  so  beaeichnen  fut  —  y  und  ß — ftf  irgend  eine  Tangente,  und 
fk*u  —  2  ^»y  +  /?  =  0  beseicbnet  den  Berührungsjjunkt. 

Wenn  man  in  dem  System  der  Dreilinien  -  Coordinaten  die  Aufgabe 
löst:  Sin  Dreieck  ist  einam  Kegelschnitt  umschrieben}  awei 
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seiner  Ecken  bewegen  lieh  in  fetten  geraden  Linien,  es  ist 
d«r  Ort  der  dritten  Beke  in  finden;  so  entspricht  gans  die  nin« 
lidie  Reehnmig  im  Geiste  der  Breipankt-Ooordinaten  der  Anijpbbe;  Ein 
Dreieck  ist  cinom  Kegelschnitt  einlöse hrieben  nnd  zwei 

Seiten  desselben  drehen  sich  um  fosto  Punkte;  man  soll  die 
Umhüllungscnrve  der  dritten  Seite  finden.  Und  in  beiden  F&llen 
ist  die  Antwort  ein  Kegelschnitt,  der  mit  dem  gegebenen  eine 

doppelte  Berührung  hat,  aber  im  ersten  Falle  in  den  beiden  Punkten, 

wo  die  Tangenten  vom  Durchschnittspiinkt  der  festen  geraden  Linien  aus 
den  Kegelöchnilt  beriiliren;  im  zweiten  in  den  Punkten,  wo  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  festen  Punkte  den  gegebenen  Kegelschnitt  schneidet. 

Wenn  die  Aufgabe  wäre ,  den  (Jvt  eines  Punktes  zu  finden,  der 
den  Abschnitt  der  verändern  dien  Tangente  eines  Kegel- 
schnitt s  z  w  i  s  e  h  e  n  z  w  e  i  f  o  s  t  e  n  T  a  n  g  0  n  1 0 11  d  o  s  s  o  1  b  c  n  i  u  o  i  n  e  ni 
gegebenen  V  er  h ä  1  tn i s  s  th eil  t,  so  möge  y  der  Durchsclmittspnnkt  der 
festen  Tangenten  sein  und  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  uß  =  k.  y^. 
Daun  bezeichnet  jucf  =  Äy  den  Punkt,  wo  eine  veränderliche  Taugente  die 
«,  y  verbindende  Tangente  schneidet,  ß  =  fiky  dagegen  den  Punkt,  wo 
dieselbe  ß ,  y  trifft  und  es  ist  nun 

die  Gleichuug  des  Puuktes,  der  die  Verbindungslinie  dieser  Punkte  in  dem 
gegebeneu  Verhältuiss  B:A  theilt.  Diese  Gleichung  wird,  wenn  man  die 
Neuner  entfernt  und  ordnet 

t»,^  {Aka  +  Bky)  —    [^«  +      +     +  B)  Akyi-Bkß  =  0, 

Und  um  non  den  gesuchten  Ort  au  erhalten,  muss  man  die  Bedingung  bil> 
den,  dass  sie  in  fi  gleiche  Wnrscln  besitie;  diese  Bedingung  aber  und  da- 
mit die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  ist 

**»  (Aa  +  Br)  (Ay  +       =       +  J<l  H-     +  B) 

Wenn  man  in  dem  System  der  Dreilinieu-Coordinaten  unterscheiden 
will,  ob  eine  durve  sw^iten  Grades  eine  Hyperbel,  Ellipse  oder  Parabel 
sei,  so  müssen  die  Winkel  des  Dreiecks  ccß  y  bekannt  sein.  In  dem  gegen» 
wirtigen  System  kann  die  Unterscheidung  leicht  allgemein  vclliogen  wer> 
den*  Die  Onnre  wird  eine  Parabel  sein,  wenn  die  OopidinateB  der  Linie 
Im  Unendlicfaen  «ra  /I  sb  f  der  Gleichung  in  Drdpnnkt-Goordfaialen  gentt- 
gen;  nnd  weil  die  Gleichnng  homogen  ist,  wird  dieas  der  Fall  sein,  wenn 
die  Summe  der  Coettcienten  Null  ist;  so  stellt  a.  B.  aßs=  eine  Parabel 
dar  und  man  sieht  daraus  sofort,  dass  das  Product  der  Senkreckten 
▼on  Bwei  Punkten  der  Ourve  auf  eine  Tangente  dem  Qua- 
drate der  Senkrechten  gleich  ist,  die  man  vom  Pol  der  Ver- 
bindungslinie dieser  Punkte  auf  dieselbe  fällen  kann. 
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Um  in  ontonaelieB,  ob  die  tUgtiMfaie  OleidiiiBg 

Atfi.  +  %B«ß  +  (7/P  +  a^«fy  +  %Mßf  s=  0  • 
eine  Ellipse  oder  Hypeibel  dantoUt,  iat  sn  zeigen,  ob  die  Linie  im  Unend- 
lichen die  Cnrve  in  swei  reellep  Punkten  sebneidet  oder  nicht;  dann  wird 
man  snerst  die  Bedingung  bilden,  welche  erfttUt  sein  mnss,  damit  ein  Pnnlit 

Ja  4-  mß  4-«y  =  0 

der  Curvc  augehüie,  dann  diesen  Punkt  speciell  als  einen  Punkt  des  Unoud- 
licheu  einführen,  indem  man  l-\-m= — n  setzt  und  für  l:in  auflösen;  man 
wird  damit  die  Gleichung  der  Punkte  babep,  wo  dio  Linie  im  Unendlichen 
die  Oiirre  schneidet,  und  wenn  man  die  Bedingung  bildet,  das«  die  Glei- 
chung in  2;m  reelle  Wurzeln  haben  soll,  so  wird  diess  die  Bedingung  sein, 
dass  die  Ourve  eine  Hyperbel  sein  soll.  Man  findet,  dags  die  durch  die  all> 
gemeine  Gleichung  dargestellte  Cnrve  eine  Hyperbel  ist,  wenn  die  Coeffi- 
cientensumme 

^  +  35  +  C  +  82»  +  2^  +  F 

und  die  Function 

AS^-^CD^  -\-  FB-  —  ÄCF—1BDE, 
einerlei  Zeichen  liaben.  Wenn  diosti  Grösson  vorschiodonc  Zcieluni  bcBitzen, 
80  ist  dio  Curve  eine  Ellipse.    Ist  die  letztere  Function  gleich  Null,  so  ist 
die  Gleichung  in  Factoren  zerfällbar  und  repräsentirt  zwei  Punkte. 

Wenn  man  die  allgemeine  Gleichung  des  Kegelschnitts  iu  der  symme- 
trischen Form 

a«2  4.  a'ß-^  +  rtV  +  2  A/3y  +  2  ö'ya  +  2  b"a ßz^o 

schreibt  und  zur  Abkürzung  durch  S  vertreten  lässt,  so  drückt  dieselbe 
Gleichung 

t  dS  1    o'  dS  ,     >  dS  „ 
da  dp       '  dy 

im  System  der  Dreilinien-  Coordinaten  die  Polare  irgend  eines  Punk- 
tes tt  ^ /  und  im  System  der  Dreq^unkt- Coordinaten  den  Pol  irgend 
einer  geraden  Linie  a  ^  y  aus. 

Denkt  man  im  letzteren  Fall  diese  gerade  Linie  im  Unendlichen  ,  so 
daüö  ihre  Cuurdinaten  «'  =  ß'  -  -  /  —  was  im  ersten  Falle  dem  Punkte  im 
Unendlichen  entspricht  —  so  erhält  mau  die  Gleichung  dos  Oentrums 
(denn  es  ist  der  Pol  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie) 

rf^      dA'  rfÄ  

rf«  +  rf^  rfy 

und  dieselbe  Gleichung  wird  im  ersten  Falle  die  Gleichung  eines 
Durehmessers  sein,  denn  ein  solcher  ist  die  Polare  eines  unendlich  ent- 
fernten Punktes. 

Wenn^.B.  der  Kegelschnitt  einem  Viereok  eingeschrieben 
sein  soll,  von  welchem  drei  Ecken  die  Fundamentalpunkte  tf ,  y  sind,  in- 
dess  die  yierte 
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'  knri  durch  d  besetehuet  wird,  so  ist  aeine  Gleichung 
^  aysssk,ß6 
und  sein  Centrnm  muas  daher  sein 

«+y  =  *(^  +  d)j 

woraus  man  ersieht,  dass  dasselbe  immer  in  der  geraden  Linie  lie- 
gen muss,  die  die  Mittelpuakte  der  Diagonalen  des  Vierecks  ^ 
verbindet. 

Diese  Beispiele  mögen  genügen;  nur  das  ist  noch  zu  erörtern,  wie  in 
diesem  Coordiuatcnsyßtem  nicht  homogene  Gleichungen  homogen  gemacht 
werden  können.  Man  darf  voraussetzen,  dass  das  Mittel  dazu  dem  bei  den 
Dreilinien-Coordinateu  angewendeten  .-ihulich  sein  werde,  dass  es  also  hier 
bestehen  wird  in  einer  Kelation  zwischen  den  drei  Senkrechten  von  den 
Eckpunkten  einea  Dreiecks  anf  eine  gerade  Linie.  Ist  also  —  indem  vir 
Cartesische  Coordinaten  in  ihrer  allgemeinsten  Form  anwenden 

xcos  ö  -J-  y  *m  0  -f  P  =  0 
eine  gerade  Linie ,  so  sind 

«I  CM  6  +  yj  w»  0  4-  />  =  « »    ^2        +  ^2     ^  +  ßt 

cos  #  +  y  a  4"  w  ©  +  /» =  y , 

und  ans  diesen  Gleichungen  werden  B  und  p  au  elhniniren  sein.  Indem  man 
die  erste  dieser  drei  Gleiehnngen  nüty^ — y  ,,  die  i weite  mity, — if^  und 
die  dritte  mit  ffi — niultiplicirt  und  den  d  o])p  ölten  Lihalt  des  Dreiecks 

durch  AI  abkürzend  bezeichnet,  erhält  man 

M  cos  0  =  fif  (j/.—y^)  +  ß  (^3  —yi)  -h  y  (yi— yj) 
und  auf  ganz  analoge  Weise 

—  Msin  0  =  a  (.rj  —  ir.,)  +  ß      —  a:^)  +  y  (arj  —  .r.^) 

zwei  Gleichungen,  aus  denen  nun  S  aufs  Einfachste  verschwindet.  Indem 
man  in  das  Resultat  der  Elimination  die  Seiten  des  Dreiecks  a, />,<.-  und  seine 
Winkel  A,  Z>,  C  statt  der  Coordinatendifferenzcn  und  die  drei  Höhen  /)>,  p  ^ 
für  die  Bezeichnung  des  doppelton  Inhalts  eiutiihrt,  erhält  mau  die  folgende 
Gleichung 

a»   ,        4.   2aßeosC  2ßycosA   'i-fatmB  ^ 

>i*      1^      Ps*         Pift  ÄPt  9%9i  * 

welche  kn»  A  8=s  1 

geschrieben  werden  mag.  Mit  ffilfe  dieses  Ausdrucks  kann  man  jede  nicht 
hmnogme Gleichung  homi^n  machen;  man  wird  in  einer  solchen,  wie  i.B. 

g)  (« ,  |3 ,  y)  =  consL 
snerst  durch  Einführung  irgend  eines. Factors  z  die  Homogeneitftt  herstellen 
und  sodann  diesen  mit  Hilfe  der  Gleichung     =  Sl  oliminiren. 

Und  hier  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  diese  Elimination  vW  verschie- 
denem Erfolg  ist,  jenachdcm  die  Constante  in  der  Gleichung 

9  (a ,  |3 ,  y ,  coMl.)  =  0 
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MV  in  geracleB  oder  ancli  in  ungeraden  PoCeilMn  emtiialten  ist;  in  jenem 
FnUe  ist  die  Gleidinnf  nacli  der  EtUaunntion  von  demselben  Orade  wie  vor-* 
ber,  im  smdem  Felle  neeldier  vom  di^pelten  Gr  »de*  So  wird  die  Oleidumg 
eoies  Krelsee,  dessen  Mlttelpuikt  /«  +m/)  +  nyssao  und  dessen  Helb* 
meseer  r  ist 

indem  man  sie  homogon  macht,  zu  dieser 

(/a  4-  ;« j5  +  ti  yy  —  r'^  (/  4.     -f  „y  Sl ; 

der  Kreis  tat  also  eine  Cmre  der  zweiton  Klasse.  Dagegen  ist  eine  Curve 

aßy  =  const. 

von  der  secliHten  Klasse,  denn  sie  wird  durch  die  Einführung  von  Sl  zu 

c/ißY  Si'K 

Lud  weuu  mau  jetzt  endlich  lutersucUt,  welches  die  Bedeutung  der 
Gleichung 

Pt*      P»*       P»*         PiA   .""^    PtPt  PiPt 
ist,  so  hat  das  den  nXnüiehen  Sinn  nnd  Erfolg,  wie  die  entsprechende  Unter- 
snehnngbei  denDreilinien-Coordinaten.  Die  Glelchnng  seheint  aunachsteine 
Oarve  sweiter  Klasse  in  sein,  allein  sie  aerßlllt  nSher  betrachtet  in  Facto- 

ren  und  bezeichnet  iwei  Ponkte.  Augenscheinlich  ist,  dass  es  keine  end- 
lichen Punkte  sein  kf)nnen,  da  man  für  alle  diese  immer  Sl  =  l  hat.  Ihre 
n&hare  Kenntniss  ist  aber  nach  dem  Mitgetheilten  leicht  zu  erlangen ,  denn 
-wären  diese  Factoren  kurz  (o,c»,  so  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  vom  Mit* 
telpunkte  d  in  homogener  Form 

ö  *  =  A*^.  CO  w' 

nnd  man  erkennt  nun,  dass  w, w'  die  zwei  Punkte  darstellen,  wo  die  vom 
Centrum  d  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  ihn  berühren,  oder  die  zwei 
Punkte  eines  Kreises,  in  denen  er  die  unendlich  entfernte  gerade  Linie  schnei- 
det*). Und  so  gelangt  man  zu  der  Einsicht,  dass  die  Auffassung  des  Car- 
tesischen  Systems  in  dem  Sinne  der  Tangential-Coordinaten  etwas  darin 
vom  System  der  Dreipunkt- Coordinaten  Abweichendes  geben  niiisste,  dass 
dort  nur  einer  der  drei  Fnndamentalpunkte  endlich  und  reell  erscheinen 
würde. 

Ich  scMiesse  hier  die  Entwickelnn^  dieser  Coordinateniiysteme,  auf  de- 
ren BenntEung  das  Folgende  gegründet  ist;  wenn  sie  etwas  lang  erscheint, 
so  «iteehald%e  man  diese  mit  dem  Wunsche,  ^ne  rnttgÜ^hst  abgerundete 
und  sefbeHadlge,  will  sagen  von  CUtaiea  und  dergleidien  uaabhing^  Dar- 
stellung in  gehen.  Dieselbe  dürfte  gerade  dadurch  «m  so  gereehtfertigter 
eisdieinMi,  als  es  keinem  Kennw  der  deutschen  Geometrie  bis  hierher  ent- 


*)  Von  diesen  Pnnkfen  des  Kreises  im  I'nendlichcn  und  ihrer  Bcsllnnininp  han- 
delt Chaslos,  Traite  de  georoetrie  superienre  art.  051  und  benacUbarte 
näi  besonderer  DsuAiebksit. 
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gangen  lein  kann,  dam  bei  aller  Selbatindli^eit  der  Darlegong  die  beiden 
erörterten  Ooordinatenayiteme  selbst  der  an  Gründe  liegenden  Idee 
na  eh  nieht  wiiklieh  neu  lind;  beide  sfaid  sie  offenbar  nicht  weaentfieh  ver- 
schieden Yon  dem  System  der  Fondamentalponkte  nnd  Ftaidamentallinien — 
ich  habe  diese  Namen  absiehtliGh  schon  im  Vorigen  gelHraaeht,  von  der  eng- 
ÜRclien  Bezeichnung  abweiehend  —  durch  welches  vmr  dreissig  Jahren  Herr 
Prof.  Möbius  zu  einer  so  glänzenden  Reihe  geometrischer  Entdeckungen 
gelangte.  Wenn  die  rein  geometrische  Entwickelung  und  Burchftlhrung  und 
die  klare  Entgegensetzung  der  darin  enthaltenen  Systeme  als  Pnnkt-Coor- 
dinaten  und  Tangential-Coordinaten  dem  englischen  Autor  eigenthtimlich 
erscheint,  so  7.ei{5cn  die  Entwickehingen  dos  gedachten  klassischen  deut- 
schen Werks,  dass  sein  boriilunter  Verfasser  sich  die  Vortlu  ilc  dieser  Reci- 
procität  nicht  entgehen  licss.  In  der  vollen  Betonung  dieser  Umstände  schmä- 
lert man,  wie  mir  scheint,  nicht  im  Entferutestcn  das  Verdienst  des  eng- 
lischen Autors;  und  ich  muss  hinzufügen,  dass  aus  Salmon's  Werken,  so 
weit  ich  dieselben  kenne,  ^war  eine  sorgfältige  Beachtung  der  Arbeiten  der 
neueren  deutschen  Gcometer  (Crelle's  Journal),  aber  nirgends  sonst  gerade 
eine  genauere  Keuntniss  der  Arbeiten  des  Herrn  Prof.  Möbius  hervorleuch* 
tet;*  vielmehr  sagt  derselbe  in  ^er  Note,  dass  sdn  System  der  Dreiponkt- 
Coordinaten  ihm  nach  einem  flüchtigen  Ueberblick  mit  der  Methode 
des  barycentrisehen  Oalcnls  susammeniufallen  schone. 

IJpd  so  gebt  ans  dem  Allen  die  für  jeden  deutschen  Freund  der  Geo- 
metrie  erfreuliche  Wahrnehmung  hervor,  dass  die  wissenschaftlichen  Ideen 
eines  ihrer  Vertreter  noch  immer  auch  im  Auslande  in  fruchtbringender 
Wirkungsfilhigkeit  sich  beseugen;  diess  kann  Salmon^s  ansgeaeichnetes 
Werk  beweisen,  wie  es  —  ttbrigens  gleichseitig  —  Chasl es*s  Traä^ de  giom, 
$up.  allen  Einsichtigen  in  tiberraschender  Weise  gezeigt  hat.  Und  die  Tolle 
Selbständigkeit  der  genannton  Geometer  ihut  dieser  Freude  keinen  Eintrag. 

Pole  nnd  Polaren.  . 

Wenn  eine  Curve  Grades  auerst  dargestellt  wird  durch  die  Glei-. 
chung  in  dw  Form 

^  +  il«  +  <7y  +  J>«'  +  ^«y  +  ^lf*  +  . . . . 

so  geht  dieselbe  durch  Ebufllhrung  Ton  Polar-Goerdinaton,  d.h.  dsurch  Sab- 
stitation  von  fest  6  und  f  9in9  tVatc  und  y  in  die  neue  Form  ttber 

^*  (Geof*^  +..•.)+••*•=*•• 
Man  hat  nun  den  wichtigen  reu  Co  tos  in  seber  Harmonh  menturarum 
gegebenen  Sats:  Wenn  man  in  jedem  Radius  veetor,  der  von  ei- 
nem festen  Punkte  0  ausgehend,  eine  Curve       Grades  in 
den  Punkten  schneidet,  einen  Punkt  Jt  so  wählt,  dass 
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•JL  =  J_  +  JL4._L  + 

OH       OHi  ^  0/it  ^  0/is  ^  '  '  " 
so  ist  der  Ort  V"bn  R  eine  gorade  Linie. 

.  Denn  wenn  man  0  znm  Cooidinatonaiifaiig  wühlt,  so  ist  die  GleicUunjg;, 
welche  OJt^jOIi^,,,  bestimmt,  von  der  Form 


DwAQS  ei|;ieht  sich  sofort 

_ii  ßcosG-^Csine  . 

oder,  indem  man  sv  gewöhnlichen  ar,y-Coordhiaten  rarüekkehrt, 

Bx  -\-  Cy  nAz=0. 

Auf  diese  gerade  Linie,  der  Polare  im  Falle  der  Kegelschnitte  analog, 
die  auch  der  Ort  der  harnionischen  Mittel  der  Radien  vectoren  durch  einen 
gegebenen  Punkt  ist,  kann  man  den  Gebrauch  der  Worte  Pol  und  Polare 
ausdehnen  und  sie  die  Polarlinie  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten 
nennen. 

S.  de  Joü^ttiir««  •ehr^bt»  wie  Salmon  gleieb  aaiiiher  aacK,  dia 
Gleichung  dieses  Ortes  in  der  Focm 

Oil      OHi^  OR      OR^^  OR      ORt^    \  " 

oder  kfinor 

\0H     onj  ' 

und  schliesst,  dass  er  eine  gorade  Linie  bedeute,  daraiis,  dass  diese  Glei- 
chung OR  nur  im  ersten  Grade  enthalt,  also  dem  Punkte  R  auf  jeder  Trans- 
versale nur  eine  einzige  Lage  anweist,  von  der  zugleich  leicht  zu  sehen 
ist,  dass  sie  niciit  in  0  selbst  sein  kann,  weil,  wenn  OR  Null  wäre,  auch  eine 
der  Grössen  0R„  es  sein  müsste,  d.h.  0  selbst  in  der  Curve  läge,  was  nicht 
vorausgesetzt  ward. 

Auf  ganz  einfache  Weise  bildet  man  nun  Polarcnrven  höherer  Ordnung. 
Man  setzt  den  Ort 

( •  (?     ^i)  ^ 

und  fragt  nach  seiner  Bedeutung.  Die  Zahl  der  GHieder  b  dieser  Summe 

ist  die  Ansahl  der  Oomhinationen  an  sweien  von  n  Dingen,  also s  "  ? 

80  viel  mal  wird  in  iener  Summe  -V  vorkommen,  der  Coefficient  von 

Q  9 

wird  werden  —  (m^l)  £  ^-yj  und  daher  wird  obige  Gleichung  des  Ortes 
l^elohbedentMid  sein  mit  dei^  folgenden 
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Offenbar  ttellt  ne  einen  solchen  Kegelschnitt  dar,  dass  das  hannonische 
Mittel  der  Entfernungen  vom  Coordinatenanfaag  0  ram  Kegelschnitt  gleich 
dem  hannonischen  Mittel  der  Entfenrangen  von  0  inr  Corre  ist  nnd  der 
recijuvoke  Werth  des  Producta  seiner  Entfenrangen  vom  Kegelschnitt  glrieh 

dem  nüttlern  Product  der  Paare  der  reciproken  Werthe  seiner  Entfernun» 
gen  von  der  Curve.  Man  kann  denselben  die  konische  Polare  des  Coor- 
(linatenanfangs  nennen.  Seine  Gleichnng  erhttlt  man,  wenn  man  ans  der 
Gleichung  der  Curve  fUr 

<^-'<^) 

ihre  Werthe  einsetzt;  sie  ist  demnach 

-4— ?+("-') — f — 7  +  ^ — Ä-^ — 

Mit  demselben  Rechte  wie  vorher  sohliesst  natürlich  der  französische 
Mathematiker  ans  der  Gleichnng 

dass  der  Ort  von  R  nur  ein  Kegelschnitt  sein  kann,  weil  die  Ghrösse  OR  nur 
im  sweiten  Grade  in  der  Gleichung  auftritt  und  Jl  nicht  mit  O  seihst  lusam- 
menfallen  kann,  so  lange  0  nicht  der  Onrve  angehört 

Es  ist  also  eine  dem  Satae  von  Cotes  analoge  allgemeine  Eigen* 
Schaft  geometrischer  Cnrven,  dass  der  durch  die  entwickel- 
ten Gleichungen  dargestellte  Ort  immer  ein  Kegelschnitt  ist. 

Und  so  llsst  sich  die  Pdarcnrve  iq^end  einer  höheren  Ordnung  k  bil- 
den, wenn  man  die  Gleichung  setst 

^  ( ff  ~"  ?i)  (?    's)       {?  5") 

Dieselbe  ist  gleichbedeutend  mit  ■ 

n  (»-!)  (;i-A'-H)  /  J_Y_  (»  — 1)  («— /  A'"'  t  (1\ 

1.2....*  \p)  1.2. ...(*-!)      Vff/  W 

— i.2....c*-2;  \i)   

welche  eine  Curve  A*"  Grades  bedeutet,  die  folgende  Eigenschaften  besitst 
(wenn  immer  OR  einen  Radius  vector  der  nrsprfinglichen  Curve  und  Or  der 
Polareurve  beaeiobnet) 

«     O/f,  ~  A     O  rg » 
1  .  *2     „        1  1  . 2     „  1 


n  n  -  1  i      0/;,  .Oli^       k  (k~  I)      Ör,  .  Or,' 
1.2.3        „  I  1.2.3        „  1 

U.  S.  W. 


n  (ti—  1)  (»—2)     Oäi,QRt.ORt      k  (Ir^l)  {fc.-2)     Or| .  O  r, .  Or» 

und  man  erhXlt  fie  Gleichung  dieser  Polarcurve  durch  Einsetaen  der  Werthe 
ftlr  die  Auschrttcke  £  aus  der  gegebenen  Gleichung  der  Onrve,  wie  folgt: 
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A 


.  +  n  (71    - 1)  \  q)  :Ä  •  •  •  ' 

oder  wie  Saliuon  sie  kurz  schreibt: 

*   '    n      '       n(;»~l)  «i«  -1)1«  —  2)^  ■ 

Man  bat  somit  eine  unbegreaate  Anzahl  vouSätzea«  die  dem 

von  (^'otes  analog  sind. 

Aus  der  Art,  in  wclcber  diese  Gleiclmugen  goblldot  worden  sind,  folgt 
sofort,  dass  d  i  <•  1' o  1  :i r  1  i  n  i  e  des  (J 0  0 r  d i n a  t  e  n  a n f  a n  g s  in  Bezug  auf 
alle  diese  l^olarcurven  dieselbe  ist,  denn  das  lianiioniscbe  Mittel 
der  Radien  veetoren  it>t  für  alle  diese  Curven  dasselbe;  dass  ebenso  die 
conische  Polare  des  Co  or  d  i  u  a  t  enan  f  an  gs  für  alle  die  Curven 
unter  jenen,  die  den  zweiten  Grad  übersteigen,  dieselbe  ist, 
weil  der  mittlere  Werth  der  Ptodttcte  der  Paare  rac^roker  Warthe  der  £nt- 
fernimgeii  Tom  Coordinatenanfang  fOr  alle  dlaie  Cnrreii  dactelha  bleibt,  nni 
dasa  gana  allgemein  irgend  eine  der  Polarenrven  des  Coordina- 
tenanfangB  auch  in  Besng  an  al^en  seinen  andern  Polarenr- 
Ten  höherer  Grade  eine  Polarcorve  desselb-en  ist. 

E.  de  Jönqni^res  beweist  diese  merkwOrdige  £%eiisdiaft  fOr  den 
folgenden  speeiellen  Fall :  die  eonisehe  Polare  einea  Pimkfcaa  hn  YerhUUuss 
SU  einor  CtuVe  vierter  Ordnung  ist  sogleich  die  conische  Polare  dieses  Punk- 
tes bettIgUch  der  im  YerhIiUniss  snr  |^ebenen  Carre  genommenen  cnbi- 
sehen  Polare  desselben  Punktes.  Ans  der  Gleiehnng  " 


\0R     orJ  \or  orJ 


folgt  nämlich,  dase  die  zwei  Werthe  von  OA,  die  einer  beliebigen  Trans- 
▼ersale  OR^  R2  R^  R^  entsprechen,  die  beiden  Wnriehi  der  Gleicbang  sind : 

TTr^  {ob^  .  oii-^  +  OBi .  on.^  +  oii^ .  or^-\-or^.or^-\-  or.^  .  or^  + 

OR3  .  OÄ4)  — 30Ä  {ORy  .  OR2  .  OR.^  -h  0/?,  .  OR2  .  0R^-\-  OR^  .  OR^.OR^ 
-^OR^.ORx .  0Ä,)4-6        .  OR2  .  OR.^.OR^  =  0. 

Seien  nnn  Or,  Or^,  Or.^  die  drei  Werthe  des  R^dins  vectors  der  cubischen 
Polare  des  Punktes  0  auf  derselben  Transversale,  so  werden  die  beiden 
Werthe  des  Radius  vectors  der  couiscben  Polare  von  dieser  Curve  dritter 
Ordnung  die  Wurzeln  der  Gleichung  zweiten  Grades  sein 

OP  (Or  +  Or^  +  Or,)  —  2  0/>  (Or  .  Or,  -|-  Or .  Or,  +  Or^ .  Or,) 
^        -i-3  Or  .  Orj.  Orj  =  0. 
Und  wenn  nan  in  dieser  die  Coeffieienieu  durch  die  aus  der-  Qleichuag 

ZeltMiirm  far  BfathemUk  n.  Phisik.  IV.  8 
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welche  die  onhiaehe  PoUte  deratdlt,  entnommenett  WexÜke  ersetit,  so  erhVU 
man  eine  mit  der  Gleichung  A  identische  Oleichnng.  Aleo  sind  die  Werthe 
Ton  OR  und  OP  dieselhen  und  die  beiden  conischen  Poleren  decken  sieh. 

Der  Autor  bemerkt  dazu  noch :  dieser  Beweis  lässt  sich  ebenso  auf  jeden  spe> 
clpUcn  Fall  anwenden.  Er  besteht  in  einer  einfachen  Bewährung,  die  zwar 
beschwerlich  aber  nicht  schwer  ist,  weil  sie  nicht  die  Bestimmung  der  War- 
sein  der  aufeinanderfolgenden  Gleichungen,  die  die  Werthe  der  Radien 
Tcctoron  der  verschiedenen  Polaren  liefern,  selbst  erfordert,  sondern  nur  die 
Kenntniss  der  Summe  der  Productc  dieser  Wurzeln  zu  einen,  zweien,  dreien 
U.S.W,  genommen,  Producte,  die  unmittelbar  durch  die  Coefficienten  dieser 
verschiedenen  (xleichungen  gegeben  sind.  —  Gewiss  bleibt  die  wirkliche 
Durchfülirunu;  dieser  Schritte  von  einer  beschwerlichen  Langwierigkeit. 

Durch  diesen  merkwünligen  Zn.saiiniienliaug  werden  alle  Polaren  der- 
selben Cur  ve  und  desselben  Punktes  ZU  einer  wahren  Familie  der  Polar- 
curven  vereinigt. 

Wenn  der  Punkt  0  in  unendlicher  Entfernung  ist,  so  ändert  sich  die 
Form  der  definirenden  Gleichungen 

ni-i)  (i-?r) = -  feT^  (5^.-^ 

die  msa  <^e«her  meh  sehreihen  kann 

\OB.O«i/        '     \Oü.OMi  On.ORj 
wegen  der  Q-leichheit  aller  Nenner,  die  darin  vorkommen,  in  diese: 

2  (Ä  J?,)  ÄS  0,  2"  (/?  7?,  .  n  n.,)  =  0,  Z  (i? i?j .  •  Ä -Ra)  =  0  n.  s.  w., 
und  diese  Gleichungen  besagen:  die  Polarlinie  des  unendlich  ent- 
fernten Pn&ktes  hesitst  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  al- 
ler swischen  der  Cnrve  und  ihrer  Polare- auf  den  parallelen 
Sehnen,  die  nach  ihm  hingehen,  liegenden  Ahsehnitte  vor- 
sehwindet;  seine,  conische  Polare  besitat  dieselhe  Eigen- 
schaft hinsichtlich  der  Summe  der  Prodncte  der  paarweis 
genommenen  Abschnitte  u.8.w. 

Seit  Newton  heisst'die  gerade  Linie,  die  für  ein  System  paralleler 
Sehnen  der  Ort  der  Oentra  der  mittleren  Entfernungen  der  n  Funkte  ist,  wo 
jede  derselben  die  nSmliche  Curve  n***  Ordnung  schneidet,  der  dem  gegebe- 
nen System  paralleler  Sehnen  mt^rechende  Durchmesser  der  Curre. 
Und  es  grflndet  sieh  dabei  der  Name  „Oentrum  der  mittleren  Entfernung*' 
auf  den  Umstand,  dass,  wenn  mau  von  irgend  einem  Bnnkt  einer  solchen 
Sehne  aus  nach  den  Punkten  der  Curve  Radien  vectoren  fffyf^  ***9n  zäbit 
>  und  den  nach  dorn  entsprechenden  Punkte  des  Dnrclimessers  q  nenntf  im- 
mer die  Relation  stattündet 
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^  (o  —  p,)  =  0,  oder  N()  =  ^  (q^)  «'(ItT  o  =  "L'_ 


(ieuan  diese  Jlelation  gelit  auch  aus  den  ohigen  Formeln  liervor,  so  weit 
sie  sich  auf  die  Polarlinie  beziehen;  aus  den  gegebenen  Entwickelnngeu 
folgt  al.so  unzweifelhaft,  dass  die  Polarlinie  eines  Punktes  in  un- 
endlicher Entfernung  der  Durchmesser  des  Systems  paral- 
leler Sehnen  ist,  welche  nach  jenem  Punkte  gerichtet  sind. 

Es  folgt  aber  auch  daraus,  dass  jener  wton'sche  Begriff  des  Dnrch» 
messers  in  der  Art  su  erweitern  ist,  dass  es  aneh  kf  nmnilinige  Dnreh- 
meeser  giebt.  Eine  Canre  n*^  Ordnung  hat  krummlinige  DnrchmeBser 
aller  Ordnungen l>is  sur  (» — Der  krummlinige  Durehmesaer 
irgend  einer  Ordnung  ist  identisch  mit  der  Polarcurye  der 
Bftmlichen  Ordnung  tou  dem  VB^ndlieh  entfernten  Dureh« 
sehnittspunkt  des  Sehnensystems,  dem  die  Diametral-Curve 
entspricht. 

Es  ist  gewiss,  dass  swei  Punkte  die  gerade  Polare  besUmmen,  und  da- 
her auch  sicher,  dass  wenn  zwei  gerade  Linien  durch  0  swei  Curven  in  den- 
selben Punkten  Äj,  Ä2  "^i»  S.^,..  schneiden,  die  Polare  von  0  in  Bezug  auf 
beide  Curven  dieselbe  sein  wird,  weil  zwei  ihrer  Punkte  R  und  S  fUr  beide 

dieselben  sind.  Diess  wird  gleichmässig  wahr  bleiben,  wenn  die  zwei  Linien 

OIi,OS  zusammenfallen,  d.h.  Wenn  zwei  Curven  Grades  einan- 
der in  »Punkten  einer  geraden  Linie  l)erühren,  so  wird  die 
Polare  irgend  eines  Punktes  in  dieser  geraden  Linie  für  beide 
Otirven  dieselbe  sein,  man  muss  daher,  wenn  irgend  ein  Radius  vector 
durch  einen  solchen  Punkt  beide  Curven  schneidet,  die  Helation  haben 

OR         Or  • 

Von  diesem  Satie  ist  ein  speeieller  Fall  das  Theorem  von  Maclaur  i  n: 
Wenn  man  durch  einen  Punkt  0  eine  gerade  Linie  sieht,  die 
eine  Curve  «*"  Grades  in  n  Punkten  sehneidet  und  in  diesen 
Punkten  Tangenten  an  die  Curve  legt,  dann  aber  durch  0 
eine  andere  gerade  Linie  legt,  die  die  Curve  in  R^  R^,,,  und 
jenes  System  von  Tangenten  in  r|,  r^...  durchschneidet,  so 
besteht  die  Relation 

Und  davon  ist  endlich  Newton 's  bekannter  Satz  ein  specieller  Fall : 
Wenn  eine  Sehne  eine  Curve  nnd  ihre  As^  raptoten  stlinei- 
det|  ii»  isi  die  algebraische  Summe  der  Absehliltte  «wischen 
der  Curve  und  ihren  Asymptoten  gleich  NnlL 

Allein  in  dem  Bisherigen  ist  der  Punkt  0,  dessen  Polaren  man  aus- 
drilokte,  noeb  immer  als  AnAtngspunkt  der  Coordinäten  vorsuifesetst  wor- 


*)  Dietoi  Begriff  hat,  soviel  ich  wdas«  Oramer  dagefOfft. 
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den;  diese  apedeUe  Vorantsetsiing  ist  anfsugeben.  Oewise  konnte  ima]! 
dun  durch  ehie  einfache  Coordinatentramiforauition  gelangen;  allein  Sal« 
mon  rieht  es  vor,  eixkh  allgemeinere  mehr  symmetrische  und  fUr  Anwen- 
dungen geeignetere  Methode  ananwenden,  in  deren  Entwickelang  ich  ihm 
nun  folge.  Er  gebraucht  Dreilinien  •Ooordinaten^und  beselchnet  dieselben 
durch     ift  X, 

Die  Gleichung  der  geradlinigen  Polare  ward  geAinden,  indem  man  die 
Gleichang  , 

bililete,  diu  inau  mit  liiuweglasäung  des  uberall  vorhaudeueu  Facturä  im 
Nenner  schreiben  darf 

£  ( Ml)  =  0. 

Die  Gleichung  der  conischen  Polare  wird  dem  entsprechend  ausge- 
dcttckt  durch 

\Q      QiJ  V(?      «f./  \or,.orJ 

die  der  cubiscljt  u  durch 


fi-  ±Ui  -  -LUi  -  -L Wo  oder  £( MliM^.  -M^  =oa. 


8.W. 


Weuu  man  dann  die  Gleichung  bilden  kaun,  deren  Wurzeln 

^»5^1,.  s.w. 

sind,  d.h.  die  Verhältnisse,  in  denen  die  Linie  OR  durch  die  n  Punkte  ge- 

theilt  ist,  wo  sie  die  Curve  schneidet,  so  wUrde  der  Coefficient  des  zweiten 
Gliedes  dieser  Gleichuuj;;,  indem  man  ihn  gleich  Null  setzt,  die  (Jleichung 
der  geradlinigen  Polare  liefern  ;  der  Coefticient  des  dritten  Gliedes,  der  die 
Summe  der  Producte  joner  Wurzeln,  paarweise  genommen,  ansdriickt,  würde 
in  derselben  Weise  die  Gleichung  der  conisclien  Polare  liefern  n. s.w. 

Eine  solche  (»Melchung  kann  aber  loiclit gebildet  werden;  wenn  nämlich 
ar, ,  Vi  ^  -1  dl«  Conrdiiiateu  von  0  und  o", y,  z  die  von  R  sind,  so  sind  die  Coor- 
dinateu  eines  Punktes  Äj,  welcher  die  Länge  OR  im  Verhältniss  theilt, 

("'ii^i     fi'i  ausffedrttckt  durch  *i^t±i£  t^y^-^^y  «tiL+ii 

Wenn  nun  der  Punkt  R^  in  detOnrve  ist,  so  müssen  diese  Werthe  der  Glei- 
chung der  Oorve  genügen.  Und  man  kann  dabei  wegen  der  Homogeneität 
der  Gleichung  in  «y«  den  gemeinsamen  Nenner  ^->t-X  weglassen,  lernt 
aber  alw  dem  allen,  dass  num  durch  Einsetsen  von  /tt.r^  +  i^yi  +  > 
+  Xz  statt  «iff^z  in  die  Gleichung  einer  Curre 

eine  Gleiehnng  des  n^*  Grades  in  erhalten  wird,  deren  Warsein  die 
Verhältnisse  geben,  in  welchen  die  Linie  OR  dnrch  jeden  der  n  Pnnkte  ge- 
theilt  wird,  wo  sie  der  Ourre  begegnet 
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ünd  weim  man  nnn  o?,  y,    die  Coordia«teB  Ton     ▼«ffiod«iliek  denkt, 

so  liefern  die  Coefficienteu  dieser  Gleichung  in     ,  gleich  Null  gesetzt,  die 

Gleichungen  der  verschiedeneu  Polarcurven  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  die 
gegebene  Curve.  Die  i  »ifferentialrechnung  erlaubt,  das  Resultat  dieser  Sub- 
stitation  einfach  zu  scln  cibcn,  denn  für  irgend  eine  Function  von  drei  Ver- 
ünderlichen  liefert  das  Taylor'sche  Theorem  den  Ausdruck 

^      dz*  dxdy   *         dy  dz  ^      dz  dxj  ^ 

und  dttreb  Einsetzen  von  ^  fär  '  für  A:  nnd  fttr  2  in  diese  Glei- 
chung  musfi  man  das  Resultat  der  Substitution  von  fta:j  +  fty^  +  Ay, 
fi 2i     Ix  tfbt  X ^  y ^  z  in      Gleichung  <p  {x^y ^  z)  t=zO  eihalten. 

Wenn  man  inr  TOflän^en  Abkttnung  des  ohiadiess  nodi  immmen« 
g«aetiten  Aosdnieks  dmdi  IT  =0      '  * 

dienrsprOnglieheGleiehiiikgiinddareh  [[7]=sO 

dk  tnuitfomnrte  besetelinet,  so  erbilt  man  das  ResoHat  in  folgender  roll- 
kommen  symmetrischen  Gestalt : 

•  •  •  » 

wobei  (^g^  ^  C^*)  1     ^  ^*  ^^^^  Resultat  der  Substitution  vonari,  y„ 
statt«,  y, « in  die  Ansdrfleke  ^ ,  ^  n.  s.  w.  beseichnen. 

Dürch  den  Gebraneh  von  Operationssymbolen  kann  dieser  Ausdruck 
wesentlich  al^karstinrerden.  Wenn  J  die  Operation 

d    .       d    .  d 

bezeichnet,  so  bat  das  Zeichen      den  Sinn 
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und  man  kann  dnreh  if^  /I*,      n.s.«  die  Formen 

darstellen,  dieae  seibat  anf  die  in  der  DiffBrentialrcciinang  gebrftnefaliehe 
Weise  verstanden.  Um  femer  die  Ooordinaten  der  Punkte  sn  nntersebei- 
den,  welche  in  diesen  Formeln  vorkommen,  kann  die  folgende  Beseiehnnng 
dienen 

SO  dass  der  dem  z/  angoliängte  Ttulcx  su-li  auf  dio  Ooordinaten  bezieht, 
welche  die  Diflerential-Cocfticientca  nmltiplieireu,  dagegen  der  dem  U  an- 
gehängte besagt,'  dass  die  entsprechendea  Coordinateu  in  ^^n.8.w.  ein« 
gesetst  seien.  Darnach  wQrde  dann  a.  B.  Ji  beaeicbnen: 


oder  dasResuItiit  der  Substitution  von  x^sy-^^  z.^  in  ^|  U\      ^\  dagegen  würde 
das  Resultat  der  Substitution  derselben  Ooordinaten  ^2>2^3)^2  ^ 
drücken.  In  gleicher  Weise  werden  die  Symbole  J  ^     und  d^"^  ü  verständ- 
lich sein  und  so  die  übrigen.  Das  allgemeino  Resultat  kann  dann  wie  folgt 
geschrieben  werden 

Diese  Gleichung  giebt,  wenn  die  Punkte  0(arj,  yj ,  *i)  und  R  (a:,y,t) 
bekannt  sind,  die  Ooordinaten  Jcr  n  rankte,  wo  GR  die  Ourve  schneidet, 
nämlich  wenn  If:  ft|  eine  der  »Wurzeln  der  Gleichung  ist,  die  Ooordinaten 

A,ar  +  fti.r|      ^.y +  /t|.Vi         -  +  fti  'i 
RR  '      ^'  +  ^»    '      ^1  +  ."« 

Weil  nun  y  =  und  das  Product  aller  der  Wurseln  ~  der  Gleichung 
=  ^  I  so  hat  man 

Ii  fij  .        ■  HR^  .  . . .  ^ 

O  y.',  .  on^  .oi{\   r,' 

d.h.  das  stetige  Product  der  auf  einer  gegebenen  geraden 
L  i  n  i  0  V  o  n  e  i  n  e  ni  P  u  n  k  t  bis  z  u  r  C  u  r  v  e  g  e  m  e  s  s  e  u  e  n  E  n  t  f  e  r  n  u  n  - 
gen  ist  dem  Resultat  der  Substitution  d  er  o  o  r  d  i  ii  ;i  t  e  n  die- 
ses Punktes  in  die  Gleichung  der  Curve  proportional,  welches 
ein  Satz  von  Newton  ist. 

Da  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen 

und  die  Gleichnng  dcr^eradlinigen  Polaro  gefunden  wird,  indem  man  setat 
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so  ist  die  Gleichiug  der  gcrndcn  Pulare  des  Punktes  ^nyit^i  allgemein 

^p.=,(-).+,(-),  +  ,(-).=o. 

Eben  so  it>t  dio  Gleichung  dor  couiscben  Polare  desselben  Punktes 

Und  so  kaim  man  in  derselben  Art  die  Gleichungen  der  Polarourven  hülht* 
rer  Ordnungen  schreiben.  leteten  Glieder  der  «UgenehMn  (Heielraog, 
die  den  ersten  symmetrisch  sind,  lehren  die  Gleichungen  der  PoIarcftrrM 
der  hGchrten  Grade  kennen;  dadurch  ergiebt  sieh  die  Gleiehang  der  Polare 
des  (« — l)**"  Grades  in  den  Formen 

^«    = •  oa«    t  =*.  £^  +    ^  +   f^^o . 

die  des  (n— 2)'"  Grades  ist 

J^"^  C^,  =  0  oder       U  =  0  u.  s.  w. 

Die  Polarcurve  des  (n  —  l)***  Grades,  deren  Gleichung  gefunden  wird, 
indem  man  die  Operation  z/,  l' vollzieht,  nennt  Snlinon  die  erste  Polare; 
darauf  die  Pol;ncurve  {n — ^2)'*"  (irarl('s,  bei  welcher  man  dietu-lh«-  Operation 
doppelt  vollziclien  muss,  die  zweite  Polare  ii.  s.  f. ;  darnach  wird  denn 
die  Pulare  ersten  Grades  oder  die  gerade  Polare  nichts  anderes  als  die 
(m  —  j)'*  Polare  sein. 

Und  auch  iu  dieser  allgemeinen  Entwickelnng  ist  aus  der  Art,  in  wel- 
cher diese  Gleichungen  gebildet  sind,  vollkommen  gewiss,  dass  dio  Polar- 
curve irgend  eines  Grades  auch  iu  Bezug  auf  alle  diejenigen  Polaren  des 
nXmlichen  Punktes,  deren  Grad  den  ihrigen  Übersteigt,  eine  Polarcurve  die- 
ses Punktes  ist.  Das  Symbol  fUr  diese  Eigenschaft,  fttr  dio  Familie nzn- 
sammengehörigkeit  der  Polaren  ist  der  Ausdruck 

Die  gewonnenen  so  sehr  syinmotrisehen  und  einfachen  Ausdrücke  der 
allgemeinen  Auflösung,  Folge  der. zweckmässigen  obgleich  ganz  allgemei- 
nen und  unabhängigen  Wahl  des  Goordinatensystems,  zeigen  sich  alsbald 
nfitslich  in  der  Untersuchung  weiterer  Eigenschaften  der  Polaren. 

iMe  Gleichung 

drückt  eine  Belation  awisehen  den  Coordinaten  irgend  eines  Pnuktea 

der  Polarlbie,  und  denen  ^1,^1,  Zi  des  Pols  derselben  aus.  Wenn  nan  sidi 
nun  den  ersten  Punkt  fixirt  und  den  zweiten  verändwlich  denkt,  so  muss 
offenbar  der  Ort  des  letzteren  Punktes  sein 
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.       dU   .  dU 

uiul  (Hess  einfache  Ergebniss,  riolitig  frodentet,  hoisst  oftenbar:  Der  Ort 
aller  der  Punkte,  deren  g  e  r  a  il  1  i  n  i  g  e  Polaren  d  n  r  c  h  einen 
gegebenen  Punkt  gehen,  ist  die  erste  Polare  dieses  Punktes. 

Man  sieht  wohl ,  dass  dieselbe  Reciprocit.ät  der  Aiisdrilcke,  wie  sie  zu 
der  eben  ausgesprochenen  Beziehung  zwischen  <ler  geraden  und  der  ersten 
Polare  führt,  auch  zwischen  der  ('«niistlien  und  zweiton,  der  cubi^clien  und 
dritten  Polare  besteht  und  dass  man  daher  eine  ganze  Reihe  von  Sätzen 
hat,  die  dem  zuletzt  ausgesprochcuen  entsprechen  und  deren  erster  lautet: 
Der  Ort  aller  d  e  r  P  u  i»  k  t  e  ,  deren  c  o  n  i  s  c  In;  Polaren  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen,  ist  die  zweite  Polare  dieses 
Punktes. 

Jene  Beziehung  zwischen  der  geraden  und  dor  ersten  Polare  erlaubt 
die  Beantwortung  der  Frage;  Wie  viel  Pole  entsprechen  einer  ge- 
raden Linie  bei  einer  Cnrve  «*"  Grades? 

Man  hat  nur  nöthig,  zwei  Punkte  in  der  geraden  Linie  zu  betrachten; 
die  Pole  aller  durch  den  ersten  Punkt  gehenden  geraden  Linien  liegen  in 
einer  Curre  (n  —  l)'*"  Grades 

•  a.T    '        dy    *     ^  dz 

und  desgleichen  die  Pule  aller  geraden  Linien  durch  einen  zweiten  Punkt 
in  der  Curve 

da  ,       dt    .       dü  ^ 

Die  Pole  der  Verblndiingalime  beider  Fjankte  mtUsen  offenbar  in  diesen 
beiden  .Curven  ingleich  liegen,  abo  die  Darchschnittspvnkte  sweier  Cnrven 
(n — l)*"  Grades  sein;  ihre  Anzahl  ist  daher  (» — 1)^  Eine  gerade 
Linie  hat  abo  in  Besag  auf  einen  Kegelschnitt  einen' Pol,  in  Besing  aof  eine 
Corre  dritten  Grades  deren  vier,  in  Beeng  auf  eine  Cfnrve  vierten  Grades 
nenn  n.  8.w. 

Dasselbe  Resultat  iKsst  sich  aneh  so  ansspreehen:  Die  ersten  Pola- 
ren aller  Punkte  einer  geraden  Linie  gehen  dnrch  diesel- 
ben (it — l)^  Punkte,  nämlich  durch  die  Pole  dieser  geraden 
Linie. 

Es  ist  klar,  dass  auch  dieser  Sats  nur  einer  ist  von  einer  ganaen  Reihe 
▼on  Stttaen,  die  ihm  analog  sind. 

Wenn  der  Punkt,  von  dessen  Polaren  man  handelt,  in  der  Corvo  selbst 
liegt,  80  fllhrt  die  Theorie  abermals  an  wichtigen  Ergebnissen.  Wenn  die 
allgemeine  Gleichung  der  Cfirvo  in  Cartesischen  Coordinaten  durch 
Znsammenfassung  der  Glieder  gleicher  Ordnung  untw  den  bei|^fttgten  Ab- 
kfiranngen  wie  folgt  gesclirieben  wird 
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^  +i»«»  +  Öa!^*y  +  +  Äa?y*-»  +  SyV 

nXmlieli  ii^  +  iri+u,  +  . . .         s=s  0, 

so  kann  die  Gleichnag  der  efsten  Polare  des  Coordinatenaaftuigs  anter  der 

Fofitt  iii  +  «i^ii  =  0 

geselirieben  werden;  wenn  daher  der  CoordinateiMinfang  der  Cnrve  selbst 
angebSrt,  so  geht  diese  Gleiehimg  ttber  in  »0  und  ist  haeh  deren  Be- 
deutung zu  fragen. 

Am  klarsten  wird  dieselbe,  wenn  man  die  obige  allgemeine  Gleichling 
unter  der  Yoraossetsung  ^=3  0  in  Polarcoordinaten  umsetzt;  sie  ist  dann 

+  ^»(CC0**Ö+  .  .  .  .)+.  .  .  .assO 

und  aa  ^e  Stelle  toh  »|  =^0  tritt  damit 

Damit  gewinnt  aber  jene  allgemeine  Gleichung  die  Form  - 

{Dcos^G     Ecosesiti  6  +  Fsin^S)  +     (6'  cos +  Hcos^ßsin  6  +  .  .  . .) 

+  ....=  0 

welche  durch      theilbar  iHt,  also  zwei  Wurzeln  ß=0  besitzt,  und  es  muss 
daher  die  durch  den  Ci'orJiimten.uifang  gehende  gerade  Linie 
j  Bcos        Csin  6  =  0  oder  m,  =  0 

mit  der  Curve  in  diesem  Punkte  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein  ha- 
ben, also  ihre  Tangente  im  ('oordinaten-Anfangspunkt  sein  (sofern  dieser 
nicht  einer  der  merkwürdigen  Punkte  der  Curve  ist,  wovon  nachher).  Es 
erweist  sich  also  die  geradlinige  Polare  eines  Punktes  in  der 
Curve  unter  diesen  besondern  Vorau££>etzuDgen  als  die  Tangente  der 
Curve  in  diesem  Punkte. 

Und  auch  hier  ist  die  allgemeine  Entwickelung  productiver.  Die  all- 
gemeine Gleichung  einer  Polarcurve  irgend  eines  Punktes  y|  ist  mit 
Benutzung  der  OpcrationssymlKile 

und  diese  redndrt  sieh  fttr  den  Coordinatenanfaug  wegen  x^^O,  y|BOaaf 

*  •  ^" 

Wenn  aber  hierzu  die  allgemeine  Gl(  ieliung  als* 


Digitized  by  Google 


118  Die  Theorie  der  Pole  und  Poburea  bei  Gturven  höherer  Ordnung. 


▼oransgeaellt  wird ,  so  ist  klar,  daas  in  dem  Resultat  j^er  Differentiatipu 
nocli  immer  i/^  die  niedrigsten  Glieder  in  x  und  y  reprSsentiratt  wird;  daher 
dieselbe  F<dgerung  wie  vorher.   Man  hat  daher  die  Sätze: 

Die  geradlinige  Polare  eines  Punk  tos  derCurve  in  Bezug 
auf  dieselbe  ist  die  Tangente  derselben  in  diesem  Punkte. 

Alle  P<ilaren  eines  Punktes  derCurve  in  Bezug  auf  die- 
selbe berühren  die  Ciirvc  in  die  «cm  Punkte. 

Und  dann  seldiesst  sich  nach  dem  Satze,  dass  die  erste  Polare  der  Ort 
aller  der  Punkte  ist,  deren  gerade  Polaren  durch  einen  fe.sten  Punkt,  eben 
den  Pol  der  ersten  Polare,  jrehen,  sofort  als  evident  nocli  dieses  wichtige 
Ergebniss  an :  Die  D e r ü Ii  r u n g s p n n k  t  e  aller  der  Tangenten,  wel- 
che von  einem  gegebenen  Punkte  aus  an  eine  Curve  gezogen 
werden  können,  liegen  in  der  ersten  Polare  dieses  Punk* 
^  tes*)..  Im  Bfiekbliek  anf  das  Verhftltniss  der  Polaren  au  den  Diame- 
tralcnrven,  wie  es  frtther  erSrtert  worden  Ist  nnd  wofern  man  anf  diese  das- 
selbe Priocip  der  Classifieatiun  anwendet,  wie  es  bei  den  Polarcuryen  dnrch> 
.geführt  wurde,  kann  man  hhiinf^gen:  Die  Berührungspunkte  al- 
ler der  Tangenten,  die  einer  gegebenen  Richtung  parallel 
an  eine  Curve  gesogen  werden  können,  liegen  in  der  ersten 
dieser  Richtung  eonjugirten  Diametrsleutve. 

Und  da  diese  Polar-  ode^  Diametralcurve  nach  den  vorhergegangenen 
.  Entwickelimgen  allgemein  von  der  (rt  —  l)*"  Ordnung  ist,  so  beantwortet 
sich  die  Frage  nach  der  Zahl  der  Tangenten,  die  man  von  einem  Punkte  aus 
an  eine  Curve  n'*' Ordnung  ziehen  kann,  dm-ch  folgenden  Satz:  Durch 
einen  gegebenen  Punkt  (also  auch  durch  einen  unendlich 
fernen  Punkt  in  gegebener  Kiclitnng)  können  an  eine  Cnrve 
Grades  n{n  —  l)  T  a n  g  e  n t c  n  gezogen  werden.  Es  tlarf  erinnert 
werden,  dass  diess  zngleich  die  Beantwortung  der  Frage  ist  nach  der 
Classe  der  Curve  oder  nach  dem  Grade  der  Kcciproken  einer 
Curve  n'"°  Grades. 

liier  erscheint  es  ntitzlich,  wenn  ich  mit  einigen  Bemerkungen  wieder 
specieil  zu  der  Arbeit  des  französischen  Gelehrten  zurückkehre.  Sein  Be- 
weis dafür,  dass  die  Tangente  in  einem  Punkte  die  gerade  Polare  dieses 
Punktes  sei ,  besieht  neb  speciell  ■  auf  eine  Onrve  dritter  Ordnung  und  ist 
kurs  etwa  folgender:  dte  Gleichung 

giebt  dann  die  Entwickelung 
•  Jt  J?!  .  0J?2  .  OR^  +  Jti?2  .  Oü, .  Oitj  +  RR^  .  OR^  .  ORi  =  0, 

«  * 

•)  Poncelet  hat  uchon  in  Gergonne's  Annnlen  Vol.  VIII,  p«g.  213  gczeitrt. 
dass  die  Borährun^rHpunkie  auf  etiior  Corv«  («  —  1)*«»  Uradea  liegea,  gegenüber  der 
Angabo  Waring'H,  dusa  ihre  AnaaM  auf     kommen  kttnae.  Diese  Corve  (n— 
Ordnong  ist  Salmon^s  erste  Polare.  ' 
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walch«  siah,  Mbald  0  mit  oita«u  Pnakle  Jl|  der  Oam  imliwmwwiftnt,  avT 
du  Glied 

reducirt.  Da  aber  OJt},  OJ^^  nicht  Null  «ind,  ao  besagt  diese 

J?il,  oder  i^Osso, 

dass  also  dio  Polare  Jui'ch  den  Punkt  0  selbst  gebt.  Wt-nn  man  aber  die 
Tangente  in  0  an  die  gegebene  Cmvo  zur  Transversale  nimmt,  so  werden 
OR2  oder  0J?3  unendlich  klein  und  in  Folge  dessen  bat  OR  einen  unbe- 
■tiniartffi  Werth-,  d.h.  aUe  Pankte  der  Tangeni«  könneit  für  R  genommeii 
werden  uad  die  Tangente  selbst  ist,  so  Isage  der  Pankt  der  Cnrre  kefai  viel- 
fkeher  Punkt  ist,  die  gerade  Polare  desselben. 

Den  allgemeinen  Sats  ttber  die  Berührung  slmmtltcher  Polaren  eines 
Cnrvenpunktes  mit  der  Curve  beweist  deJonqniires  speeiell  fttr  die  co-^ 
nisehe  Polare  einer  Owe  dritten  Qrades  und  fttr  die  cnbisehe  Polare  einer 
Cnrye  vierten  Grades;  die  Beweisform  ist  whrUioh  einfach  und  fithig  auf 
jeden  andern  Fall  aasgedehnt  an  werden.  Ich  deute  sie  an. 

Fttr  das  erste  Beispiel  wird  die  Gleichung 
fttr  0J{|=0  au 

ORißR^.OR^'^  RRi,ORt)=iO, 
welcher  durch  awei  Vfuranssetsungen  entsprochen  wird,  nÜmHeh 

Nach  der  ersten  geht  die  conische  Polare  durch  O  und  nach  der  lireiten 
sind  alle  ihre  Punkte  die  eonjugirt  harmonischen  von  0  im  Yerhlltniss  in 
den  zwei  Durchschnittsptinkton  der  Curve  dritter  Ordnung  mit  der  betreffen» 
den  von  0  ausgebenden  Transversale.  Denkt  man  die  Transversale  in  0 
tangircnd  an  die  gegebene  Curve,  so  ist  i?2  dem  0  nnenfllkli  nahe,  also  i?, 
als  dem  0  in  Bezug  auf  It^  und  7?.^  eonjugirt  barmoniscb,  gleichfalls  unend- 
lich nahe  bei  0  in  der  Richtung  der  Tangente;  womit  gezeigt  ist,  dass  die 
conische  Polare  einer  Cnrve  dritten  Grades  die  Curve  in  dem  Funkte  be- 
rührt ,  zu  dem  sie  gehört. 

In  dein  sweiton  Falle  geht  die  cbarakterisirende  Gleichung 

^  (,ÖH  ~~  ÖÄ,}  CöÄ      ÖR^  (öÄ  "~  ÖjO  ^  ® 
für  0A|  =  0  in  diese  über 

OR  .  RR^  {RRt .  Oß^  +  Rßi .  OR^)  +  OR  .  RR^  .  RRt ,  OR^^O 

woraus  enfeens  erkannt  wird,  dass  die  enbisdie  Polare  durch  0  g^t,  weil 
OJt^^O  ihr  genügt;  sweitens,  dass  sie  die  gegebene  Curve  in  diesem  Punkte 
berührt,  denn  wenn  man  die  Transvenale  die  Curve  in  0  bertthren  Uest,  io 
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Yenohwindet  OM.RB^.BM^.OM^  wegen  OJt,ssM>  md  nua  Iwi  nw  di^ 
Bedingungen 

d.h.  die  cubische  Pohue  hat  dio  Tangente  der  Ciirve  vierter  Ordnung  in  0 
selbst  zur  Tangente  und  der  dritte  Punkt,  der  ihr  auf  dieser  Tangente  an- 
gehört, ist  im  Verhaltniss  zu  den  Funkten  ^4«  diese  Taugente 
der  gegebenen  Curve  von  Neuem  begegnet,  conjagirt  hamonkoh  sn  0* 

Und  80  bewdst  er  «ach  ^en  Sats,  da»  die  erste  Polare  eines  Punktes 
der  Ort  der  Pole  aller  durch  diesen  Punkt  gehenden  geraden  Linien  ist,  für 
den  speeiellen  Fall  der  Curre  dritten  Grades,  doch  so,  dass  man  der  Me- 
thode allgemeine  Anwendbarkeit  und  deshalb  wahre  Beweiskraft  nicht  ab- 
sprechen kann,  pie  oouische  Polare  eines  Punktes  0  im  VerhSltniss  sn  einer, 
Ourre  dritter  Ordnung  ist  auch  der  geometrische  Ort  der  Pole  aller  durch 
0  gehenden  geraden  Linien;  denn  es. ist  dazu  nur  QÖthig  lu  aeigen ,  dass, 
wenn  R  ein  Punkt  dieses  Kegelschnitts  ist,  die  Relation 

eine  Folge  ist  von  der  andern 


Entwickelt  nian  aber  jene  und  bezieht  die  Segmente  auf  den  Punkt  0  als 
ihren  Anfang,  so  dass  man  die  Beziehung  hat 

so  erhält  man  die  (Üeichung 

ÖF(OÄi-i-  Oi?2  +  OR.;,)  —  OIi  [OBi  (OR,  4-  +  0/?2  (OÄ,  +.  OÄj) 
welche  allerdings  aus 

hervorgeht. 

Das  Schema  des  Beweises  fflr  jeden  andern  Fall  besteht  darin,  dass 
man  aeigt,  wie  die  Gleichung 

eine  nothwendige  Folge  ist  von  der  Belation 

^  CöÄ  "~  05^}  (sä    0^)  •  •  •  •       "~  TOi)  ~  ®* 

Crewiss  yerdienen  diese  einfachen  Beweismethoden  der  anharmonischen 
Geometrie  ftlr  so  sehr  allgemeine  Sitae  alle  Aufberksamkeit. 

Ich  kehre  jedoch  zn  Salmon's  Entwickelnngsmethode  zurück,  denn 
ich  beabsichtige  aus  der  allgemeinen  Theorie  noeh  zu  entwickeln,  wie  sich 
▼ielfache  Pupkte  einer  Curve  den  Polarcurven  gegenüber  verhalten. 
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Wenn  nna  den  Co<nrdiBaton«ifang als  einen  i^lftidieii  Pnnkt  TOm 
Grade  jir  Toranasetzt,  ee  worden  die  niedrigst«!  Pelansen  der  allgeineinen 
GlMdniof  in  »  und  y  vom  SzfKmenten  k  win;  dann  rnttssen  die  niedrigsten 
Fotenien  in  der  Entwiekelnng  d«r  ersten  Polare 

iieAwend%  vom  Grade  (Ar — l)  sein  und  der  OoerdinatSMUiflMig  wird  daher 

in  ibr  ein  vielfacher  Punkt  von  dieser  Ordnung  sein;  die  Gleichnng  der 
sweiten  Polare  wird,  da  darein  die  zweiten  Differentiale  der  Gleichung  der 
Carve  eingehen,  ff  und  y  in  keinen  niedrigeren  Graden  als  dem  {k — 2)*** 
enthalten  können  u.s.  w.  Daraus  entspringt  also  der  allgemeine  Satz :  Wenn 
eine  Curve  einen  vielfachen  Punkt  vom  Grade  k  hat,  so  wird 
dieser  in  jeder  erstftn  Polare  derselben  ein  vielfacher  Punkt 
vom  O r a d e  {k  —  l )  sein;  vom  Grade  (Ä  —  2)  in  jeder  zweiten 
P u  1  a r  e  u  s.  f. ;  er  wird  zuletzt  den  (A  —  l)'*"  Polar curven  als  ein- 
f'acli e r  P un  k  t  angehören  und  iu  den  Polaren  noch  höhereu 
lianges  nicht  mehr  auftreten. 

Wenn  ferner  unter  den  Tangenten  am  vielfachen  Punkt  irgend  ein  Paar 
zusammenfallen,  so  muss  da^  Glied  t/j^  der  allgemeinen  Gleichnng,  wdches 
gleich  Knll  gesetat,  die  Tangenten  n,&,c ...  des  vielfachen  Punktes  liefert, 

von  der  Form  a^bcd  ...  sein  und  daher  werden  sowohl  ~-  als  auch  den 

ax  dy 

Factor  a  entlialten;  es  müssen  deshalb  auch  die  niedrigsten  Glieder  in  der 
Gleichung  der  Polare 

diik    ,        d  Uk 

den  Factor  a  haben,  während  Xi  ^  offenbar  keine  Glieder  unter  dem  Grade 
kia  X  xaiäy  ^nthftlt.  Daraus  geht  klar  hervor,  dass  jene  Doppeltan- 
gestio  der  gegebenen  Curve  im  vielfachen  Punkt  anch  eine 
Tangente —>  doch  nur  eine  einfache  —  ihrer  ersten  Polare  in 

demselben  vielfachen  Punkte  ist 

Und  wenn  bei  einem  vielfachen  Punkte  k^"  Ordnung  das  Glied  u,,  einen 
Factor  im  Grade  enthielte,  welches  einer  /  Fachen  Tangente  entspricht, 
so  wird  dieser  Factor  iu  allen  ersten  DilTerentialcn  von  im  Grade  (/— 1), 
in  allen  zweiten  Differentialen  vom  Grade  (/  —  2)  vorkommen  u.  s.  w.,  weF- 
ches  ganz  allgemein  ausdrückt,  dass  eine  vielfache  Tangemte  vom 
Grade  /  in  einem  vielfachen  Punkte  der  Ordnung  Ad  er  ur- 
sprüngliclien  Curve  in  allen  ersten  Polaren  derselben  eine 
v i e  1  f a c h e  T a n g e n t o  vom  Grade  (/ — 1 )  an  denselben  vielfachen 
Punkt  der  Ordnung  (A-— l)  sein  wird;  desgleichen  in  allen 
zweiten  Polaren  eine  vielfache  Tangente  vom  Grade  (/  —  2) 


*)  Dass  diese  Voraussetzung  die  Allgemeinbeit  nicht  beeititrücbtigt ,  bruacbl 
kaum  bemerkt  sa  werden. 
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an  den  vielfaehen  Punkt  (A; — 2)^ Ordnung  n. s.w.;  «ie  wird  also 
luletst  als  einfaehe  Tangente  an  der(l — 1)***  Polare  in  einem 
Tielfaoben  Pnnkt  vom  Grade  (Jr+1 — /)  erseheinen  and  Ton 
da  ab  keine  Pojare  mehr  tangiren. 

Wenn  die  Cnnre  einen  Doppelpunkt  hat,  so  ist  es  leieht,  die  Tangente 
dieses  Punktes  zva  ersten  Polm  c  irgend  eines  andern  Punktes  an  construi- 
reu;  denn  wenn  «and  y  die  beiden  Tangenten  der  Curve  in  diesem  Doppel^ 
punkte  sind,  so  nmss.die  Gleichung  derselben  von  der  Form  sein 

ay  +  u^  +  u^.,.,=0 
und  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in       in  der  Gleiehnng 

(U/  .      dU  .  di: 

werden  sein  .r,  y  •\-  ary,  und  in  x^y  •\-  y^x  die  Tangente  der  Polare 
in  diesem  Punkte  darstellen.  Nun  ist  die  Verbindangslinie  des  Doppelpunk- 
tes mit  dem  Punkte  x^y^,  dessen  erste  Polare  genommen  ward,  durch  die 
Gleichung  x^y — y^  x  =  ^  dargestellt  und  man  erkennt  daraus,  dass  die 
verlangte  Tangente  der  ersten  Polare  die  vierte  Harmoni- 
kale sein  wird  zu  d i e s e r  V e r  1> i n d u n g s  1  i n i e  u n d  den  zw e i  Tan- 
genten der  gegebenen  Curve  im  Doppelpunkte. 

Der  speeielle  Fall,  dass  die  zwei  Tangenten  im  Doppelpunkte  sich 
decken,  dass  er  also  eine  Spitze  oder  ein  stationärer  Punkt  ist,  zeigt 
diesen  Satz  in  Uebereiustimmung  mit  dem  vorigen  allgemeineren. 

Hier  brauche  ich  wohl  nur  daran  zu  erinnern,  dass  auch  diese  Eigon- 
schafton  der  Polaren  bezüglich  der  vielfachen  l'unkte  sehr  einfach  in  den 
Grundgedanken  der  Beweisführung  des  französischen  Autors  eingehen,  so- 
bald ein  bestimmter  Fall  ins  Auge  gefasst  w  ird. 

Es  ist  leicht  zu  erkc'nnen,  dass  diese  Beziehungen  der  Polare  zti  den 
vifdfaclicu  PuukLen  in  dem  Falle  der  Existenz  solcher  Punkte  einen  ♦'.iu- 
fluss  üben  auf  die  Antwort,  die  in  dem  Vorigen  im  Allgemeinen  gegeben 
worden  ist,  auf  die  Frage  nach  der  Anzahl  der  möglichen  Tangenten  oder 
naek  der  Classe  einer  Curve  (dem  Grade  ihrer  Beeiproken). 

Da  in  einem  Doppelpunkte  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  zusam- 
menfallen, so  hat  jede  durch  ihn  gezogene  Linie  zwei  Punkte  mit  der  Carre 
gemein  und  moas  speziell  jede  gerade  Linie  durah  ihn  als  eine  Tangente 
der  Cnrre  in  dem  Sinne  betrachtet  werden,  nach  welchem  eine  Tangente 
eine  gerade  Linie  ist,  die  eine  Curve  in  zwei  aufeinanderfpigenden  Punk* 
ten  schneidet.  Wennjuaa  aber  solche  uneigentliehe  Tangenten  von 
der  Zahl  der  Tangenten  in  Abzug  bringen  will ,  die  man  von  einem  Punkte 
ans  an  eine  Curve  n**'  Ordnung  aiehen  kann,  so  erhält  man,  weil  nach  dem 
Vorigen  zugleich  auch  jeder  Doppelpunkt  unter  den  Dnrchsohnittspnnkten 
der  Cnrre  mit  ihrer  ersten  Polare  für  zwei  ighlt,  den  Satz:  Wenn  eine 
Onrve  n***Gradee  ^Doppelpunkte  hat,  so  ist  die  Zahl  der  von 
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eiaem  Punkte  mns  an  sie  ■«  siehenden  TeAgeBteo,  eder  ihte 
Klasse  oder  der  Grad  ihrer  Beeiproken 

=  a(n— .!)  — 2*; 
treten  dazu  nocb  ArSpitzeu,  so  reducirt  sich  diese  Zahl,  weil  in  diesem 
Falle  die  erste  Polare  nicht  hloss  durch  die  Spitie  geht ,  sondern  auch  die- 
selbe Tangente  wie  die  gegebene  Ourre  hat  und  daher  jede  Spitxe  unter 
den  Schnitipunkten  dreifach  gesShlt  werden  muss,  auf 

«  (n  — l)  —  ad  —  3*. 

Wenn  die  Curve  einen  vielfachen  Funkt  von  der  Ordnung  A  enthielte, 
so  würde  derselbe  in  ihrer  ersten  Polare  als  ein  vielfa<dier  Punkt  der  Ord- 
nung k — 1  auftreten  und  daher  den  Grad  der  reeiproken  Onrre  umk{k — l) 
EiiAeiten  yermmdem;  und  in  der  That,  wenn  man  sich  ein  System  von  4r 

geraden  Linien  denkt,  so  besitzt  dasselbe  im  Allgemeinen  — ^Doppel- 
punkte, d.h.  Durchsclinittspunkte ;  wenn  aber  die  Linien  alle  durch  densel- 
ben Punkt  gehen,  so  verschwinden  die  säraratlichen  Doppelpunkte  und  an 
ihre  Stelle  tritt  ein  einziger  vielfacher  Punkt  der  A'""  Ordnung.  Man  ist  also 
auch  80  zu  der  Regel  geleitet :  Ein  vielfacher  Punkt  der  Ordnung  k  wirkt 

ebenso  wie  die  Vereinigung  von  Doppelpunkten  oder  was  das  Näm- 

lif.ho  ist:  Die  Wirkung  eines  vielfachen  Punktes  der  A'''"  Ord- 
nung im  Clrade  <1  e r  Reeiproken  ist  dieselbe  wie  die  der  ä(][ui* 
valenten  Anzalil  doppelter  Punkte. 

Und,  wenn  der  vielfache  Punkt  eine  /  fache  Tangente  besässe,  so  würde 
man  der  Zahl,  um  welche  sein  Einfluss  den  Grad  der  Reeiproken  oder  die 
Zahl  der  Tangenten  vermindert,  noch  / — 1  Einheiten  hinzufügen  müssen. 

Ich  habe  gerade  diese  Folgen  der  allgemeinen  Theorie  der  Polaren 
hier  entwickelt,  weil  sie  so  naturgemSss,  so  fast  unvermeidlich  aus  ihr  her- 
vorwachsen. Es  ist  begreiflich,  dass  diese  Theorie  noch  die  Quelle  vieler 
anderweiten  Sätze  sein  muss.  Warum  sollte  sie  z.B.  nicht  in  der  Theorie 
der  vielfachen  Tangenten  einer  Curve  von  demselben  Nutzen  und  Einfluss 
sein,  wie  hier  diese  Excurse  sie  in  Bosug  in  den  vielfachen  Punkten  gezeigt 
hahen?  Doch  entspringt  gerade  hier  dem  weiteren  XTachd^ken  eine  an- 
dere und  allgemeinere  Frage,  nllmlich:  Wie  gestaltet  sich  und  w'el- 
che  Besnltate  liefert  die  Theorie  der  Pole  und  Polaren  in 
dem  System  der  Tangential-  oder  Dreipnnkt-Coordinaten? 

Diese  JFrage  entspringt  auch  aus  der  einleitenden  Entwiekelung  heider 
Ooovdinateosysteme,  74»  denen  hia  jetst  nur  das.  eine  ansf&hdioh  gebraucht 
«nd  attm  IntevpretaAsoaen  an  Grunde  gelegt  worden  isti  Ich  werde  sie  ans- 
fKhriieher  als  SaljnOn  erSrtem.  Eine  andere  Frage  ahcv  eigiebl  sieh 
ans  dec  ^eeiellen  Besiehnng,  in  welober  die  Theorie  der  Pole  nad  Polaren 
kier  au  den  Probl^en  derTaagenten  an  OurTon  hdherer  Ordnnngen  geaeigt 
worden ist^  Sollte  diese  Theorie  nicht  an  eh  anr  wirkliehen  Coa.-' 


Digitized  by  Google 


124  Die- Theorie  der  Pole  und  Polaren  bei  Curven  lidlierer  Ordnung. 


strnotion  dieser  Tangenten  In  besonderen  Füllen  von  kelle- 
ren Gnrvea  nfttsUeh  sein? 

Indem  ich  dem  SöhluBse  dieser  Darlegung  raieh  ntiiere,  will  ich  auf 
diese  beiden  Fragen  noch  in  aller  Kürze  eingehen ;  ich  fasse  die  letztere 
suerst,  da  sie  in  dem  Verhältnisse  eines  Beispiels  zur  bisherigen  Entwicke- 
lung  steht.  Eben  in  diesem  Charakter  eines  Beispiels  bleibe  iob,  indem  ich 
mich  auf  Ourven  dritten  Grades  beschränke. 

Die  Aufgabe,  die  Polaren  einer  solchen  Curve  in  Bezug  auf  einen  ge- 
gebenen Punkt  zu  zeichnen  —  deuu  auf  diese  kommt  die  Aufgabe  der  all- 
gemeinen Tangenteuconstruction  zurück  —  veducirt  sicli  darauf,  durch  den 
Pol  eine  gewisse  Anzahl  von  Transversalen  zu  ziehou,  ihre  respectivcn 
Durchschnittspunkte  mit  der  Curve  zu  bestimmen  uud  endlich  auf  tlicseu 
Transversalon  die  Werthe  aufzutragen,  welche  gewisse,  den  dritten  Grad 
nicht  Übersteigeade  Gleichungen  als  Wurzeln  liefern. 

Sucht  man  die  gerade  Polare ,  so  genügen-  sn  ihrer  Bestimmung  zwei 
Transversalen  dureh  den  Pol,  weil  sie  dnreh  nwei  Punkte  voUstHndig  bestiranrt 
ist  Sehneide  die  erste  Polare  die  Curve  in  den  Punkten  a,6,Cy  so  wird  die 
gesuchte  gerade  Lhiie  gewiss  die  erste  Polare  des  Punktes  0  in  Beang  anf 
alle  möglichen  Ourven  dritter  Ordnung  sein,  die  durch  diese  sedis  Punkte 
hindurchgehen.  Also  muss  sie  auch  dieselbe  sein,  wie  für  das 
aus  den  drei  geraden  Linien  aa,bb\ee  gebildete  Dreieck. 

Eine  ganz  einfache  Discnssion  seigt  aber,  wie  diese  abzuleiten  und 
wie  sie  mit  dem  Lineal  allein  zu  construiren  ist.  Ein  Dreieck  wird  repräsen- 
tirt  durch  die  Gleichung  aßy^o-,  die  gerade  Polare  irgend  eines  Punktes 
ttußiffiia  Bezug  anf  dasselbe  ist  daher 

Ayi«+yi«i/»  +  «iAy  =  ooder   +  + 

und  diese  ist  mit  der  folgenden  Construction  identisch  (Fig.  4).  JBCist  das 
Dreieck,  0  der  P<d,  J^AfüT  die  geradlinige  Polare  desselben;  denn  die  Li- 
men  AD,  BE,  CF  sind 

ü  _  £  __  _y 

ßt  ^  Vi     «1*  yi  ^«i     ft'  «1  ^ft  yi' 
daher  ist  denn  LMN 

i  +  £  +  x  =  o. 

«1    PI  yi 

Diese  nftmliche  Oonstmction  also  fUhrt  immer  auch  aur  Bestimmung 
der  geradlinigen  Polare  eines  Punktes  in  Besag  auf  eine  Curve  drittenOrades. 
•  Aus  ihr  muss  daher  auch  die  Oonstmction  dM  einer  gewissen  Bichtaag 
eoajngtrten  gwadlinigen  Durchmessers  einer  Curve  dritter  Ohrdnnng  hervor- 
gehen, als  die  gerade  Polare  eines  in  dieser  Bichtnng  unendlich  entfernten 
Pnnl^s.  Ist  ABC  noch  immer  das  wie  voriiin  erhaltene  Dreieck  (erhalten 
also  duibh  Bestimmung  der  sechs  Dnrchsehnittspnnkte  der  Ourve  mit  awei 
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jwat  Biebtang  parallelen  Sehnen  und  paarweue  Verbindung  derselben)  und 
CF  die  Bielitong,  an  der  onui  den  entepreelienden  Dovefanesaer  aa«hl,  io 
steht  man  AH  ||  BM^CFvtd  Tollendet  die  Figur  wie  folgt:  LMN (Fig.  &) 
wird  der  gesuchte  Durchmesser,  sein. 

Wenn  man  sich  die  beiden  von  0  ans  gezogenen  Transversalen  unend- 
lich benachbart  denkt  (Fig.&),  so  gehen  die  drei  geraden  Linien  aa\  bb\  cc 
in  die  Tangenten  der  Curve  in  a,  6,  e  über  und  diese  drei  Tangenten,  in 
Punkten  auf  einer  Transversale  an  die  Curve  gelegt,  bilden  dann  das  bespro- 
chene Dreieck. 

Denkt  man  sich  an  St  elle  dieses  Taiigentomlroieck.s  dns  Asymptoten - 
dieieck,  so  eutt>]»richt  diess  dem  Falle,  wo  die  Transversale  Oabc  ganz  im 
Unendlichen  gedacht  wird  und  man  bat  daher  auch  hier  dann  einen  Durch- 
messer der  Curve  zu  erwarten. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  der  couischeu  Polare  des 
Dreiecks  a  ^  ^  =^  o  in  Bezug  auf  den  Punkt  ce^^  ß^^ 

ist«  ein  Kegfllsehnitt,  der  durch  die  Ecken  des  Dreieekis  gehl  und  dessen 
Tangente  in  einer  Ecke  des  Dreiecks  u^ß  die  Qleichung  hat 

.     •      ^  + 

so  dass  man  sie  construiren  kann,  indem  man  den  Scheitel  a,ß  mit  dem 
Punkte  verbindet,  wo  die  gerade  Polare,  des  Punktes  die  Gegenseite  y 
schneidet. 

Deswegen  ist  aber  niclit  zu  überH(>hen,  dass  diese  conischo  Polare  des 
Dreiecks  nicht  zugleich  auch  die  der  (hirve  dritter  Ordnung  ist,  ans  der  das 
])reii'ck  hergeleitet  worden;  denn  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnittes 
gehören  fünf  Punkte,  und  da  derselbe  jede  Transversale  in  zwei  Punkten 
schneidet,  so  muss  man  drei  Transversalen  zu  seiner  Bestimmung  benutzen, 
Oabc,  Oab'c\  Oa"b"c".  Zur  wirklichen  Construction  dieses  Kegelschnitts 
fuhrt  folgender  Gedankengang.  Der  Polarkegelschnitt  wird  in  Beeng  auf. 
aUe  mSglichen  Curven  dritten  Grades,  die  durch  diese  nenn  Funkte  abe 
ab*e'a*b"c'  gehen,  der  nttmliche  sein  mttssen.  Wihlt  man  daher  die  Trans- 
versalen soj  dass  durch  drei  dieser  Punkte  « Va  eine 'gerade  Linie  geht  und 
deshalb  die  andern  sechs  hb'b^ece*  einem  Kegelschnitt  angehUren,  so  wjrd 
die  conlsehe  Polare  des  Punktes  0  in  Besng  auf  das  System  dieser  geraden 
Linie  und  dieses  Kegelschnitts  genau  dieselbe  ^ein,  wie  in  Bezug  anf  die 
vorliegende  Curve  dritten  Grades,  Nun  ist  aber,  wenn  8  den  Kegelschnitt 
bUli'ece"  und  L  die  gerade  Linie  a  aa"  vertritt, 

d{SL)  =  LdS  -f-  SL'. 

Es  geht  also  die  verlangte  conische  Polare  durch  die  Durchschnitte  von 
L  und  S  und  auch  durch  die  Punkte,  wo  .S'  durch  die  Polare  von  0  in  Bezug 
anf  5  geschnitten  wird ;  und  man  hat  aur  Vervoilstlindigung  der  Be^mmung 
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des  ge8iidito&  KegebelmUta  eine  Ittiifte  Bediaguig  in  dem  nMb  dem  Fclllie^ 
ren  notwendigen  Umstände,  ^»bs  die  gerade  Polare  des  Punktes  0  in  Be- 
zug anf  die  gegebene  Corvo  aneb  die  Polare  desselben  in  Boing  enf  den 
verlangten  Kegelschnitt  sei. 

Kann  man  auf  diese  Weise  die  conisclie  Polare  in  Bezug  anf  eine  Ourve 
dritten  Grades  einfach  construiren,  so  erhält  man  ebenso  für  einen  unendlich 
entfernten  Punkt  den  Dtametralkegelschnitt  und  erlangt  damit  die  Auflösung 
beider  Aufgaben  der  Tangentenconstraction  fHir  Cnrven  dritter  Ordnung: 
Coustruction  der  Tangenten  von  einem  gegebenen  Punkte  aus  —  die  coni- 
sclie  Polare  dieses  Punktes  liefert  die  sechs  Berülirnngspunkto  —  und  Con- 
struction  d(>r  Taiij^onten  parallel  einer  gegebenen  Richtung  —  die  dieser 
ßichtung  conjngirte  Diametralcurve  leistet  das  Nämliche. 

Diese  Andeutungen  mögen  für  jetzt  der  beregten  Frage  genügen. 

Ehe  ich  zur  zweiteri  gestellten  Frage  übergehe,  führe  ich  hier,  als  einen 
merkwürdigen  Beweis  von  den  eigenthümlicben  Vortheilen,  welche  die  Theo* 
rie  der  Pole  und  Polaren  gewähren  kann,  einen  Satz  von  Salmon  an,  des- 
sen Beweis  sich  gerade'  hier  rortrefilieh  anscUiesst. 

Man  denke  sieh  dureh  zwei  anfeinanderfolgende  Punkte  in  einer  Oorve 
dritten  Grades  die  iwei  Beihen  von  Tangenten  an  dieselbe  gelegt 

OJ,OB,OC,  OD,  PJ,  PB,  PC,  PD, 
so  durchschneidet  irgend  eine  Tangente  OA  die  darauffolgende  Tangente  PA 
in  ihrem  Berührungspunkte  J.  Die  vier  Berührungspunkte  ^,  B,  C,  D  liegen 
aber  in  der  eonischen  Polare  von  0,  welche  anch  die  gegebene  Cnrve  im 
Pnnkte  0  hertthrt.  Es  liegen  also  die  sechs  Punkte  OPABCD  in  demsel- 
hon  Kegelschnitt  ond  daher  ist  das  anharmonische  YerhUltniss  des  Bflscheb 
0{ABCB)  das  nSmliche  wie  das  des  BOschels  P(ABCD).  Weil  nun  diess 
Yerfaitttniss  immer  dasselbe  bleibt,  wenn  man  von  einem  Pnnkt  der  Curve 
mm  benachbarten  geht,  so  ist  es  überliaapt  constant  tüt  dieselbe  Cnrve  und 
man  hat  den  schönen  Satz:  Das  anharmonische  Verhftltniss  des 
Büschels,  welches  die  vier  durch  einen  Punkt  einer  Curve 
dritten  Grades  an  dieselbe  gezogenen  Tangenten  bilden,  ist 
für  dieselbe  Curve  unveränderlich. 

Dieses  Verhältniss  kann  als  eine  unterscheidend«  numerisohe  Cha- 
rakteristik der  Curve  dienen  und  da  der  Werth  des  anharmontschen 
Verhältnisses  durch  Projection  ungestört  bleibt,  so  können  irgend  zwei  Our- 
ven  dritter  Ordnung  nur  dann  aufeinander  projicirt  werden,  wenn  diese  cha- 
rakteristischen Zahlen  für  beide  dieselben  sind. 

Der  geometrische  Ausdruck  dieses  Satzes  ist  gleichfalls  merkwürdig 
genug.  Er  hesagt:  Wenn  0  und  P  irgend  zwei  Pnnkte  einer  Curvo 
dritter  Ordnung  sind,  so  schneiden  die  vier  Tangenten  von 
0  nn  d  i  e  C  u  r  V  0  die  entsprechenden  v  i e r  T a n g e  n  t  o  n  von  Paus 
in  viebT  Punkten,  die  mit  0  und  P  auf  demselben  Kegelsc^huitt 
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Ii « g » V.  (Wie  UMA  m  Mii«ii,  giebt  et  Ahr  jedes  FunktepMr  0,  P  vier  solehe 
K^geleelmitte.) 

Ued  avik  die  endere  Fri^e  beCnffend  aacb  der  Form  uod  BedeelnDg 
der  Theorie  der  Pole  end  PoUrea  ia  dem  Syelem  der  Dreipiukt-Cootdiiiii- 
ten,  80  ist  die  Antwort  im  AUgemeinen  leicht:  Die  Form  bleibt  die- 
0elbe>  die  Interprotation  ändert  sieh. 

Hit  ganz  denselben  Formeln,  mit  denen  man  in  der  entwickelten  Weise 
von  dem  dorcb  seine  Coordinaten  x^^  jfj,  gegebenen  Pol  znr  Gleichung  sei- 
ner Polare  ging,  die  wie  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  in  Pnnkt- 
Coordinaten  gogebnn  ward,  gelaugt  inan  im  System  der  1  )r(M})unkt-(Joordi- 
naten  von  der  geradlinigen  Polare —  denn  diese  i.st  liier  durch  ihre  Coordi- 
naten a*,,  j/j,  ?!  gegeben  —  zum  Pol  5  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  wie 
die  des  erhaltenen  Pols  wird  in  Tangential-Coordinaten  erscheinen. 

Man  erkennt  aber  sofort,  dass  das  geometrische  (Tebihi,  welches  jetzt 
als  Pol  zu  bezeichnen  ist,  nicht  mehr  das  einfach  punktförmige  ist,  als  wel- 
ches es  vorausgesetzt  wurde,  da  man  von  ihm  ausging;  vielmehr  ist  die  geo- 
metrisdie  Katar  des  Pols  jetet  so  sn  beseichnen;  dieselbe  Menniehfaltig 
keit,  die  Torber  dem  Begriff  der  Polare  eigen  war,  in  welker  sie  als  gerade 
Polare,  speciell  als  TangentOf  als  coniscbe,  enbisehe  Polare,  genaaer  gespro-  > 
eben  als  Polare  swetten  Grades,  als  Polare  dritten  Grades  auftrat,  alle  For- 
mengrade dnreblanfend,  die  im  System  der  Dreilinien-  oder  Pnnkt-Coordi- 
naten  mOglicb  sind,  wird  jetzt  dem  Begriff  des  Pols  sn  TheÜ  werden;  er 
wird  alle  im  System  der  Dreipnnkt-  oder  Tangential-Coordinaten  darstell* 
baren  Form^  durchlaufen,  der  Pol  einer  geraden  Linie  wird  vorhanden 
sein  als  Punkt,  speciell  als  Curvenpunkt,  9\m  Cnrve  der  zweiten,  dritten,' 
vierten  Classe  u.  s.  w. 

Man  müsste  jetzt,  dem  entsprechend,  dass  vorher  eine  Curve  («-  l)**' 
Orados  die  erste  Polare  war,  eine  Curve  (« —  l)*"  Classe  als  ersten  Pol 
bezeichnen  und  würde  den  allgemeinen  Satz  haben,  dass  diese  Curve  der 
(n — 1 Classe  von  den  n  Tangenten  der  gegebenen  Cni  vi'  berührt  wird, 
die  daran  in  den  Punkten  gezogen  sind,  wo  sie  die  gegebene  gerade  Polare 
schneidet.  Ueberall  in  allen  Einzelnheitcn  wird  diese  vollständige  Dualität 
oder  Reciprocität  gefunden  werden,  wie  sie  schon  in  den  beiden  Auffassungs- 
weisen einer  Curve  ausgeprägt  ist,  nach  welchen  dem  System  der  Punkt- 
Coordinaten  eine  Curve  der  Qrt  eines  beweglichen  Punktes,  dem  System 
der  Tangstttial-Ooordinaien  die  Umhttllong  einer  beweglichen  geraden  Li- 
nie ist 

An  einem  Beispiele  jedocb  mag  diese  reeipfoke  AnfIfiMwnng  etwns  nAber 

dargestellt  werden;  idbt  wftUe  daen  die  allgemane  Entwiekehmg  der  Polare 

daes  beüsibigen  Ponktes  %tyti^i»  dnreb  Einfttbrang  der  Wertbe 

+  1«,  ftyi  +  Ay,  |tZ|  ^ 

ife  d;,|f,  <  in  die  allipemeine  Gleichnng  der  gegebenen  Cnrve  tn  dem  Frtiie- 

ven  vorgelegt  worden  bt.  Jetst  ist  die  Gleidmag  der  gegebenen  Cerve  niebt 

9» 
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mehr  eine  BeUtion,  die  die  CoordoMten  jedes  ihrer  Panlcte  erfldlen,  son- 
dem  Tiehn^hr  eine  solche,  welcher  die  Coordinaten  jeder  ihrer  Tangenten 
geniigen ;  x^,  y|,  7|  sind  nicht  die  Coordinaten  eines  Punktes,  sondern  einer 
geraden  Linie.  Wenn  dort  :  l  das  lineare  VeihXltniss  war,  in  welchem 
dieVerbindangslüne  des  gegebenen  festen  Pnnktet  ^nVn'iiO)  mit  dem  ver- 
änderlichen Punkte  ar,  y,2  (A)  durch  einen  Pnnkt  in  de^  Corve  (J?|)  getheilt 
wnrde,  nimÜeh 

so  ist  jetzt  vielmehr  diese  selbe  Chrösse  j  das  Sinnsverhftltniss,  nach  wel> 

chcui  der  Wiukel,  den  die  gegebene  feste  gerade  Linie  a^n^j,:,  (0)  mit  der 

veründerlicheu  geraden  Linie  a*,y,  z  {H)  bildet,  durch  eine  Taugeute  derOurve 

(Ä,)  getheilt  wird:  .  . 

flnkPR^ 

(wenn  P  den  Scheitel  jenes  Winkels  beaeichnet).  Dort  durchlief  der  ver- 
änderliche Pankt  R  die  gesucbtc  Polare,  kier  nmhttllt  die  veränderliche 

gerade  Linie  R  den  gesuchten  Pol,  dort  m  ai-  /?,  ein  Punkt  der  gegebenen 
Cnrve,  hier  ist  es  eine  Tangente  derselben,  dort  theilte  er  die  Vcrbindanga- 
linie  der  zwei  Punkte  hier  den  Winkel  der  sich  schneidenden  geraden 
Linien  0,  It.  ^ 

Wenn  d.abor  —  um  gleicli  von  den  Resultfitoii  zu  sprechen,  denn  alles 
Recbuungäwei  k  bleibt  genau  das  Nämliche  —  dort  die  Gleichung  der  gerad- 
linigen Polaro  erhalten  ward, 

so  stellt  hier  genau  dieselbe  Gleichung  vom  ersten  (.Jrude  den  punktförmi- 
gen Pol  dar.  Und  wenn  dort  diese  geradlinige  Pularo  die  Eigouächaft  be&asa, 

so  besitst  hier  der  punktffirmige  Pol  die  Eigenschail; 

wobei  der  Punkt  P  die  gegebene  gerade  Linie  durchläuft;  dort  ist  die  clia» 
rakteristisehe  Gleichung  die  gleich  Null  ges^tste  Summe  der  Abschnittsver- 
hältnisse awischen  einem  Pnnkt  der  Onrve  und  einem  der  Polare  mi  dem 
von  jenem  Cnrvenpunkt  bis  snm  Pol;  hier  die  gleich  Null  gesetate  Summa 
der  SinnsverfaSltntsse  awisehen  dem  Winkel,  den  eine  Tangente  der  Gurve 
und  eine  des  Pt^  und  dem  Winkel,  den  dieselbe  Curventai^ente  und  die 
gegebene  gerade  Polare  bilden.  (Der  Scheitel  des  erateren  Winkels  ist  im- 
mer ein  Pnnkt  der  g«aden  Polare;  solches  ist  an  bemerken  ntttalich,  weil 
der  Pol  in  dem  betrachteten  Falle  punktförmig  und  daher  von  Tangenten 
desselben  nur  uneigentUdi  an  reden  ist.) 
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Iii  gwu  glei«1ier  Weise  Modert  ritik  Mer  die  Bedentniig  der  flWigen 
al^emeioBa  Gleicliimgeii  avn  1»esttglie1i  der  Pele  der  veriiehiedeiieii  C&tg« 
sen.  Nur  aa' jene  Gleiohimg  de«  pnnktföraiigen  Poh  mQgeu  nech  eia^e  Be-- 
merkunge»  geknüpft  werden.  FOr  eine  Cnrre  nirdtec  dasse  wird  seine 
eharakteristische  Relation 

*fnÄ,  PO  sInRtPO  ~"  ' 
welches  den  Satz  ausspricht:  Wenn  man -von  irgcuil  einem  Punkte 
-P  einer  festen. geraden  Linie  ÖP  Tangenten  PE^yPJij  an  einen 
Kegelschnitt  zieht  und  dann  den  Strahl  PH  so  legt,  dass 
P(OR^  Ii Ii.2)  oin  harmonisches  Büschel  ist,  so  gebt  PIi_  durch 
einen  festen  Punkt, 

Diess  ist  die  fundamentale  IJeziehnng  zwischen  Pol  und  Polare  in  Be- 
zug auf  einen  Kegelschnitt  als  eine  Curvo  zweiter  Classe  betrachtet. 

Aus  der  allgemeinen  Gleichung  des  punktförmigen  Pols,  und  seiner 
fundamentalen  Eigenschaft  erkennt  man,  dass  allerdings  ein  einziger  Punkt 
als  Fol  einer  geraden  Linie  in  Bezug  auf  eine  Curve  höherer  Classe  gefun- 
den wird.  Als  man  dagegen  fraher  den  Pol  einer  geraden  Linie  in  Bezug 
anf  eine  Cnrve  höheror  Ordnung  suchte,  fand  man,  dass  viele  Pole  der 
geraden 'Linie  entsprachen,  nur  den  einzigen  Fall  der  Cunre  swetter  Ord- 
nung ausgenommen. 

Wenn  die  gerade  Linie  im  Unendlichen  gedacht  wird,  so  ist  ihr  Pol  in 
Bezug  anf  einen  Kegelschnitt  das  Centrnm,  der  Mittelpunkt  desselben ;  nach 
Analogie  dieser  Beieichnung  würden  bei  einer  Cunre  höheren  Grades  viele 
Punkte  auftreten,  die  alle  gleichberechtigt  wären ,  Mittelpunkte  zu  heissen. 
Ich  habe  deshalb  ganz  vermieden,  an  der  hotreffenden  Stelle  des  Früheren 
daTon  an  sprechen,  obgleich  das  über  die  Durchmesser  Gesagte  aufzufor- 
dern schien,  TOn  Mittelpunkten  zu  handeln.  (Nämlich  nach  Analogie  des 
Verhältnisses  von  Durchmessern  und  Mittelpunkten  bei  den  Kegelschnitten.) 

Jetzt  kann  erkannt  werden,  dass  einheitliche  Mittelpunkte  den  Curven 
nur  insofern  entsprechen,  als  man  sie  als  Umhüllungen  bewegter  gerader 
Linien  betrachtet.  Die  vollkommene  und  nur  hier  vorhandene  ücberein- 
ötimmung  zwischen  Grad  und  Classe  bei  den  Kegelschnitten  ist  die  Ursaclic 
des  hier  stattfindenden  genauen  Zusaxnmentreffens  beider  Betrachtungsw  eisen. 

Um  so  mehr  ist  es  wünschenswerth,  hier  die  interessante  Frage  zu 
beantworten,  welche  Eigenschaft  einen  solchen  Mittelpunkt  einer  Curve 
höherer  Classe  charakterisirt 

Wenn  man  den  Fns^nnkt  der  von  auf  die  gerade  Linie  BP  gefKll« 
ten  Senkrechten  und  den  Fusspnnkt  der  v<m  demselben  Ponkte  auf  die 
Linie  OP  gef&llten  Senkrechten  0^  nennt,  so  kann  die  allgemeine  Relation 

^  (S^j  =  0  m  der  Form  £  (^'j  «  0 
geschrieben  werden. 
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Wenn  nan  die  Linie  Ol*  in  das  ünendKelie  fortrttekt,  «o  werden  alle 
Nenner  in  dieser  Scmme  eii^der  gleich  vnd  man  hat  als  einfache  Befini* 
tion  eines  wirhliohen  Mittelpnnhtes 

d.h.  es  verschvindet  die  Snmme  der  Senkrechten,  die  »an  von  den  Berüh- 
rungspunkten eines  Sjrstems  paralleler  Tangenten  auf  eine  durch  den  Mittd- 
punkt  gezogene  gleichgerichtete  gerade  Linie  fHllen  kann,  oder  die  Snmme 
der  Perpendikel  von.  ihm  seihst  auf  dieses  Tangentensystem. 

Ohasles  hat  diesen  Sata  zuerst  gegehen  (Quetelet,  Comgp*  math. 
IT.  8.):  Das  Ce-ntram  der  mittleren  Entfernungen,  eines  Systems 
paralleler  Tangeuten  zu  einer  beliebigen  gegebenen  Curve 
ist  ein  fester  Punkt,  der  als  der  Mittelpunkt  der  Curve  be- 
trachtet werden  kann.  In  einem  Kegelschnitt  ist  der  Mittelpunkt  der 
Verbindungslinie  der  Bcrüluunp:spunkte  zweier  paralk  lrii  Tangenten  dieser 
feste  Punkt.  In  einer  Curve  dritter  Classe  ht  es  der  Schwerpunkt  des  diurch 
die  Berührungspunkte  gobildoten  Dreiecks  u.  s.  w. 

Damit  mag  nun  auch  die  Eiörtrrurig  jener  anderen  Frage  und  diese 
Darlegung  der  Theorie  der  Pole  und  Polaren  überliaupt  geschlossen  sein. 


Digitized  by  Google 


VI. 

Die  ISektricitfltilelae  vom  Standpunkt  der  ündnlattonsthcorie. 

Ein  Versuch  von  Dr.  Ed.  Zbtzbche, 

Lehrer  «.  d.  K.  Oewerbschnle  ia  Chenmiti, 

2.  Artikel. 


In  dem  YorliergebMideii  haben  wir  gezeigt,  welche  vielgeift^  Uebw- 
einsttromang  swiMhen  SelinU,  Wltrme,  Liebt,  Elektricitftt  und  ICagnetienrnt 
vorhanden  iat^  daran  reihen  wir  jetat  den  Veraneh,  die  elektrischen  Er- 
scbcinnagen  ane  der  Aanabme  ven  elektrbchen  Schwmgnngen  an  erUlren. 
Gerade  wegen  jener  nachgewiesenen  Uebereinstimmung  aber  tchlieMen 
wir  uns  enger  an  die  Theorie  des  Lichtes  an  und  suchen  durc^h  sie  «avSrT 
derst  eine  Grundlage  zu  gewinnen,  auf  welche  wir  uns  bei  der  Bildung  un- 
serer Ansicht  über  die  allgemeinsten  Eigenschiiften  der  elektrischen  äohwin^ 
gungen  stützen  können. 

Da  das  Licht,  abweiclioud  vom  Schalle,  sich  solbst  durch  einen  luft- 
leeren Kaum  hindurch  fortpflanzt,  so  nimmt  man  an,  dass  die  Lichtschwin- 
gungen  nicht  Schwingungen  der  Körpcrthcilchon  seien,  sondern  in  einem 
überall  verbreiteten,  höchst  elastischen  Jfedium,  in  dem  Aether  vor  sich 
gingen.  Die  Theilchen  dieses  zur  Erklärung  der  Lichterscheinungen  zu 
Ililfc  genommenen  Aetbers  sind  im  Verbältuiss  zu  den  Körperthcilchcn  äus- 
serst klein  nnd  swar  in  dem  Grade,  dass  ihre  licbtgebende  Bewegung  die 
KSrpertheilehen  weiter  gar  nicht  berOhrt,  sond<»m  Letitere  bei  derselben  in  • 
Bnhe  bleiben*)»  Wohl  aber  ttbt  die  wXgbare  Ifasse  der  K9fper  einen  ge- 
wissen Binflnss  anf  die  Aethertheilchen  ans,  nnd  desshalb  ist  die  Fortpflan- 
song  dea  Lichtes  im4nftleeren  Banme  und  in  jfin  verschiedenen  gasförmi- 
gen, flüssigen  nnd  festen  Körpern  verschieden.  Eben  so  gnt  nnn,  wie  die 
Eörpertheilchen  auf  einander  einwirken,  thon  es  auch  die  Aetherpartikel- 
chen ;  allein  es  wird  die  dadurch  bedingte  absolute  Elasticittt  des  Aethers 


*)  Wenn-  nicht  etwa  die  chcmischo  Wirkung  des  Lichtes  auf  eine  Ut^berwin- 
dOQg  der  TrBgheit  der  ruhenden  KürperUieilclien  durch  den  Hchwingendea  Aether 
.hiadentet. 
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durch  jenen  Eiafluss  der  Körpertheflchen  abgeXadert,  und  wir  lernen  somit 
immer  nnr  die  reUtive  ElasticiUt  der  Aetlieräieilelien  kennen.  Fflr  gewöbn- 
lich  befindet  sieh  die  Gesammtinrknng  eller  auf  irgend  ein  Aetbertbeilehen 
anaiebend  odw  abstoseend  wirkenden  Aetbertbeilebm  mgleich  mit  der  yen 

den  Körpertheilchen  auf  dasselbe  ausgeübten  Anaielmng  oder  Abstossong 
im  Gloicligcwichte.  Wird  diese«  Gleichgewicht gestSrt,  so  streben  die  Aether- 
theilchen  in  dasselbe  zurückzukehren,  und  wegen  der  vorhandenen  Elastici- 
tiU  beginnt  %UTor  einschwingen  um  die  (iloichgewichtslage;  diese  Schwin- 
gungen aber  pflanzen  sich  dadurch  fort,  dass  in  Folge  des  zwischen  den 
Aethertlipilclien  bestehenden  Zusammenhangs  jedes  folgende  Theilchen  eine 
Anregung  bekommt,  die  Bewegung  dos  vorhergehenden  (um  eine  kurze  Zeit 
später)  n.iclizumachen.  Werden  auf  diese  Weise  die  entstandenen  Schwin- 
gungen Iiis  zur  Netzliant  des  Auges  fortgepflanzt,  ko  empfindet  das  Auge  sie 
als  Lichteindruck.  Diese  Schwingungen  des  Aetlirrs  erfolgen  transversal  . 
auf  die  Fortpfiauzungsrichtung ,  welche  mit  der  Richtung  der  Strahlen  zu- 
sanunentallt.  ,,In  dem  einfachsten  homogenen  Lichte  bewegen  sich  die 
schwingenden  Aethertheilchen  nach  der  Weisä  eines  einfachen  Pendels  nnd 
beschreiben  entweder  geradlinige,  kreisförmige,  oder  elliptische  Babnen. 
Diese  Bew^ngsformmi  imd  der  Grund  der  geradlinigen,  der  circnlaven 
nnd  der  elliptischen  Polarisation.  Die  Farbe  des  Lichtes  richtet  sieh  nach 
der  Daner  dner  Schwingong;  die  Stftrke  desselben  wird  dnrch  das  Quadrat 
der  Sehwingangsweite  gemessen**  *). 

Wenn  wir  nnn  gans  denselben  Aefher  nnd  in  derselben  Weise  andi  die 
elektrischen  Erseheinnngen  vermitteln  lassen  wollen,  nSmlich  so,  dass  er 
dieselben  nicht  schon  dnrch  sein  blosses  Vorhandensein,  sondern  erst  dann 
vermittelt,  wenn  er  in  gewisse  Schwingungen**)  gerSth,  so  finden  wir  uns 
doch  besonders  durch  die  Leitnngserscheinungen  nnd  durch  die  so  deutlich 
ausgeprägte,  kräftige  Einwirkung  der  Blektricität  auf  die  Massentheilchen 
zu  einer  wesentlichen  Abweichung  von  der  eben  kurz  vorgetragenen  Theo- 
rie des  Lichtes  veranlasst.  Und  desshalb  stellen  wir  die  Eiektricität  gleich- 


*)  Ettingshausen:  die  Prineipien  der  lieetigen  Pliysib,  S.  10. 

**)  Wir  (1(  nkcti  uns  dioHo  SchwingiiniTon  fbenfnlls  transversfil  gegen  die  Ft  rt- 
päanzuDgsrichtuDg.  —  Die  vorliegeude  Abbandliing  war  in  ihrem '  Haupte»! wurf 
sehon  sn  Ende  ltM$6  fertig  tmd  wurde  snerst  im  Janmar  1857  priratim  mitgetheilt, 
im  April  1857  aber  der  pliilusophischen  FacuUUt  der  rnivcrsUät  Jena  vorgelegt. 
Gegen  Ende  1657  erschien  von  Professor  Karl  Kobida  in  Klagenfiirt  eine  „Vi- 
ImtioiirtheoTie  der  Blektrielt%"  Robida  hat  „seit  Anfarf^  dienen  Jahres  (1857) 
die  Vibrationstheorie  der  FlnidunisIiy()otliese  substitiiirt"  und  nach  ihm  „beruht 
die  Eleklricitilt  auf  Longitudinnl.Hchwingungcn  der  Theilchen  eine»  elektrischen 
KSrperSt  ans  welchen  Longitndinalwollen  entstehen,  die  als  positiv  elektrische 
mit  verdichtetem  Vordcrflicile,  als  negativ  elektrische  mit  verdünntem  Vordertheile 
in  der  FortpflanzungHrielituiig  der  entsprechenden  Klektrieitat  fortschreiten."  Für 
die  Richtigkeit  dieser  Bc'.auptnng  werden  directe  Rewei.He  anfgefBhrt.  Die  Be> 
weisfUhrung  ist  aber  locker  und  lückenhaft,  und  r<  Iif^rrsoht  in  der  ganren  Durch- 
führung viel  Willkühr  und  sum  Theil  Uubcdtiiniutheit ,  wie  wir  in  einem  spätem 
Artikel  ttaebsnweisen  Gelegenheit  nehmen  werden. 
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mn  «If  üebwrgwgtgKed  swiMhen  Behall  md  Liehl  diireli  H»  Aanahmo, 
dM8  4le  «lelcftrtsoliMi  Bnebclningtii  weder  aattsUiessend  und  all«!]!  ms 
SdtwuKgODgen  der  KOcpertheilelien,  noch  anflseUieBaend  und  allein  «w 
SdiwingiiDgen  des  Aethers,  sondern  ans  beiden  gemeinschaftlich  hervor» 
gehen*).  Damit  sieJi  «Im  em  Körper  elektrisch  zeige,  müssen  in  ihm 
beiderlei  Schwingungen  vorhanden  sein,  nnd  so  lange  sie  vorbandeneiad, 
ist  eben  der  Körper  elektrisch.  Es  treten  nun  aber  elektrische  Schwingan- 
gen  der  Körpertheilchen  nie  allein  auf,  sondern  sind  stets  von  gleichen 
Schwingungen  des  Aethcrs  begleitet;  dagegen  kann  es  geschehen,  dass  in 
besonderen  Fällen  blos  die  Aetlierthcilchen  in  Schwingungen  gorathen,  ohne 
zngleich  die  Körpertheilchen  mit  in  Schwingungen  zu  versetüen.  Es  kön- 
nen nämlich  die  Wechselheziehungeu  zwischen  Acther-  und  Massentheilchen 
von  verschiedener  Art  sein.  Die  Körpertheilchen  werden  immer  ein  gewis- 
ses Uebergewicht  Uber  die  Theilcheu  des  so  äusserst  feinen  und  beweglichen 
Aethers  ausüben  und  deashalb  gewaltsam  und  unwiderstehlich  ihre  Schwin* 
gungen  fteta  aneh  Mtf  den  Aetber  ttbertri^en ,  wlliread  ein  Sehwingen  der 
Aedter&eildMn  sieh  den  KSrpertheüehen  nnr  dann  mitdieil^  kann,  wenn 
die  Weehselwirknng  swiseben  beiden  krftftig  genug  dasn  ist  nnd  wenn  ttber* 
diesB  die  Stanlieit  dei;  Ktfrpertheilehen  diese  nieht  hindert,  dem  erhaltenen 
Antriebe  an  Schwingungen  sn  feigen.  Werden  also  irgend  welche  elAftri- 
s^  Sehwingnngen  bis  an  eineoii  Körper  fortgepflanat**),  so  wird  es  von 
dem  w  diesem  herreehenden  VerhMtniaae  awiseken  Aedi«r-  und  Körper* 
iheüchen  abhftngen  ***),  ob  in  ihm  durch  den  von  den  ankcwtimenden  Schwin- 
gungen ausgehenden  und  desshalb  in  seiner  Stärke  bestimmten  Antridb  Uos 
der  Aetber,  oder  ob  Aether-  und  Körpertheilchen  zugleich  in  Schwingungen 
versetzt  werden,  d.  h.  ob  der  Körper  blos  die  Elektricität  als  Strahlung  durch 
sieh  hindurch  wirken  iMsst  t)»  oder  ob  er  selbst  elektrisch  wird.  Im  erstem 


*)  Robida  nimmt  blos  Schwinn^ungen  der  Körpertheilchen  an;  wir  gewinnen 
durch  niwere  Annahme  leine  leiehte  Erklärung  Hir  die  inflaenzirende  and  induci- 
rende  Femwirkno^  der  EleMrieittt  und  leiten  ans  ihr  auch  die  Verfichiedenheiten 

im  Verhalten  der  Leiter  uml  NiclitleUcr  ab.  —  Dieselbe  Annahme  dürfte  mit  ähn- 
lichem, Vortbeil  wohl  auch  für  die  Wtii-me  beibehalten  werden  können;  ohnehin  be- 
traebtet  man  ja  die  Verbreitung  der  Wärmentrahlen  als  ätherische  Wellenbewcß:iing 
mit  trAnsversftlen  Schwingungen;  willnend  irinn  sich  andere  Wärmeerscheiuiiii;ren 
als  auf  Schwingungen  der  Körpertheilchen  selbst  bernhend  vorstellt.  Vergl.  dar- 
über Ettingshausen ,  die  Principien  der  heutigen  Physik ,  8.  14  und  15. 

Viel  Aehnlichkeit  mit  dem  rorliegenden  Falle  hat  <\\o  Kosonariz.  —  Die  Luft 
ftber  einem  tönenden  Körper  schwingt  ebenfaUs  mit,  und  es  erscheinen  die  Chlad- 
ni'schen  Klangflgnren  au^  auf  tinw  IShw  ekier  tSnendea  Beheibe  ausgespannten 
Membran  Eine  Rerührang  des  tönenden  Fvörpcrs  mit  der  Hand  oder  mit  einem 
andern  weichen  Körper  lässt  den  Ton  verschwinden  oder  macht  ihn  unrein. 

***)  ßecqucrel,  traitd  de  physiqne  I,  3ß7!  „Die  Leitungsfähigkeit  kann 
von  dem  Molekularzustande  abhängen;  der  7>inmant  Isolirt,  Anthrac.it  nnd  Coak 
leittMj."  —  Wenn  die  Theilchen  durch  Huesern  Zwang  in  einer  iinfroiwillijren  Span- 
nung erhalten  werden,  so  werden  sie  an  Beweglichkeit  verlieren  und  sich  ihre 
Leitnugsfähigkett  vermindern.    Einflnss  der  Temporahir  auf  die  Leitungsfähigkeit. 

f )  Bei  der  •gestrahlten  Wärme  wird  der  Körper ,  durch  den  hindurch  die  Strah- 
lung erfolgt,  selbst  nicht  warm. 
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FftUe  nennen  wir  den  KSrper  einen  Niehdeiter  oder  leolfttor,  im  iweiten 
einen  Leiter*).  In  den  Leitern  llbertrigt  lioli  immer  die  Sebwingnog  Ton 
eiuem  Theüdien  nnf  die  andern  und  es  werden  ao  anch  beUe  Arten  der 
Schwingnngen  fortgepflanzt'*'*').  Ja  selbst  dann»  wenn  bis  zn  einem  Leiter 
nur  Schwingungen  der  Aethertheilchen  gelangen,  gerathen  doch  in  ihm  nieht 
bloe  die  Aethertheilchen,  sondern  aach  die  Körperth eilchen  mit  in  Schwin- 
gungen und  die  zu  ihm  gelangte  Strahlung  wird  in  ihm  (bei  der  Influon« 
oder  Vortbciliin};)  zur  Leitung,  weil  ja  bei  den  Leitern  die  Aethertheilclirn 
nicht  aHein  schwiugen  können,  die  Strahlung  nicht  unverändert  durch  sie 
hindurchgeht.  Anders  ist  es  bei  den  Nichtleitern:  da  vermag  kaum  ein 
schwingendes  Körpertheilchen  seine  trägt  n  Nachharn  in  Seliwiugungen  zu 
versetzen  und  noch  viel  weniger  kann  daher  ein  Aetliertheilchen  durch  seine 
Schwingungen  die  Körpertheilchen  zum  Mitschwingen  anregen.  Es  i.st  viel- 
mehr in  den  Nichtleitern  die  Wechselwirkung  zwischen  den  Aether-  und 
Körpertheileben  so  schwach,  dass  die  Letiteni  den  Erstem  sogar  gestatten, 
IHtar  deh  allein  sn  seliwingen.  Bo  tritt  bei  den  NiebÜeitem  die  Strabfamg 
mebr  oder  minder  firei  yon  der  Leitung  benror,  deren  Begleiterin  sie  tbri* 
gens  für  gewOlmlieh  ist  Es  braneht  femer  wohl  kanm  noeb  besonders  her- 
•Torgehoben  sn  werden,  dastdioNiebtleiter  in  Folge  der  dnroh  sie  bindnrek- 
gebenden  StraUnag  noeb  niebt  elektriseb  werden,  so  lange  nitlit  aneb  die 
Kttrperthefleben  in  ibnen  sn  sebwingen  beginnen.  Wenn  aber  ein  NiditF- 
leiter  einnutl  elektriseb  wird,  wcpn  bei  ibm  aneb  die  K9rpertheileben  schwin- 
gen, dann  werden  deren  Sehwingongen  in  der  RegOt  sebr  heftig  sein***). 
Die  Strahlung  mvss  als  blosse  Fortpflansnng  der  elektriseben  Aetherschwin- 
gungen  mit  der  geradlinigen  Fortpflanznng  der  Lichtstrahlen  mebr  im  Ein- 
klang stehen,  als  die  Leitung,  bei  welcher  sich  die  Schwingungen  von  Theil 
zu  Theil  mitthoilen  und,  ohne  eine  ursprüngliche  Richtung  der  Fortpflan- 
zung festzuhalten,  dem  Leiter  in  allen  seinen  Windungen  und  Krümmungen 
folgen  t)>      lauge  nur  der  Zusammenhang  nicht  unterbrochen  ist.  Die  In- 


*)  In  der  Wirklichkeit  dürfte  es  aber  weder  vollkommene  Nichtleiter,  noeli 
vollkommene  Leiter,  Hondern  hios  grute  und  schlccJite  Leitt-r  pehen,  wie  os  ja  auch 
nicht  vollkommen  olastisclu'  oder  nnelast'hche  Körper  gibt.  —  Die  besten  Leiter 
der  ElektricitHt  und  zugleich  der  \\  inne  sind  die  dehnbaren  Metalle  und  die  leicht 
beweglichen  Flüssigkeiten ;  die  bebten  Isolatoren  sind  spröde  und  sähe  Sabstanzen. 
Trockene  Oase  isoliren  so  lange,  bis  die  schwache  Wechselwirkung  zwischen  Aether« 
und  Körperthoilchen  durch  die  mit  zunehmender  Verdünnung  wachsende  Beweg- 
lichkeit der  Theilchen  fiberboten  wird.  —  Der  harte  Stahl  bat  eine  grössere  Coer> 
eltivkraft,  als  wefehes  Elsen,  dessen'  CoereftfTkrnft  jedoch  dareh  Kalthimnern 
und  Vordrehen  um  pcine  Längsaxe  wSchst. 

**)  Mit  glri  lier  < Ir;  i  liwiiidigkcit  durcli  eine  Art  I'iiisoniren. 
***)  Bei  geapannteu  Raiten  und  Membranen  sind  die  Sohwingungssahleu  propQr- 
tionel  den  Quadratworseln  mm  dee  •panaendeii  Gewichten.    Vefgl.  Ponillet, 
ttbersetKt  von  Palmieri,  IIL  §  330. 

t)  Gans  ähnlich  wie  bei  der  geleiteten  WÄrnae.  VergL  Zantedeschi  11.  I. 
8.  368  «Bd  die  Note  ▼oa  Melleai  sn  §  482  der  Pidniieiriboben  Uobereettneg  de« 
4.  Theile  der  Physik  Ton  Poaillet. 
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teiuritit  ttimnit  daher  hier  nieht  mit  dem  Quadrate  der  Entfeimoig  ah,  tonden 
htt  ledlgHeh  dureh  die  Aniahl  der  bioterehiaader  ia  Behwingangou  aa  ver- 
petaenflen  IHieilchen  bedingt*),  was  das  Oh  mische  Gesetz  über  den  Ein- 
fluBS  der  Lttnge  des  L^tere  auf  die  S^mstärke  bestätigt.  Da  es  endlich 
eines  kräftigeren  Anatasses  bedarf,  um  die  gröberen  Körpertlieilehen  ia 
Scbwingangett  zn  versetzen»  ao  wird  auch  bei  der  Leitung  mehr  von  dem 
Bchwingnngsmottiente  des  nrsprünglicb  elektrischen,  abgeleiteten  Körpers 
verbraucht,  als  bei  der  blossen  Strahlung**);  dennoch  schützt  aucli  der 
beste  Nichtleiter  anf  die  Dauer  nicht  ausreiohend  gegen  jeden  Verlust  an 
•  Elektricität. 

Vielleicht  werden  durch  die  Schwingungen  der  Körpertheilchen  vor- 
wiegend die  Veränderungen  veranlasst,  welche  durch  die  "Elektricität  in 
den  Aensserungen  der  MolekularkrÄfto  eintreten,  während  die  leuchtenden 
und  dynamischen  Wirkungen  auf  Kechuung  der  Schwingungen  der  Aether- 
theilchen  an  sehreihen  wiren. 

•  Anf  efaM  Verdiehtung  im  fortpflansenden  Ifittel,  velehe  bei  den  hloa 
im  Aether  fortgepflaaatra  Liehtsehwmgungen  nieht  stattfindet,  aeheint  daa 
Ziekaaek  dea  BUtaes  und  die  VerVatelang  der  elektrisehen  Fnnken  hinan« 
denten. 

Und  wie  lassm  sieh  nun  ans  diesen  Voraussetzungen  die  Gesetae  der 
dto^lrwdieo  Brseheinnngen  entwiekefai?  Bei  der  Untersuehnng  daitther 
aehriden  wir  die  Gesanunllieit  der  elektrisehen  Erscheinungen  in  zwei  Grup- 
pen und  handeln  zunächst  von  der  Erregung  der  EldttrioitÜt  und  dann  von 
dem  Verhalten  elektrischer  Körper. 

l)  Unter  den  verschiedenen  Arten  der  Erregung  derElektricität 
hesprechen  wir  zuerst  die  Erregung  durch  Berührung.  Wie  sich  in  jedem, 
in  allen  seinen  einzelnen  Tlieilchen  völlig  gleichartigen  Körper  die  wech- 
selseitigen Wirkungen  der  Körper-  und  Aethertheilchen  auf  einander  iiu 
Gleichgewichte  befinden,  so  Ist  es  auch  bei  der  Berührung  zweier  ganz 
gleichartiger  Körper***);  denn  es  erhält  hier  jedes  Theilchen  in  der  Berüh- 
rungsfläche zwei  gleiche  Antriebe  nach  entgegengesetzter  Kichtung.  Dess- 
halb  ist  in  beiden  Fällen  keine  Ursache  vorhanden,  wesshalb  die  Theilchen 
aus  dem  Zubtando  der  Ruhe  in  eine  schwingende  Bewegung  übergehen  soll- 
ten. Sind  aher  die  beiden  sich  berührenden  Körper  verschiedenartig,  su 


*)  Die  Qrösse  des  Querschnitts  dagegen  ist  hier  eben  so  wenig  von  Gewicht, 
als  der  Verbreitung  tönender  Sehwingnngcn.  Tergl.  Poniltet,  flbersetst  von 
Palmierl,  III.  §  337.  B.  82. 

**)  Für  gewöhnlich  ist  dl«  Tnflaens  nnd  Tnduetion  für  den  inflnenclrenden  nnd 
inducirenflcn  Körper  nicht  als  Arbeit  z;i  bottncliten;  wolil  aber  die  Ueberwiiidung 
des  Leitangs Widerstandes  (vgl.  Ettingshausen,  die  Priucipien  der  lieutigen Phy- 
sik ,  8.  18).  Dass  aber  selbst  bei  der  Infloens  eine  nunhefte  Menge  Enenrieitftt 
vrrhrnticlit  nnd  nnwirksam  gemacht  werden  IcMni,  seigea  ons  die  Erfyinuigea  au 
ins  Meer  versenkten  TelegrapbendrUiten. 

***)  Aadter  Meimnig  ist  Kobida,  Tergl.  Vibrationstbeorfe  8.  14;  eUeia  sncb 
in  dieaem  Punkte  kSnaen  wir  nm  lüeht  su  leiaer  Anaieht  bekehzen. 
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und  die  von  den  entgegengesetzton  Sotten  kommenden  Antriebe,  wem  «is 
in  gleichem  Sinno  erfolgen ,  sie  also  das  davon  ergriffene  Theilchen  aus  der 
Olcichgowichtslage  nach  entgegengesetzton  Kichtnngen  zu  verschieben  stre- 
ben, M-enigsteus  nicht  gleich  gross,  und  es  bleibt  dann  ihre  Differenz  wirk- 
sam übrig;  oder  die  Autriebe  wirkTO  gar  in  eutgogeugesctztem  Sinne,  anf 
ein  und  dasselbe  Theilchen,  und  dann  unterstützen  sie  sieh  gegenseitig  in 
ihren  Wirkungen.  Es  wird  also  in  diesem  Falle  immer  das  Gleichgewicht 
gestört  sein  *)  und  zwar  um  so  mehr,  je  grösser  die  Verschiedenheit  oder 
der  Gegensatz  iu  den  Eigenschaften  der  zur  Berülirung  gebrachten  Stofto 
ist,  d.  h.  je  stärker  deren  chemische  Verwandtschatt  ist^*).  Aus  dieser  er- 
■ten  GleidigewiektsatSrung  werden  dann  nm  so  leichter  elektrische  Schwin- 
gungen heiTorgehen  kSonen,  je  stärker  die  Weehselwirkmig  zwischen  den 
Theilchen  ist  nnd  je  leichter  rieh  dieselbeB  in>-elektri8che  Schwingungen 
versetsen  lassen.  Daher  liefert  nur  die  Berührung  guter  Leiter  merkliche 
Elektricität  und  awar  um  so  mehr,  je  verschiedenartiger  dieselben  sonst  sind. 

Die  Theilchen  in  der  BeriIhrungsflKche  haben  aber  gerade  die  en<|;egen- 
gesetate  relative  Lage  gegen  die  Theflchen  des  emen  und  des  andern  der 
-  beiden  sich  berührenden  Körper,  somit  erfolgt  die  erste  Ablenkung  aus  ä«c 
Gleichgewichtslage  für  den  einen  Körper  gerade  in  entgegengeset9|tem 
Sinne,  als  für  den  andern  Körper.  Wenn  nun  die  Sidiwingangen  selbst  von 
solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  durch  den  eben  genannten  Umstand  und 
seinen  Einfluss  auf  die  Gestalt  oder  die  Lage  der  Schwingungsbahn  die 
Schwingungsweise  sich  als  eine  andere  herausstellen  kann***),  so  können 
die  von  den  schwingenden  Tlieilchen  in  der  Berührungsfläche  aus  gleich- 
zeitig nach  beiden  Seiten  bin  forlgeptianzteu  Schwingungen  in  verschiede- 
nem Sinne  erfolgen,  einen  gewissen  Gegensatz  zeigen  und  den  einen  der 
beiden  sich  berührenden  Körper  als  positiv,  den  andern  als  negativ  elek- 
trisch erscheinen  lassen. 

Die  Schwingungen  pflanzen  sich  also  von  der  Berührungsfläche  ans 

*)  Ganz  gleichförmifr  werden  wir  auch  alle  anrlern  Erregnn^sarten  der  EIoc- 
tiicität,  selbst  Influenz  und  luduction  aus  Störung  des  GleichgewicUta  ableiten.  — 
Becquerel,  trftilu  de  physiquo  I.  S.  74:  Alles,  was  d^s  natürliohe  Gleichge- 
wicht der  Moleküle  zu  stiircn  strebt,  wird  Ursache  einer  EIcktricifiitserreguug." 

**)  Wir  möchten  hier  an  die  cbemiaohe  Wirkung  durch  Contact  (Mitscher- 
lich)  oder  die  Katalyse  (Berselini)  erinnern.   Berselius  hXit  die  katalyti- 

sehe  Kraft  für  eine  besondere  Aeusserung  der  eiektroclicmi.-^clicn  Thiltigkeit,  deren 
Wirkung  eigentlich  darin  bestehe,  dass  sie  ,,die  Elemente  der  Körper  au  einer  neuen 
Anordnung  veranh)S8t,'*  )n  welcher  die  entgegengesetsten  ElektricitSten  voDsUbidt» 
ger  nentralisirt  d.  Ii.  die  Vcrwnndfschaften  mehr  au.';gcfxlichon  sind.  TSTgl.  Ram- 
melsberg,  Lehrbuch  der  ätücliioinetrie,  Berlin  1842,  S.  57.  Diese  Erklärung 
von  Berselius  Usst  sieh  mit  der  hier  vorgetragenen  Ansicht  recht  gut  vereinigen. 

***)  Der  Einfluss  der  Art  und  Weise,  in  welcher  das  zuerst  schwittgwide  Theil- 
chen abgelenkt  wnrde,  auf  die  Schwingungsweise  der  andern  damit  zusammenhän- 
gendcu  Tlieilchen  findet  fiich  sehr  deutlich  ausgesprochen  in  den  Kesonanzerschei- 
nnngen  von  IMutten  ,  die  mit  gestrichenen  Saiten  in  Verbhldinig.  Stehen*  Vergl. 
Pouillet,  übersetst  von  Paimieri  III.  §  350.  S.  112. 
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fiber  b^de  Körper  in  deren  ganzer  Ansdehnnng*)  foft.  Das  dabei  Ter- 
braucbte  Sdiwingangsmoment  wird  stetig  wieder  eMetnft,  so  lange  in  der 
Bertthmng  die  wregende  Ursache  thtUg  bleibt.  In  Folge  dieser  Naebhal- 
tigkeit  der  Wirknng  gerftth  der  ganse  Körper  danemd  in  elektrische  Schwin- 
gnngen,  deren  Intensitif^^anfinglich  annimmt,  bis  doli  ein  nener  Behar- 
mngsrartand  herani^bildet  hat  nnd  nüt  diesem  das  Maximvm  der  filektrir  ^ 
eiti^  erreicht  vnrde.  Anch  hierbei  ist  wieder  (wie  8. 136  Note  *).  die  Orösse 
des  Qaerscbnitts  der  Körper  ohne  Etnfluss  und  demgemäss  ist  es  anch  glMch- 
giltig,  ob  in  dSm  Querschnitte,  von  welchem  die  Bewegimg  nrsprflnglich 
ausging,  nämlich  in  der  Berührungsfläche,  eine  grössere  oder  geringere  An* 
zahl  von  Tlieilchen  aus  dem  Gleichgewichte  gebracht  wurden  oder  mit  an- 
*  dem  Worten :  die  Grösse  der  Berührungsflächen  ist  eben  so  ohne  Kinfluss 
auf  die  Menge  der  erregten  Elektricität,  wie  die  Grösse  der  Löthflächen 
bei  der  Thermoelektricität  ***) ;  vielleicht  aber  dürfte  in  beiden  Fällen  von 
(lieser  Grösse  die  Zeit  abhängen,  welche  bis  zum  Eintritt  des  Maximums 
verfliesst.  Wesentlich  anders  natürlich  verhält  es  sich,  wenn  mehrere  Be- 
rühmngsflUchen  hinter  einander  tluitig  sind  und  in  einem  aus  mehreren 
Theilen  gebildeten  Ganzen  wirken.  Daher  kommt  es  auch,  dnss  die  elek- 
irische  Differenz  zwischen  zwei  Gliedern  der  elektrischen  Spannungsreihe 
gleich  ist  der  Bnmme  der  DiflSnrenten  der  Zwisch«igUeder,  wobei  man  zn- 
gleich  die  Axt  nnd  StSrkr  der  ersten  Einwirknng  der  sich  berthrenden  Sub- 
stanzen nicht  ansB^  Aeht  lassm  darf;  denn  ans  ihr  erklirt  sieh  einmal, 
warum  die  elektrische  Spannnngsreihe  in  so  naher  Besidinng  zn  den  diemi- 
:  •  sehen  Bigehsehaftent)  ste^t,  vnd  andrerseits,  warnm  derselbe  Btoff  poeitiT 
oder  negatiy  %lektrlseh  wird,  jenaehdem  man  den  swdten,  Um  berfllireikdea 
Körper  wifhlt.  Die  Polarisation  oder  elektromotorische  Gegenkraft  bei  den. 
inconstanten  Ketten  liefert  den  sdilagendsten  Beweis,  wie  die  Einwirknng 
sofort  sich  Indertt  wenn  die  Körper  ihre  Eigenschaften  ^^  oehseln,  Tomftm- 
lieb  wenn  diess  an  den  sich  berührenden  Flftchen  geschieht. 

.  Wie  in  einem  tönenden  Körper,  wenn  w  in  Unterabtheilongen  sdiwingt, 


*)  Ganz  ähnlich  wie  bei  tönenden  Körpern;  vargl.  Ponllleti  filmscitit  ron 

Palmieri  III.  §  343. 

**)  Könnte  aaoh  bei  der  Elektriciat,  wie  beim  Lichte  (S.  132),  daa  Quadrat  der 
Bekwingungiweite  «la  UsaM  Ifir  die  Intensit&t  gebrancht  werden  f 

***)  Bei  dem  Elektrisiren  eines  Körpers  durcli  Mittheilang'  darrpnren  feblt  die 
NachbaUigkeit  der  Wirkaug.  Hier  besitzt  der  mittbeilende  elektrische  Körper  nur 
ein  bestimmtes  Schwingnngsmoment,  das  tioh,  einmal  Terbrancht,  nicht  wieder  er» 

setzt.  Je  mehr  also  hier  mit  der  gesammtCD  MasRc  des  zu  elektrisirendcn  Körpers 
die  Anzahl  der  hintereinander  in  Kchwingnngeti  zu  versetzenden  Theilchen  wächst, 
um  so  {geringer  nur  kann  der  Antheil  sein,  welcher  von  jener  gegebenen,  anf  Stö- 
rung des  (ilfiichgewichts  wirkenden  Kraft  auf  jedes  einzelne  Tlieilchen  l'ommt, 
desto  geringer  ist  dann  auch  die  IntensitHt  der  Schwingungen  oder  die  Dichte  der 
Elektrieiat. 

f)  Den  Ornnd  für  das  eigenthümliche  Verhallen  <L  r  'r  ipn)aren  nnd  elastischen 
Flüssigkeiten  möchten  wir  in  ihren  chemischen  und  physikalischen  Eigenschaften 
tttcheh* 
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rnhend«  Sebwingungsknoten  die  Stellen  beseiehnen,  W|»  die  entgegengesetzt 
eehwingenden  Systeme  fn  einender  grensen,  so  seigt  sieli  die  BerQhninge- 
fläche  der  heiden  entgegengesetzt  elektrisch  gewordenen  Kürper  als  Indiffe- 
lenzzone.  So  lange  nnn  die  beiden  elektrischen  Pole  isolirt  bleiben,  wer-  . 
den  die  Schwingungen  eines  jeden  der  beiden  Systeme  durch  die  des  andern 
beeinträchtigt'^),  indem  hier  eine  Art  Resonanz  statt  bat,  ganz  ähnlich  wie 
bei  einem  System,  das  aus  mehreren  tönenden  Körpern  gebildet  ist.  Wird 
dagegen  der  eine  Pol  abgeleitet,  so  wird  sein  SchwingungsDiomcut  durch 
die  unendlioli  grosse  Anzahl  der  von  ilim  aus  in  Schwingungen  zu  versetzen- 
den Theilchen  verbraucht**)  und  die  lutensität  der  Schwingungen  des  an- 
dern, nicht  abgeleiteten  Systems  wird  grösser,  verdoppelt  sich  nahezu.  Der 
Leiter,  welcher  den  ableitenden  Körper  mit  dem  abgeleiteten  Pole  verbin- 
det, wird  im  Augenblicke  der  Ableitung  selbst  von  einem  „elektrischen 
Strom"  durchlanfen,  d.  h.  es  pflanzen  sich  die  vom  Pol  ausgehenden  elek*» 
triscben  Sebwiugungen  durch  ihn  bindordh  £ort.  D<»  im  Tcrliegenden  Falle 
entstehende  elektrisehe  Strom  ist  aber  anr  ein  momentaaeri  eine  ein^elae 
elektrische  Welle. .  Werden  dagegen  beide  Pole  gleidueitig  abgeleitet,  so 
werden  in  jedem  Angenblicke  die  Schwingnngen,  welche  in  der  Berührnng^- 
fliehe  entstanden,  nadi  beiden  Seiten  yoUetKadlg  abgeleitet  nadTerbsanch^ 
nnd  ee  kOnnen  Ton  Augenblick  au  AngenbUok  ia  nnnnterbroebeacr  An&ia- 
anderfolge  neae  Schwingungen  entstehen  nnd  sich  fortpflanaen?  es  beginnt 
ein  dauernder  elektrischer  Strom eine  beständige  Erregung  nnd  Vernich- 
tung clektrisclier  Schwingungen,  eine  nnnnterbrochene  Folge  elektrischer 
Wellen t)-  Dasselbe  findet  statt,  wenn  man  die  beiden  Pule  selbst  durch  « 
einen  Leiter  mit  einander  verbindet;  denn  auch  dann  ist  die  Füglichkcit 
Yorhandeu,  dass  sich  in  diesem  Leiter,  in  dem  Schliessnngsbogen,  die 
von  den  beiden  Polen  licrkomnienden  Schwingungen  gegenseitig  beständig 
vernichten  oder  ausgleichen  and  so  von  der  Berührungsfläclie  bestäu- 


*)  D/iranf  scheint  anch  der  in  der  Zeitsclirift  Jos  Tolcfirjiplien-Vereinji  II.  7.  R.  154 
mitgetheilte  fiintto  Versuch  von  Wheatstone  hinzuweisen,  bei  .welchem  die  iu 
gleicher  Entfernung  von  den  Batteriepolen  in  den  (OGO  englische  Meilen  langen) 
Schliessnngsdrabt  ein^csclialteten  Galvanometer  gle  io  I)  z  e  it  nbgolenkt  wurden, 
wenn  der  Schliessuiig^»kreis  in  der  Nähe  eine«  Poles  geülinet  war  und  dann  wieder 
gescldossen  wurde. 

**)  Yin-g],  die  Note  l'V)  **)  auf  S.  5. 

***)  Nach  Gauss  kauu  ein  elektrischer  Strom  auch  circuliren  zwischen  zwei 
Körpern,  welche  bei  hinreiohe&der  GrSsse  die  ElektrIeltSt  aufcunehmen  TerinSgeo. 

TTnd  in  der  Tliat  besitzen  die  SBOmentuncn  Ströme,  welche  7..  B.  wUlirond  der  La- 
dung einer  Leidner  Fhische  den  Ladungsdrabt  durchstrümeu,  nach  Hilter  alle 
Eigenschaften  gewöhnlicher  Ströme.  Vergl.  Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins 
I.  ').  S.  130.  Die  Wirkung  solcher  Ströme  anf  das  Galvanometer  wurde  auch  von 
Faraday  (vergl.  Zeitsclu-.  des  Tel.-Vcr.  I.  5.  S.  127—130)  und  von  Wheat- 
stone (vergl.  Zeitschr.  des  Teh^Ver.  II.  7.  S.  15.3)  beobachtet.  Aehulich  steht  es 
mit  den  chemischen  Wirkiin<ren;  vergl.  Zcitschr.  des  Tel.-Ver.  I.  5.  S.  136  und 
12.      288.   Es  ist  somit  die  Erweiterung  des  Begriffes  Strom  wohl  gerechtfertigt. 

f)  Aaok  fBr  das  Lieht  nimint  Fresnel  dne  fortdanenide  Euiwirkung  vom 
Avsgangqpanfcta  des  Licbtes  an,  also  eine  mienterbroohene  Folge  von  LtohtweUeo. 
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d%  neue  elektriflche  Wellen  eusgelien.  Die  Dauer  dea  Stvonies  iit  also, 

wenn  die  Ursache  zur  Erregung  eloktrucher  Schwingungen  unausgesetzt 
thiitig  bleiJM,  blo8  bedingt  durch  eine  ununterbrochene  Foi-tleitung der 
Schwingungen.  Mit  der  Unterbrechung  der  Leitung  wird  der  Strom  unter- 
brochen; mit  der  Entfernung  der  erregenden  Ursache  entfernt  man  die  Wir- 
kung; daher  sind  lleibuugs-  und  Inductionastrünie  von  so  kür/er  Dauer^ 
während  die  galvanischen  erst  in  Folge  der  Polarisation  oder  der  Ablage- 
rung von  Gasen  an  den  Elektroden  schwächer  werden  und  aiifliüren.  Deut- 
lich genug  ißt  dieSs  wohl  auch  im  Ühm\schen  Gesetz  über  die  Stromstärke 
ausgospruclion ;  denn  dieses  sagt,  es  sei  die  Stromstärke  N  proportional  ein- 
mal dem  Vermögen  der  Batterie,  Klcktricität  zu  t  rregen,  d.  i.  der  elektro- 
motorischen Kraft  JE^  und  ausserdem  proportional  der  Fähigkeit  des  Schlies- 
eungsbogens,  die  «rzcugto  Blektrieität  abnileiteii«  Dieee  letoftere  FJlhigkeit 
W  itt  aber  der  redproke  Wertb  der  Samme  der  WIderatttnde  welche  sieb 
dem  AbAieseen  d«r  Elokfaricitüt  entgegenstellen;  d^nuiaok  finden  wir  die 
Streni>tlitke<'i9 = 'ttt* 

In  jedem  der  drei  Fälle,  wo  ein  momentaner  oder  dauernder  Strom 
entsteht,  zeigt  sich  die  bewegte  oder  dynamische  £iektricität  wesentlich 
▼fnrsehieden  von  der  ruhenden  edw  ataH8die&  ElektrieHMt,  dadurch  daes 
gerade  sie  magnettsirt,  ehemlBcheWirkfii^n  hervorbringt,  Lieht  und  WSnne 
ersengt  Die  Erregnng  eines  Indnetiosastromes  in  einem  benachbarten  ge- 
sehlessenen  Leiter  findet  dagegen  nor-  in  den  Mementcn  statt,  wo  die  Wir^ 
knng  des  Stromes  beginnt,  anfh5rt,  stärker  oder  schwUeher**)  wird,  weil 
nur  in  diesen  Flllen  eine  StSnmg  des  elektrischen  Gleiehgewiehtes  in  dem 
indttcirten  L^er  Stritt,  deren  Felge  eben  die  EntsleiAing  des  Indnetions^  ^ 
Stromes  ist. 

Wenn  iwei  gleichnamige  Ströme  in  gleicher  Richtung  ^inen  Leiter 
durchströmen,  so  rerstärkon  sie  sich  in  ihren  Wirkungen ;  haben  die  beiden 
Str0me  entgegengesetzte  Richtung,  so  heben  sich  bei  gleicher  Stärke  die 
von  ihnen  ausgehenden  Antriebe  zu  Schwingungen  gegenseitig  völlig  auf 
nnd  es  verschwinden  damit  sogleich  auch  alle  Stromwirknngen^***) ;  bei  nn- 


♦)  Der  in  der  Zeitsclirlft  des  Telegraphen  «Vereins  II.  7.  S.  154  mltgetlioLIte 
vierte  Yersnch  von  Wheatstonc  zeigt,  dasa  vom  Pole  erst  dann  eine  neue  Welle 
fortgeht,  wenn  die  frQberen  weiter  geleitet  wurden.  Es  stand  nttmlich  bei  diesem 
Vorsnclio  das  eine  Ende  einer  (KU)  engl.  Meilen  langen  Leitung  in  Verbindung  mit 
dem  einen  Pole  einer  Batterie,  deren  anderer  Fol  mit  der  £rde  verbunden  war; 
worde  jetzt  das  andere  Bade  der  L«itnng  mit  dar  Erde  In  YerMndnng  gesetzt, 
wurden  die  an  verächiedenan  Stellen  in  die  Leitung'  eingeschalteten  Giilvanometcr 
um  80  früher  abgelenkt,  je  nXher  sie  an  diesem  Ende  der  Leitung,  je  weiter  sie 
also  von  dem  Pole  der  Batterie  entfernt  waren.  Gans  anal<^  iat  der  sweite  TheÄ 
des  fünften  Versuchs  obenda.icHDst. 

**)  Durch  Zu-  oder  Abnabn)c  der  Inteosität  des  Stromes,  durch  Verminderung 
odor  Yergrüsaei uug  der  Ferne,  ans  welcher  er  wirkt. 

***)  Das  Ausbleiben  jeder  Erwärmung,  wenn  man  ditrohdie  Spirale  eines  elek- 
triicheo  Luftthermometers  swei  gleich  starke  gloichnaraige  Strüme  iu  eatgegeage» 
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•gleicher  StXxke  bleibt  blos  der  Ueberschiue  de«  tttrkeren  Stromes  wirkMHn 
*  ttbrig;  fthnlieh  ist  es  bei  nngleichnamigen  Strömen  and  gleielier  J^ditiiog; 
angleiohnamigß  Ströme  iu  entgegengesetster  Riehtimg  endlich  mflssen  sich 
verstärken,  und  schon  desslialb  ist  der  Strom  bei  leitender  Verbindung  bei- 
der Pole  im  Schliossungsbogen  kräftiger  als  jene  StrSme,  durch  welche  sich 
b1o8  cinn  ElektricitHt  fbrtjiflanst. 

Bei  dieser  Ausclmnungsweise  verliert  der  Einwand  sein  Gewicht,  ä&aa 
sieh  beim  Volta' scheu  Fundaraontnlvcrsuche  die  Elektricität  ohne  wahr- 
nehmbare chemisclie  Veränderung  an  der  Verbindungsstelle  der  beiden  Me- 
tallplatten entwickelt  ),  ein  Einwand,  welcher  gegen  die  elektrochemische 
Theorie  spricht,  nach  der  man,  wie  Berzelius,  Becquerel,  Faraday 
U.A.,  die  geweckte  chemisclie  Thätigkeit  als  Ursache  der  Elektricitiit  be- 
zeichnet. Im  entgegengesetzten  Falle  aber,  wenn  man  mit  Volta  die  Be- 
rührung als  Ursache  und  die  chemische  Wirkung  als  Folge  der  Elektricität 
betrachtet**),  erlanbt  uns  unsere  Anschatrang  noch  einen  Schritt  weiter  za 
thnn,  indem  sie  den  Grand  hinsnfllgt,  wesshalb  die  BerBhmttg  das  eUdctri^ 
sehe  Gleichgewicht  anfhebt  Obschon  femer  unsere  Theorie  das  Auftreten 
der  Elektricität  lücht  durch  das  Dasein  eines  chemischen  Procestes  bedingt 
erscheinen  lässt»  so  schliesst  sie  doch  keineswegs  die  Möglichkeit  ans»  dass 
durch  chemische  Proeesse  gelegentlich  Elektricität  her vorgernte  wird.  Denn 
da  bei  den  chemischen  Processen  der  Austausch  der  Stoffe  nidit  ohne  Be- 
wegung der  Theilchen  erfolgen  kann,  so  kann  sieh  diese  letatere  unter  Um- 
ständen wohl  auch  in  elektrisehe  Schwingnngen  umsetsen.  Ein  Gleiches 
milBsen  wir  auch  da  voraussetaen,  wo  Elektricität  durdi  Druck  oder  durch 
Lösung  des  Zusammenhanges  erregt  wird.  In  diesen  drei  Fällen  würden 
also  die  Veränderungen  in  der  gegenseitigen  Lage  der  Theilchen  desselben 
Körpers  ge^n  einander  und  gegen  die  Aethertheilchen  und  die  dabei  etwa 
eintretende  VeranJoning  der  Beschaffenheit  dieser  Theilchen  dieselbe  Wir- 
kung hervorbringen,  welche  bei  der  Berührung  das  Hinzutreten  der  Theil- 
chen eines  verschiedenartigen  Körpers  hervorbrachte.  Von  mehr  Gewicht 
noch  ist  aber  sicher  der  Umstand,  dass  sich  aui  ganz  gleiche  Weise  nicht 
allein  die  Entstehung  der  Reibungselektricität  und  der  Thermoelektricität," 
sondern  sogar  auch  die  Verschiedenheiten  im  Auftreten  der  verschiedenen 
Elektricitäten  erklären  lassen.  Die  kräftige  Bewegung  nämlich  der  sich 
berührenden  Theilchen  Ton  awei  an  mnander  geriebenen  Körpern  vermag 
selbst  in  Nichtleitern  die  Trägheit  der  Körpertheilcben  (8.134)  au  Überwin- 
den, und  es  bekundet  sich  dann  noch  der  gewaltssmere  Ursprung  durch  das 

setzten  Kichtungen  su  leiten  SUcht,  spricht  deutlich  genug  für  die  Nichtcxistenz 
solcher  Ströme;  Petrin«,  in  der  Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins  III.  8.  S.  170. 

*)  Vergl.  «Qsserdem  Zantedeschi,  trattato  «Ii  flsiea  elenentare  III.  IT. 
457—465. 

Wenngleich  sich  bei  edlir  vielen  chemiscbea  Processen  ai|ch  nicht  eine  Spur 
▼on  ElektrieitSt  naehweisen  ISsst,  woAr  freilich  Tws^iedene  Ursaehen  g^lteod 
gunaeiit  «erden  IcSnnen. 
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gewaltsamere  Verhalten,  durch  die  grössere  Heftigkeit  der  entstehenden 
Schwingungen.  Desshalb  hat  die  Keibungselektricität  eine  su  hohe  Span- 
nung, desshalb  ist  sie  schwieriger  zu  isoliren  als  die  Berührnugselektricität. 
Und  Mdi  bei  der  Reibangselektridtit  ist  ja  die  Sabstaiu,  welche  gerieben' 
wird,  dorebAns  niobt  gleidig;ätig;  ihre  ▼enebiedene  Besiebnng  mm  Aetber  ^ 
macbt  Tiebnehr  des  Vorseieben  nnd  (um  so'sn  sagen)  die  Menge  der  gelie- 
Herten  Elektridtftt  von  den  som  Reiben  gewüblten  Stoffen  abbXngig,  welebe 
namenilicb  auch  nieht  Töllig  gleichartig  Bein  dtbrfen«  Der  Einflnia  der  Form 
der  Reibung  wlre  aua  der  Art  nnd  .Weise  in  erUXren,  Vie  dnrcb  sie  das 
Gleidigewicbt  gestSrt  wird.  Die  Spmnnngsreihe  fHr  die  Reibnngselektrici- 
tlt  wird  also  durch  äussere  Einflüsse  sehr  schwankend  gemacht,  so  dnrcb 
Wime,  Farbe,  Lage  der  Fasern,  Druck,  OberflächenbeschafFenheit  a. s.w., 
nnd  ans  diesem  Grunde  ist  es  auch  kein  Wunder,  dass  sie  TCm  der  Span- 
nnngdreihe  filr  die  Berührungselektricität  so  abweicht. 

Temporaturdifferenzen  zwischen  den  einzelnen  Köi-pertheilchen  oder 
allgemeine  Bewegung;  der  Warme  erzeugt  endlich  ebenfalls  Elektricität  nnd 
es  wechselt  deren  Vorzeichen  mit  der  Umkehrung  der  Bewegungsriclitiing, 
Die  Ursache  der  Elektricltatserregung  kann  hier  eine  mehrfache  sein :  es 
können  zunächst  die  Wärmeschwingungen  xininittolbar  elektrische  Scliwin- 
gungen  veranlassen,  oder  es  kann  die  Keibun^  iler  durch  die  Wärme  in  Be- 
wegung gcrathenden,  sich  dabei  ausdehnenden  oder  zusammenziehenden 
Körpertheilchen,  oder  «idlicb  die  durch  die  Wärme  yerursachte  Ungleich- 
artigkeit*)  ddr  sieh  berfibrenden  KOrperHieilcbeB  und  deren  sieb  Kndemde 
gegenseitige  Entfemnng  den  Anstoss  in  elektrischen  Schwingungen  geben. 
Begünstigt  doch  eine  sonst  schon  voAandene  Vcvsdkiedenartigkeit  das  Her- 
vortreten der  elektrischen  Polaritit  wesentlieh,  mag  dasselbe  nnn  in  einer 
Ungleichheit  der  Form,  der  Snbstana  oder  der  Dichte  nach  Terschiedenen 
Richtungen  (krystallographiscbe  Azen)  besteben.  Aneb  das  Licht  veimsg 
einen  KSxper  an  elektrisben  nnd  an  magnetisiren,  besonders  dann,  wenn 
bloss  einTheil  desselben  dem  Lichte  ausgesetzt,  der  andere  Theil  aber  ihm 
verschlossen  wird**).  Wenn  aber  eine  blosse  Aenderung  des  A^regatsn* 
Standes  (bei  Ausschluss  aller  sonstigen  Ursachen)  keine  Elektricität  ersengt, 
so  macht  diess  noch  keineswegs  die  Annahme  von  elektrischen  Schwingan* 
gen  unzulässig,  sondern  beweist  bloss,  dass  die  hier  vorhandene  Bewegung 
der  Art  ist,  dass  sich  die  dabei  eintretenden  Gleichgewichtsstörungen  aus- 
gleichen, ohne  vorher  in  Schwingungen  überzugehen,  und  es  könnte  dioss 
möglicherweise  eine  Folge  von  zugleich  mit  eintretenden  Aenderungeu  in 
den  Beziehungen  zwischen  Körper-  und  Aethcrtheilchen  sein. 


*)  Vergl.  Zautedesohi  III,  II  145:  Die  entgegengesetzten  (Thermo-)  £lek- 
tricitRten  entspringen  ans  dem  Mangel  an  Symmetrie  cwfselien  den  beiden  ffrj* 
stallenden.  (Hauy.) 

**)  Vergl.  Zantedeschi  III,  IIS.  199ff.  und  Poaill et,  übersetzt  yonPal- 
nieri  n  §  187,  S.  20S. 
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Ausser  der  Erregung  Ytm  BlektricitSt  doreh  Magnetiapna  und  dnreh 
Elektrieität,  die  wir  ApXter  berllliren  werden,  bleiben  vns  jetit  bloss  nodi  die 
organischen  nnd  atmösphSrisehen  Processe  ab  ElektcicitStsqnellen  an  erwäh- 
nen. Biese  Prozesse  sind  gemischter  Nator,  theOs  chemische,  theÜs  rein 
mechanische,  und  schon  aus  diesem  Grunde  könnten  sie  mannichfodi  Gele- 
genheit zur  Erregung  von  Elektricität  bieten ,  ganz  abgesehen  von  der  na- 
mentlich im  organischen  Leben  SO  vielßUtigen  innigen  Berflhmng  der  Ter- 
schiodcnartigsten  Stoffe. 

Schliesslich  hätten  wir  noch  darauf  hinzuweisen,  dass  die  magnetisi- 
rende  Einwirkung  von  Magneten  auf  benachbarte,  des  Magnetismus  fähige 
Körper  durch  eine  erschütternde  Bewegung  der  Körportheilchen  oder  durch 
Reiben  befördert  wird*^,  ja  dass  man  einen  schwachen  Magnetismus  selbst 
durch  blosses  Keiben  hervorzurufen  vermag,  wobei  aber  freilich  der  Erd- 
magnetismus wohl  einen  Einfluss  ausüben  könnte. 

2)  Während  wir  uns  bis  jetzt  über  die  Entstehung  der  Elektricität  Re- 
chenschaft zu  geben  versachteu,  wollen  wir  uns  nunmehr  mit  dem  Verhal- 
ten elektrischer  KSrper  beschilftigta  nnd  die  elekfarostatisdien  nnd 
elektrodTnuDJschen  Erscheinungen  atim  (Gegenstände  unserer  weitem  Be- 
sprechung  machen. 

Mit  Annahme  der  ündulationstheorie  wird  vor  allem  die  Ansidit  unhalt- 
bar, dass  die  Elektricität  bloss  auf  der  OberflSche**)  nnd  auf  dieser  wieder 
an  den  verschiedenen  Punkten  je  nach  deren  KrttDunungshalbmessem  in  - 
wechselnder  Dichte  abgelagert  sei.  Da  wir  aber  dieTlutsaehen,  welche  aar 
Annahme  dieser  Ansicht  geführt  haben ,  nicht  wegleugnen  kennen ,  so  müs- 
sen wir  sie  auf  eine  andere  Weise  zu  deuten  trachten.  Wenn  nämlich  auch 
alle  Thcilchen  eines  Uberall  mit  gleichnamiger  Elektricität  behafteten  Kör- 
pers in  gleichem  Sinne  schwingen,  so  werden  doch  schwerlich  alle  gleich 
heftig  schwingen.  Denn  je  weniger  ein  Theilchen  in  Folge  seiner  Lage  und 
seines  Zusanuuenhangs  mit  seinen  Nachbartlieilclien  durch  diese  beeinflusst 
und  um  so  zu  sagen  beengt  ist,  desto  kraftiger  kiinn  sein  Schwingen  und 
somit  seine  Wirkung  nach  aussen  sein,  äofern  di(!Sftlbo  von  der  Heftigkeit 
der  Schwingungen  abhängt;  desto  leichter  kann  aber  auch  ein  solches  Theil- 
chen, wenn  es  selbst  noch  nicht  elektrisch  ist,  einem  von  aussen  kommen- 
den Antrieb  zum  Schwingen  nachgeben  und  elektrisch  werden.  Nun  haben 
aber  die  Theilchen  an  Kanten,  Ecken  nnd  Spitzen  offenbar  die  freiesto  Lage 
und  eben  desshalb  müssen  sie  nicht  niir>  am  leichtesten,  sondern  auch  am 
stärksten  elektrisch  worden  und  am  besten  dazu  geschickt  sein,  ihre  Elek- 


*)  Vergl.  Pouillet,  übersetzt  von  Palmieri  II  §  188.  Bocquercl,  trait^ 
de  pbystque  I,  8.  88.  —  Die  Beibvn^ooefflefeiiten  der  Bewegung  sind  kleiner  alt 
jene  der  Ruhe.  —  Im  Status  nasccns  ist  die  chomischo  Anziehung  weit  kräftiger. 

**)  Ohnehin  setzt  nmn  ja  schon  jetzt  von  der  galvamsohen  Elektricität  voraas, 
du«  sie  sieh  im  gauzen  Querselmitt  it»  Leiten  und  nlelit  bloss  auf  dessen  Ober» 
flXohe  fortpflanse. 
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tricität  an  andere  ntielektrische  oder  weniger  stark  elektrische  Körper  ab- 
zugeben*). Wenn  ferner  auch  alle  in  gleichem  Sinne  schwingenden  Theil- 
chen  eines  elektrischen  Körpers  auf  einen  Prüfungskörper  oder  ein  Elektro- 
fikop  gleiche  Wirkung  äussern,  so  ist  doch  die  Gesammt Wirkung  auf  das 
Elektroskop  die  algebraische  Summe  der  Einzelwirkungen  und  als  solche  . 
iat  sie  nicht  allein  vou  der  Anzahl  der  wirksamen  Theilchen,  Bonderu  auch 
von  deren  gegenseitiger  Lage  abh&ngig  und  von.  dar  etwa  durch  die  letztere 
abgeänderten  Wirkungsfähigkeit  der  einseinen  Theilelieii**).  Aneh  in  die- 
ser Huufcht  sind  wieder  die  Spitzen  in  einer  weit  günstigeren  Lage,  als  die 
Flidient  nnd  bringt  man  den  PrttfimgskOrper  gar  in  das  Innere  des  ni  prü- 
fenden Kfirpen,  so  sind  die  auf  ihn  wirkenden  Theüehen  ringsam  verUieilt 
und  die  einielnen  Wirkungen  heben  sieh  wegen  ihrer  entgegengesetsten 
Biditnng  gegenseitig  anf  *^),  Dttheae  maeht  aneh  «ne.elektrIieheHohlkagel 
eine  andere  in  sie  hineingesteckte  Kngel  nicht  elektrisch  t)  i  und  es  ken- 
nen die  Goldplättchen  eines  Elektroskops  im  Innern  einer  elektrisirten  Hohl- 
kugel  nicht  divcrgiren,  wenn  bei  der  Elektrioität  die  Wirkung  in  die  Feme 
dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist  tind  augleich  von 
gleichgrossen  Ranmelemcnten  gleichstarke  Wirkungen  ausgehen,  weil  ja 
das  hierher  bezügliche  Gesetz  der  Statik  nur  unter  diesen  beiden  Vorans- 
Rotzungen  gilt.  Dass  beide  Bedingungen  erfüllt  sind,  lässt  sich  experimen- 
tell nachweisen;  wenn  man  aber  zuvor  durch  das  Experiment  darthnt,  dass 
die  Goldplättchen  des  Elektroskops  in  dem  oben  angeführten  Falle  wirklich 
nicht  divergiren,  so  kann  man  entweder  experimentell  zeigen,  dass  eine 
Kugel  an  allen  Punkten  ihrer  Oberfläche  gleich  stark  elektrisch  ist,  und 
dann  (wie  Priestie y)  auf  das  Gesetz  der  Wirkung  in  die  Ferne  schlies- 
seui  oder  man  kann,  da  auch  das  letztere  längst  theoretisch  und  experimou- 
teil  festgestellt  ist,  aus  diesen  Gesetae  folgern,  daiss  Ton  allen  in  derselben 
Kugelftebale  gelegenen  Punkten  eine  gleichstarke  Wirkung  ausgehen  muss, 
was  ja  auch  dem  ersten  Theile  der  gegebenen  Erklltmng  gemSss  der  Fall 
smn  mflsste,  weil  alle  Punkte  derselben  sieh  genau  in  derselben  relativen 
Lage  befinden. 


*)  Spitzen  und  Flächen  bilden  also  einen  ühulichen  üegeusatz  wie  Leiter  und 
Nichtleiter. 

**)  Anf  die  Einstelinnp:  im  magnettsoheii  Felda  Ist  die  Dichtheit  nnd  die  Ge- 
stalt von  wescntUchom  Eintiuss. 

•**)  Anf  einem  elektrischen  Kürper,  bei  welchem  die  EU'ktriciiüt  im  (ili  iclige- 
wichte  Ist,  muss  die  Summe  der  Wirkungen  auf  einen  innern  Punkt  r  :  0  sein, 
weil  sonst  durch  Iniluenz  in  dieflem  Punkte  die  natürlichen  Flnida  zerlegt  werden 
miissten  und  das  GleicLgewiclit  gestört  wilre.  Ycrgl.  Pouillet,  übersetsi  von 
PalmierlU  §  203,  S.  258. 

f )  Wenn  eine  ranssivo  nnd  eine  hohle  Kugfel  von  »jlfichem  Durchmesarr  durcli 
2  gleiche  und  gleich  stark  elektrische  Kugeln  gleich  sturk  geladen  wer'lcn  (Pouil- 
let, übera.  von  Palmieri  II  §  203,  8.  'ibO),  so  sind  wir  versucht,  dicss  als  eine 
anderweite  Bestätigung  des  schon  frilber  Uber  den  Einfloss  des  Qnersehnitts  Gesag- 
ten SU  betrachten. 
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Wenn  aber  so  die  als  Beweismittel  für  eine  eigenilittmliohe  tiud  bloss 
oberflftchliolie  Y wÜieEimg  der  Elektricitlt  gebrauchten  Thatsachen  andere 
aulSnige  Erklämng  finden,  dann  kttnnen  wir  diese  Vertheilung  selbst  eben 
so  gnt  fallen  lassen,  wie  H Icker  („snr  Theorie  des  MagneUsnms,**  Nfim- 
berg  i856t  S.  190, 203  n.  229)  die  Ansicht  von  einer  ungleichen  VertheUnng 
des  Hagnetismus  im  Innern  der  Körper  widerlegt  hat. 

Die  Erscheinungen,  welche  wir  beobachten,  wenn  ein  elektrischer  Kör- 
per mit  dnem  nnelektrischen  in  Berührung  kommt,  sind  dnfache  Folgen  der 
vorhin  besprochenen  Eigenschaften  der  Leiter  und  Nichtleiter.  Wird  ein 
elektrisclier  Nichtloiter  mit  einem  anelektrischen  Nichtleiter  berührt,  so  tritt 
in  dem  Zustande  beider  eine  merkliche  Veränderung  erst  nach  Verlauf  einer 
Ittngercn  Zeit  ein  und  es  erstreckt  sich  auch  dann  die  Einwirkung  des  elek- 
trischen Körpers  auf^den  unelektrischen,  sofern  sie  niclit  blosse  Strahlung 
ist,  nur  bis  zu  einer  nicht  beträchtliclieu  Tiefe.  Sind  dagegen  beide  Körper 
gute,  Leiter,  so  fintlet  sehr  sclmell  eine  Ausgleichung  in  ihrem  gegenseitigen 
elektrischen  Zustande  «tatt,  ganz  iihnlich,  wie  \venn  sich  zwei  gute  Wärme- 
leiter von  verschiedener  l'ciuperatur  berühren.  Dadurch,  dass  die  schwin- 
genden Theilclien  die  noch  nicht  schwingenden  in  Bewegung  setzen,  erlei- 
den sie  selbst  einen  Verlust  an  dem  ihnen  inne  wohnenden  Schwingungs- 
moiuente,  und  es  stellt  sich  schliesslich  ein  durch  die  beiderseitigen  Grössen- 
undUassenTeriUfltnisse  bedingter,  beidenKörpem  gemeinschaftlicher  Gleich- 
gewichtsaustand heraus.  Ist  aber  der  unelektrisehe  Körper  gegen  den  elek- 
trische^i  unendlich  gross,  so  wird  durch  ihn  das  ganie  Schwingungsmomoit 
aufgezehrt  und  der  elektrische  Körper  völlig  entladen.  Zwisch«!  inne  liegen 
die  Erscheinungen  bei  der  Berahrung  eines  Nichtleiters  mit  einem  Leiter; 
ein  Nichtleiter  wird  durch  den  Leiter  auuKchst  nur  an  der  Bertthrungsstelle  > 
geladen  oder  entladen. 

Sind  ein  elektrischer  und  ein  unelektrischer  Körper  durch  einen  Leiter 
verbunden,  so  ist  es  nahen  ebenso,  als  wenn  sie  sich  unmittelbar  berührten. 
Befindet  sich  dagegen  zwischen  ihnen  ein  Nichtleiter,  so  gestattet  dieser, 
wenn  schon  er  selbst  nicht  elektrisch  wird ,  doch  durch  sich  hindurch  eine 
Einwirkung  des  elektrischen  Körpers  (Taf.  I ,  Fig.  6)  auf  den  unelektri- 
schcii  U,  welche  wir  früher  als  Strahbing  bezeichnet  haben.  Durch  diese 
neue  hinzukommende  Einwirkung  werden  in  U  zunächst  die  Aetliertheilchen 
ans  (l(Mu  Gleichgewichte  gebracht,  gt-rathcn  in  Sclnvinguugen  und  übertra- 
gen dieselben  auch  so  viel  als  möglich  auf  die  Körpertheilchen.  Ist  nun  U 
ein  Nichtleiter,  so  erstreckt  sich  wiederum  die  Einwirkung  auf  die  Körper- 
theilchen nur  auf  eine  geringe  Tiefe  in  27  hinein^).   Ist  aber  ü  ein  Leiter, 

*)  Wenn  in  diesem  Falle  bei  kräftiger  Wirkung  von  E  wiederholte  Abwediso- 
Umgeu  im  Vorzeichen  der  ElektricitUt  auf  [/  erscheinen,  so  sind  die  als  Grenzen 
der  einseinen ,  entgegengesetst  schwingenden  Zonen  auftretenden  Folgepnnkte  eben- 
falls mit  den  altusf isclien  Schwingmig.'^luioten  zu  vergfleichen.  Magiiftc  mit  Folge- 
pankteu  erhält  man  durch  gewisse  Arten  des  ätreichens,  oder  durch  Abwechselun* 
gen  in  der  Umwickeinngsriättimg  des  Drahtei  der  ElAtroma^ete.  Das  Auftreten 
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to  geräth  er  voUstKiidig  mit  in  Sc|iwingnngen  und  es  bflden  fortan  beide 
KSxper bloss  ein  e i n z i g e 8 ,  durchweg  gleiehfSrmig  scbwingetf de» 
System.  Auch  in  diesem  Fallit  ist  eine  Indifferenszone  vorliandeu  und  rückt 
um  so  näher  an  E  heran ,  je  kräftiger  die  von  E  ausgehende  Wirkung  iat, 
d.  h.  je  stärker  elektrisch  und  je  näher  JFist*);  diese  Indifferenzzone  ent- 
spricht aber  nicht  einem  Schwingnnf^skiioten,  sondern  ist  die  Folge  des  schon 
S.  142  erwähnten  Einflusses,  deiidieNachbartheilclienauf  die  nach  aussen  sich 
kund  gebende  Wirkung  irgend  eines  Theilchens  ausüben.  Dem  olektrisi- 
rendon  Einflüsse  von  E  auf  die  Zwischenschicht  arbeitet  zwar  der  von  U 
kommende  gleichsinnige  entgegen,  weil  seine  Wirkungsrichtung  die  entge- 
gengesetzte ist,  wenn  aber  die  Dicke  der  nicbtleitenden  Zwischenschicht 
klein  genug  ist,  so  worden  doch  in  dieser  ganzen  Zwischenschicht  anch  die 
Körperdidlelien  mit  in  Schwingungen  fortgerissen  werden**),  nnd  in  dem 
Momente***),  wo  diess  geschieht,  springt  ein  Funken  ttborf),  werden  die 
elektriseben  Schwingungen  siehtbtrtt)«  Da  nber  durch  das  TJeberspringen 
dos  Funkens,  gerade  wie  bei  jeder  andern  Fortpflansung  durch  Leitung, 
auf  dem  nrapriIngUch  elektrischen  Körper  die  elektrische  Spannung  ▼er- 
mindert wird ,  so  ist  nach  dem  Ueberspringen  des  Funkens  die  Zwischen- 
schicht für  die  noch  yorhandene  elektrische  Spannung  su  dick,  die  Jlfitthei- 
lung  der  ElektridtKt.dadurch  unterbrochen,  und  es.mtlsson  die  beiden  Ktfr- 


▼on  Folgeptin1ct«n  an  elektrisohen  Körpern  ist  indessen  ttoeh  su  wenige  stadirt«  als 

dnss  wir  hier  weiter  darauf  eingehen  möchten.  Doch  map  nicht  unerwähnt  blei- 
ben, daas  das  Auftreten  von  Folgepunkten,  wenn  es  sich  nicht  als  eine  durch  die 
Nstar  der  Nichtleiter  bedingte  EigenthfimUohkeit  derselben  darstellen  lüsst,  aus 
der  Undulationstheorie  etwas  sch\vicri£!:  y.n  erklären  zu  sein  scheint  und  der  gleich 
zu  entwickelnden  Ansicht  über  die  elektrisclie  Vertheiluiig  widerspricht.  —  Bei  den 
(Lippen-)  Pfeifen  finden  wir ,  dass  die  Stärke  des  Hauchs  und  die  Dimensionen 
der  Mündung  ein  Schwingen  in  UnterabthetluDgen  herbeiführen  können  (Ponil- 
let,  übersetzt  von  Palmieri  III,  §  344,  S.  104)  und  ea  sind  dort  die  als  Ganzes 
seliwiogsiiden  Thoile  um  lo  kleiner ,  je  höber  der  Ton  ist* 

*)  Aebnlich  beim  Magnetismus ;  Ponillet,  übersetzt  von  Palmieri  II  §  161, 
S.  140 r  „Ein  Eisencylinder  von  einem  Magnet  getragen,  ist  in  Wirklichkeit  gelbst 
ein  Magnet,  zieht  daher  EisenfeUspSne  an  und  hat  eine  Indifferensone  nnd  swei 
Pole;  die  Indifferenzzone  liegt  indcss  niclit  in  der  Mitte." 

**)  Dass  in  der  Zwischenschicht  sich  stehende  Wellen  erzeugen,  ist  wenig 
wahrseheinlieh,  weil  ja  die  ans  der  isolirenden  ZwiselienscUeht  mm  Leit«r  gelan- 
genden elektrischen  Aethersehwingungen  sich  in  diesem  leichter  fortpflanzen  können. 

***)  Aach  bei  chemischen  Wirknngen,  die  von  Liehtentwickelnng  begleitet  aind, 
danert  die  letztere  nur  einen  Moment. 

f)  Bei  der  Yoltaischen  Elektrieitit  entwickelt  sich  das  Tächt  nur,  wenn  sich 
die  beiden  Pole  berührten  und  dann  von  einander  getrennt  werden  (Trennungs- 
fnnken);  ohne  stattgehabte  Berührung  jedoch  bei  kleinem  Abstände  auch,  wenn 
man  vorlun  einen  Fnnken  aus  einer  Leydner  Flasche  durchgehen  lilsst.  In  beiden 
Fällen  befördert  uud  erleichtert  also  die  schon  vorhandene  Bewegung  im  isoliren- 
den  oder  doch  mindestens  weniger  gut  leitenden  Mittel  die  Annahme  der  elektri- 
schen Schwingungen.  Nicht  gleichgültig  als  Prüfstein  für  die  Theorie  ist  die  Ge- 
stalt und  Richtung  des  Funkens  nach  dem  früher  Gesagten. 

If)  Aehnlich  ist  der  Vorgang  bei  der  Fluorescen/.,  vergl.  Ettingshausen,  die 
Principien  der  heutigen  Physik,  8.  18;  hier  in  Licht  nngesetite  Elektricittt^ 
dort  in  sichtbares  Liebt  ungeselites  unsichtbares  Licht. 
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per  sich  einander  genKhert  werden,  damit  ein  sweiter  Funken  überspringe, 

^in  Nachschlag  erfolge  n.  ß.  f. 

Da  die  Wirkung  in  die  Ferne  bei  der  gestrahlten  Elektricität  dem 
Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  so  nniss  die  Intensität 
der  auf  U  durch  Vertheilung  erzeugton  Elektricität  ausser  von  der  Intensi- 
tät der  Elektricität  auf  £  zunächst  von  der  Entfernung  abhängen,  in  wel- 
cher sich  L"^  von  dem  influenzirondcn  Körpei:  ^  beündet.  Je  weiter  5' von 
entfernt  ist,  desto  schwächer  ist  der  Austoss,  welchen  die  E  zunächst 
liegenden  Theilchen  dos  intluenzirten  Körpers  V  überhaupt  erhalten.  Von 
der  Gestalt,  Beschaffenheit  und  Grösse  des  Körpers  U  Laugt  es  dann  ab,  in 
welehev  Weise  und  StSrke  sich  jener  erste  Anstoss  veiter  fortpdanst  nnd 
rerbreitei 

Wir  setsen  also  niebt  erst  auf  den  inflnensirten  Körper  C  ein  nr- 
sprttngliehes  nnd  gleicbzeitiges  Auftreten  beider*)  Elekirieitftten  ▼oraus, 
um  dann  wieder  die  entgegeogesetste  in  dem  X  angewandten -Ende,  weil 
sieb  ja  dnreb  kein  Mittel  ihre  Anwesenbeit  nacbweisen  Ittsst,  dnreb  die 
Blektrieitltt  anf  E  binden  au  lassen  nnd  ihr  selbst  die  Bindung  eines  Tbei* 
les  der  anf  E  befindlichen  Elektricität  anfsutragen,  nm  daraus  zu  erklftren, 
warum  E  anf  dem  nach  ü  gewandten  Ende  jetzt  weniger  stark  elektrisch 
ist,  und  warum  E  nicht  vollständig  entladen  werden  kann,  so  lange  U  rück- 
wärts darauf  einwirkt**).  Will  man  E  entladen,  so  wird  es  ja  gleich  von 
r  aus  wieder  durch  Verlheilung  geladen.  Wohl  aber  kann  auf  U  die  gleich- 
namige Elektricität  am  abgewendeten  Ende  abgeleitet  d.  h.  die  ursprüng- 


*)  Das  Auftreten  beider  ElcktricÜftten  konnten  wir  gar  nicht  einmal  beibebaU 
tcn,  weil  wir  vergcMich  nach  einem  Grnnile  für  das  Auftreten  der  entgejfenge- 
setzten  Schwiuguugswei.se  am  zugewandten  Ende  und  für  «las  Umspringen  dersel- 
ben wieder  in  die  gleichnamige  Schwingung  am  abgewandten  Ende  lUchten,  und 
auch  nirgend«  in  dem  weiten  Gebiete  der  Lehre  von  den  Schwingnngen  ein  Analo- 
gen fUr  diese  Erscheinung  fanden,  ausser  etwa  den  von  Poisson  nachgewiesenen 
Verlust  einer  Wellenlänge  bei  Grenzübergängen.  .\uch  hier  ist  Robida  auderer 
Ansicht»  und  die  von  ihm  versuchte  Erklärang  spricht  wirklich  für  das  Auftreten 
beider  Inflnencelektrioitätcn;  unsere  Zweifel  nnd  Bedenken  gegen  seine  Beweiifüh- 
ttmg  werden  wir  ein  ander  Mal  bcfrrnnden.  —  Das  Abweichende  bei  der  magneti- 
«chen  Vertheilung  werden  wir  später  su  erklären  versuchen.  —  Nach  den  Mitthei- 
langen  ran  Faraday  (vergl.  Philos.  Maf^Bine  S«r.  IV  toI.  IX,  p.  161  nnd  dar- 
aus übersetzt  in  der  Zeitschrift  de«  deutsch- österr.  Telegraphen -VcrcinM  II  5, 
S.  103)  hielt  auch  Melloni  eine  Modification  des  Fundamentaltbeorems  der  elek- 
trischen Vertheilmig  fBr  n5thig  „in  dem  Sinne ,  das«  2  dorclums  Tersehiedsne  Wir> 
kungen  auseinander  gehalten  worden  —  der  elektrische  Zustand  während  der  Ver- 
theilung und  der  uach  der  Berührung  und  Entfernung  von  dem  inducirenden  Kör- 
per. Wir  kennen  den  Vorgang  im  letztem  Falle ,  nicht  aber  im  erstem  etc.'* 
Auch  glaubte  Melloni,  dass  die  Resultate,  zu  denen  Coulomb,  Poisson  und 
Andere  ihrer  Zeit  gelangten,  mit  den  wahren  Naturgesetzen  nicht  in  i^inklang 
stünden. 

**)  Wenn  man  £  ableitet,  so  sollte  doch  wohl  (wa8  ja  auch  bei  der  gänsliehen 
Entfernung  von  E  geschieht)  die  Intlnenzolektricität  erster  Art  auf  dem  E  BOge- 
wandten  Ende  des  Korpers  1/  sich  eher  mit  der  gleichstarken  Infloenxclektricität 
■weiter  Art  auf  dem  ubgnAvandten  Ende  ausgleichen,  alt  mit  der  entfernteren  auf 
Ef  welche  letztere  dann  ungestört  abfliessen  könnte. 
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Ikk  Toii  E  «nsgegaagene  Wirkung  noeh  weiter  fortgepiUsst  werden.  Dabei 
verschwinden  die  SelMringangen  in  27,  während  E  seiner  Elektricität  durch 
die  Ableitung  von  U  nicht  beraubt  wird  ,  vroW  es  von  ü  durch  einen  Nicht» 
leiter  getrennt  ist,  also  bloss  durch  Strahlung  auf  (7 einwirkt,  wobei,  wie 
wir  bereits  festgestellt  haben ,  nur  wenig  Schwingungsmoment  verbraucht 
*  wird.  Wird  E  entfernt,  so  stellt  sich  iu  beiden  Fällen  mit  dem  Aufhören 
des  störenden  Einflusses  auf  U  das  frühere  Gleicbgewiclit  wiedf^r  her;  wm-de 
aber  zugleich  mit  der  Entfernung  von  £  auf  ^7  die  Ableitung  aufgehoben, 
ßo  erscheint  auf  als  Reaction  die  entgegengesetzte  Elektricität,  weil  der 
durch  die  Wechselwirkung  der  Körper-  und  Aethertheilclicn  im  ganzen 
abgeleiteten  Systeme  und  durch  die  Anwesenheit  und  Wirksamheit  von  E 
bedingte  und  erhaltene  Beharrungszustand  mit  der  Entfernung  des  Kürperü 
E  nothwendig  unterbrochen  und  durch  die  in  dem  gleichzeitig  durch  Aufhe- 
bung der  AUeltuig  Teikflnten  Systeme  noch  wirksam  bleibenden  Antriebe 
ein  anderer  Beharmngrauataiid  herbe^effthrt  werden  nnu». 

Yenneken  wir  gleich  eine  Anwendung  des  eben  Veirgetragenen  lur 
Erklibning  der  Vertheüungserscbeiiningai  beim  Oondensater  (Leydner 
Fla*ohe)  und  dem  Elektrophor.  Die  ErUlürung  der  Wirkung  des  Ckmden- 
satoM  und  der  Leydner  Flasche  sunlchst  ist  schon  fast  yollständig  in  dem 
Vorheigehenden  enthalten  und  gestaltet  sich  sehr  einfach  (Fig.  7)*  Wird 
der  leitende  Deckel  d  mit  einem  elektrisefaen  SlOrper  Ar  berührt ,  so 
wird  er  durch  Mittheilung  elektrisch  und  seine  Elektricität  elektrisirt  durch 
die  isolirende  Zwischenschicht  z  durch  Strahlung  die  Basis  h  und  zwar  be- 
kommt die  Basis  durchweg  dieselbe  Elektricität  wie  der  Deckel.  Das 
Ganie:  Ar,  rf,  z,  b  bildet  nur  ein  elektrisches  System.  Wird  dagegen  b  ab- 
leitend berührt,  so  führt  die  Wechselwirkung  der  Tlicilchen  und  die  gleich- 
zeitige Einwirkung  von  d  auf  b  einen  Zustand  der  Beharrung  herbei ,  iu 
welchem  b,  so  lange  anwesend  bleibt,  unelektrisch  erscheint,  aber  ent- 
gegengesetzt elektrisch  wird,  sobald  d  entfernt  wird.  Rückwärts  wirkt  aber 
auch  b  in  seinem  durch  die  Ableitung  luodiücirten  Zustande  auf  d  ein  und 
auch  auf  d  entsteht  dadurch ,  so  lange  es  in  der  Nähe  von  b  bcfmdlicli  ist, 
ein  Zustand  des  Glcichgewichta ,  welcher  J  befähigt,  bei  einer  neuen  Be- 
TühruDg  mit  dem  nicht  stärker  als  früher  elektrisirten  Körper  k  von  diesem 
eine  neue  QuantitKt  Blekiridtll,  einen  neuen  Theil  seines  Schwingnngs- 
momentes  m  ttbemehmen.  80  wirkt  das  Ganse  als  Condensator.  Dass 
nach  der  Ableitung  von  h  der  Zustand  sowohl  in  fr  als  in  <l  ein  erzwungener 
und  wechselseitiger  ist,  deutet  die  Heftigkeit  an,  mit  welcher  die  Aus- 
gleichung swisehen  beiden  erfolgt,  sobald  man  b  und  d  leitend  ▼erbindet* 
Durch  eine  soldie  Yerbindui^  wird  d  seines  Schwingungsmomentes  be- 
raubt und  dieses  dazu  verwendet,  um  auf  b  das  Gleiehgewidit  hMsustellen, 
welches  ja  durch  eine  Ton  i  ausgegangene ,  also  dessen  Elektricität  äqui- 
valente Wirkung  gestört  worden  war.  —  Beim  Elektrophor  ist  der  ur-  . 
sprüngUch  elektrische  Körper  selbst  ein  Isolator,  nämlich  der  durch  Beiben 
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mit  dem  Katsenfell  negativ  elektriadi  gemachte  Haraknehen,  welcher  den 
Deckel  nnd  die  SchfUsel  bei  unmittelbarer  Bertthrang  ditrch  Mittheilnng 

und  bei  mittelbarer  durch  Vertbeilnng  dektrisch  macht.  Zndem  spielen 
hier  auch  Deckel  tmd  Schüssel  keineswegs  genau  dieselbe  Rolle,  als  der 
Deckel  und  die  Basis  des  Condensators.  Die  mit  dem  Katzenfell  geriebene 
Fl&cbe  des  Harzkuchens  ist  negativ  elektrisch;  setxt  man  den  Deckel  auf, 
80  wird  er  ebenfalls  negativ  elektrisch,  so  lange  er  auf  dem  Kuchen  ruht; 
auch  k;iim  rr  als  gutnr  Leiter  diese  negative  Elektricität  weiter  geben,  und 
wenn  er  nach  einer  ableitenden  Berührung  von  dem  Kuchen  abgehoben  und 
zugleich  die  Berührung  aufgehoben  wird,  so  zeigt  er  sich  positiv  elektrisch. 
Dasselbe  geschieht  in  der  Schüssel  oder  Form,  nur  wirkt  hier  die  auf  der 
Oberfläche  des  Harzkuchens  geweckte  Elektricität  aus  grösserer  Ferne  und 
vorzugsweise  durch  Vertheilung ;  die  Elektrkität  der  Schüssel  ist  desshalb 
weniger  intensiv.  Werden  daher  in  diesem  Falle  Deckel  und  Schüssel, 
ohne  vorher  ableitend  bertthrt  worden  zu  sein ,  leitend  verbunden ,  so  ent- 
steht Bwisehen  ihnen,  obwohl  sie  gleichnamig  elektrisch  sind,  ein  Stropn, 
dnrch  weldien  der  Ueherechoas  des  Deckeb  der  Schtti^el  an  6nte  kommt. 

An  die  Inflnenseraeheinnngen  sehliessen  sich  eng  die  Indnctibns- 
erscheinnngen  an.  Die  Indnction  steht  genau  in  demselben  YerhUtaisse 
an  der  dynamischen  (bewegten)  Elektricitit)  in  welchem  die  Inflnena 
anr  statischen  Elektrieititt  steht*),  und  oCFenhart  sich  ungesohloasenen 
Leitern  durch  eintretende  Spannnngseiseheinnngen,  während  in  geschlos- 
senen Leitern  momentane  Ströme  hervorgerufen  werden.  Indem  wir 
übrigens  an  dem  schon  früher  über  die  Induction  Ausgesprochenen  festiial- 
ten,  haben  wir  hier  bloss  noch  die  Richtung  der  Inductionsströme  ans  der 
bisher  entwickelten  Ansicht  über  die  Influenz  herzuleiten.  Stellen  wir  uns 
parallel  zu  dem  Leiter  A  B  (Fig.  8)  ein  Stück  VT>  eines  anderen  geschlosse- 
nen Leiters  vor  und  lassen  durch  AB  plötzlich  sich  Elektricität  in  der 
Richtung  von  A  nach  B  bewegen;  ist  z.  B.  diese  Elektricität  in  n  angekom- 
men**), so  stört  sie  das  elektrische  Gleichgewicht  in  VI)  und  zwar  erhalt 
das  zunächst  liegende  Element  «,  den  stärksten  Anstoss,  die  entfernteren 
schwächere.  Die  dadurch  in  diesem  Elemente  entstellenden  gleichsinnigen 
Schwingungen  (gleichnamige  Elektricität)  haben  das  Bestroben  sich  nach 
beiden  Seiten  hin  fortzupflanzen,  allein  nur  in  der  Richtung  nach  (7 können 
sie  es  nngehindert;  in  der  Richtung  nach  D  Stessen  me  bereits  auf  die  — 
durch  das  iaswischen  erfolgte  Auftreten  der  ElektrieitJlt  in  h  —  in  er- 
ieugten ,  wegen  der  gleichen  Entfernungen  (aoj  =  etc.)  gleich  starken, 
sich  m  der  Sichtung  nach  C  fortpflansenden  Schwingungen  und  werden  von 
ihnen  vernichtet;  ebenso  die  von  fr|  nach  J>  sich  fortpflanaenden  Schwin- 

*)  Doch  muts  naeh  8.  13  aueh  b^  d«r  Inflaens  meist  sobon  ein  Strom  anf- 

treteu. 

**)  a  gelt«  als  da«  erste  TheilohM  in  AB^  von  welchem  eine  merkliche  Ein- 
wirkung auf  CD  erfolgt. 
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gongen  durch  jene,  welehe  roa  e  ans  in  hervorgerufen  wurden  und  sich 
g^^  C  hin  fortpflanzen  wollen*  Ein  gleich«»  Besultat  liefert  die  Einwir- 
kung von  a  auf  6j ,  von  b  auf  c^  u.  s.  w. ;  von  a  auf  Cj ,  b  auf  n.  s.  w.  So 
bleiben  in  CD  beim  Beginn  des  Stromes  in  AB  die  in  der  Richtung  nach  (7, 
beim  Aufhören  tles  Stromes,  die  in  der  Richtung  nach  /)  sich  fortpflanzen- 
den Schwingungen  übrig}  erstere  geben  einen  Strom  in  entgegengesetzter, 
letztere  einen  in  gleicher  ftichtung  mit  dem  in  AB.  Ist  der  Strom  in  AB 
nicht  momentan ,  sondern  dauernd,  so  vernichten  sich,  so  lange  er  unver- 
ändert bleibt,  u\'CDE  die  gleichzeitig  in  den  Riebtungen  nach  6' und  nach 
D  fortgepflanzten  Schwingungen.  Bewegen  sich  endlicli  entgegengesetzte 
Elektricitäten  in  AB  in  entgegengesetzter  Richtung,  so  ist  auf  jede  das 
eben  Gesagte  anzuwenden  und  der  Erfolg  genan  derselbe. 

.  Sind  awei  elektriseheKöiper  durch  einen  Leiter  verbunden,  so  stre- 
ben sie  sieh  durch  denselben  hindurch  ihre  Antriebe  au  Schwingungen  mit« 
sntheOen,  genau  in  dosalben  Wdse,  als  wenn  sie  sich  nnmittelbar  berühr- 
ten. Haben  beide  dieselbe  Schwingongsweise,  so  findet  bei  der  eintreten« 
den  An^gl^chnngi jeder  in  dem  andern  den  Znstand  schon  vorhanden»  den 
er  selbst  herrormfen  würde,  und  es  ▼ertheilt  sich  höchstens  bei  ungleicher 
Litensltit  der  Schwingungen  der  einseitige  Ueberschuss  gleichmässig  ttber 
das  ganze  System,  in  kürzerer  oder  längerer  Zeit  je  nach  der  Leitongsfl- 
higkeit  der  beiden  elektrischen  Körper.  Haben  Jbeide  Körper  entgegenge- 
setzte  Elektricitäten,  so  findet  jeder  in  dem  andern  den  entgegengesetzten 
Znstand  von  dem,  welchen  er  hervorrufen  möchte,  und  es  kommt  jetzt  auf 
die  Stärke  der  Antriebe  an;  sind  sie  gleichstark,  so  müssen  sie  sieb  in  ihren 
Wirkungen  aufheben  und  keiner  der  beiden  Körper  zeigt  sich  nach  der 
Vereinigung  elektrisch;  sind  die  Antriebe  von  versc  hiedencir  Stärke,  so 
bleibt  von  dem  stÄrkern  ein  Ueberschuss  und  vertlieilt  sich  wiederum  über 
das^ganze  System.  Sind  zwei  gleichnamig  elektrische  Körper  durch  einen 
Nichtleiter  getrennt,  so  lassen  sich  beide  ebenfalls  als  ein  einziges  System 
betrachten,  bei  welchem  sich  wieder  die  Wirkung  nach  aussen  z.  B.  auf  ein 
Elektroskop  an  den  beiden  abgewandten  Enden  am  stSrhtten  zeigt,  für 
welche  sSmintUche  whrksanie  Theilchen  auf  doselben  Seite  liegen,  jäh- 
rend sie  fSr  jeden  mittlem  Punkt  zu  beiden  Seiten  desselben  vertheilt  sind. 
Umgekehrt  ist  die  Wirkung  bei  ungleichnamigen  Elektricitäten,"  deren  Wir- 
kungen en^egengesetst  smd,  also  sidi  sum  Maximum  summiren  müssen, 
da,  wo  sie  nach  entgegengesetsten  Richtungen  wirken  d.  h.  an  d.en  einan- 
der Bugewandten  Enden  der  beiden  entgegengesetst  elektrischen  Köiper. 
Die  Scblagwette  wird  in  diesem  Falle  weit  grosser  sein,  weil  ja  die  von 
beiden  Seiten  her  kommenden  Wirkungen  auf  den  Nichtleiter  sich  gegen- 
seitig unterstützen.  Die  Grösse  der  Schlagwcitc  für  einen  elektrischen  und 
einen  nicht  elektrischen  Klirper  muss  femer  in  der  Mitte  liegen  zwischen 
jenen  beiden  ftir  zwei  schon  ursprünglich  gleichnamig  und  für  zwei  entgegen* 
gesetst  elektrische  Körper,  da  bei  gleichnamig  elektrischen  Körpern  die  in 
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der  S.146  «ngedeateten  Weise  nur  Wirkung  gelangende  Di£Eerenx  kleiner  sein 
mosf,  ale  wenn  der  eine  Körper  nr^ikrangliolk  oneiektrisoli  war.  Setzen  wir 

nKmlidi  Torans,  dass  die  dnreh  Inflnens  enengte  IhteneitSt  =  —  Von  der 
influenairenden  sei,  nnd  liaben  die  beiden  gleielmaniig  elektrischen  Körper 
A  nnd  B  die  entsprechenden  IntendtSten  a  und  6,  so  inflnenairt  A  auf  B 
mit  ^,  B  anf  A  mit  ^;  diese  IntensitXteii  au  4en  ursprünglichen  gerech» 

net  *) ,  giebt  am  zugewandten  Ende  und  bei  guten  Leitern  von  geeigneter 
Form  Uberall  * 

auf  Ä  die  Intensität  A  =  a  -\-  — 

n 

'  B  '        .       f       +  £ 

^  n 

Differenz  der  Intensitäten  ^  =  o-|-^  —  + 

Um  die  DifFcronz  positiv  zu  erhalten,  setzen  wir  allgemein  a>ft,  was 
offenbar  erlaubt  ist.  a  =  6  gicbt  ^^  =  0;  in  diasem  Falle  wird  auch  kein 
Funken  überspringen.  Aus  dem  Falle  a  ^  6  erhalten  wir  den  Fall  der  ein- 
fachen Inflaena,  wenn  wir  bs=sQ  setaeui  nnd  dann  ist  die  Differena  der  In- 

tensitttten      =  a;  da  aber  ^:  ^|  es  <  i,  so  ist  ^  <  ^j.  Fflr 

den  Fall,  dass  die  beiden  Körper  entgegcngesetst  elektrisch  wSren,  also 

der  eine  pontiT,  dw  andere  negativ  elektrisch,  hstten  whr  nur  b  negativ  au 

«— 1 

nehmen  und  finden  dann  die  Differenz  der  Intensitäten  A^  =  {a-{-b)\ 

a  .  .  * 

da  aber      :     =     .  ^  •<  1 ,  so  ist  A^  <  A^  und  allgemein : 

*  A  <  A^  <  ^2- 

Somit  kann  aucli  für  A.-,  dio  Zwischoiiscliuht  am  dicksten  '<oin.  Wirkem- 
men also  aiu'li  oliiio  die  Influcuzelcktricitiit  der  ersten  Art  auf  das  vorste- 
hende allgemeine  (jre.setz.  Da  n  aus  der  Rechnung  wegfällt,  so  brauchen 
wir  für  den  vorliegenden  Zweck  auf  seine  Bestimmung  gar  nicht  weiter  ein- 
zugahen, 

Aehnlich  verhält  es  sich  ])cim  Magnetismus,  nur  das.s  hier  die  Leitung 
wegfallt,  also  bloss  Aetherschwingungen  vorhanden  zu  sein  scheinen. 
Hacker  iaml,  dasif  bei  der  Wirkung  eines  j^Iagnetes  auf  einen  andern  der 
Erfolg  wesentlich  von  einem  „Qualitätscoefücienteu  der  Masse  der  Magnete" 
abhinge.  Dieser  Coefficicnt  ist  fUr  uns  der  Ausdrück  für  das  Verhältniss 
der  anziehenden  oder  abstossenden  Wechselwirkung  awlsehen  den  Massen 


*)  a  additiv  wepen  der  S.  1  tö  anf|rrstelltcn  Ansicht ;  desawepen  masa  zagleieb  fi 
eine  positive  Zahl  «ein;  iibrii^en«  ist  auch  jedeufall»  oo^n^l,  weil  soust  bei 
der  Inflauis  die  Schlagweitc  =  0  sein  niüBst«;  in  n  stecKt  auch  der  Einfliiss  der 
J£nif«m«ig  swischen  A  und      vergl.  S.  145. 
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und  Aetherthflildien.  Je  stärker  diese  Wechselwirkung  ist,  desto  ieidbier 
können  sick  zwar  die  Schwingungen  eines  Theilchens  über  den  ganzen 
Körper  verbreiten,  in  desto  kürzerer  Zeit  müssen  sie  aber  auch  nach  dem 
Aufhören  der  Einwirkung  von  aussen,  durch  welche  sie  eben  in  Schwin- 
gungen versetzt  wurden,  wieder  zur  Rubo  golangon.  So  paart  sich  die 
schwerere  Annahme  des  Magnetismus  f:;anz  naturgemäss  mit  dessen  längerer 
Dauer,  und  es  stellen  sich  die  permanenten  Magneto  auf  gleiche  Stufe 
mit  den  die  Elektricitat  gleichfalls  auf  längere  Zeit  behaltenden  Nichtlei- 
tern der  Elektricität;  wird  ja  doch  ihr  Zusammengehören  durch  den  jetzt 
leieht  erklärlichen  Umstand-  angedeutet,  dass  der  mit  stärkerer  Coercitiv- 
kmft  begabte  Stahl  htmmc  durahBeSbinigaelektrieitit  elektiiairt  wird,  welebe» 
wie  wir  schon  saheg,  besonders  dnreh  Nichtleiter  erregt  wird.  Wenn  nnn 
in  einem  an  sich  iwar  stauen  Magnete  die  Wechselwtrkang  swisehen  den 
Massen-  und  Aethertheilehen  ein  Ummagnetisiren,  ein  Umkehren  der  Pde 
leicht  anlässt,  so  kann  dasselbe  selbst  dnrch  einen  übrigens  schwäehem 
Magnet  bewirkt  werden,  nnd  darin  eben  besteht  Häcker*s  „Einwirkung 
eines  Magnetes  in  äle  Masse  eines  andern"  (vergl.  P.  W.  H  ick  er,  rar 
Theorie  des  Magnetismus,  S.  185  nnd  191)* 

Nachdem  wir  bis  jetat  das  Verhalten  der  "elektrischen  K5rper  in  Beaug 
auf  die  tq;)ecifisch  elektrischen  Erscheinungen  betrachtet  haben,  mttssen  wir  <^ 
noch  einen  Bück  auf  die  Verihidemngen  werfen,  welche  darch  die  Elektrt- 
citiit  in  den  Aeosserungen  der  Moleknlarkritlte  der  elektrischen  Kdrper 
hervorgebracht  werden.  Als  Ursache  aller  dieser  Veribidenuigen  m5clrten 
wir  die  Bewegung  der  Theilchen  bezeichnen ,  also  geradezu  und  unmittel- 
bar die  elektrischen  Schwingungen.  Wie  durch  die  Wärme  oder  das  Licht 
nicht  selten  Veränderungen  in  der  Stmctur  und  Krystallform  im  Innern  fe- 
ster Körper  herbeigeführt  werden,  so  ändert  sich  auch  im  elektrischen  Zu- 
.stando  und  durch  ihn  die  Anordnung  der  Körpertheilchen.  So  werden 
Stroinloitoi  mit  der  Zeit  spröde  und  brüchig*);  häufig  überwindet  die  Elek- 
tricität sogar  die  Cobäsion  und  löst  den  Zusammenhang.  Wie  ein  leeres 
Glas  auf  dem  heissen  Ofen  üpringt ,  wenn  seine  Theilchen  nicht  schnell  und 
leicht  genug  die  Wärmeschwingungcji  aufnehmen  und  weiter  geben  kön- 
nen**), so  zertrümmert  ein  hinreichend  kiaftigor  clcktrisclier  Schlag  die 
Nichtleiter,  durch  welche  er  sich  Bahn  bricht.  An  Leitern  zeigen  sich  diese 
serstSrenden  Wirkungen  nm  so  weniger ,  je  leichter  die  Theilchen  der  An- 
regung zu  Schwingungen  folgen  können.  Wohl  aber  beobachtete  man  wie- 
derholt an  Blitaahleitem,  an  denen  heftige  Blitse  niedergingen,  eine  spiral- 


*)  £twM  AehnliQhM  findaa  wir  bei  den  eisernen  Wsgenaohaen,  deren  Festi'gr. 
keit  auMer  des  Stassoi  tuieh  ditrok  4i«  Terdrehnng  bei  der  röhrenden  Bewegung 
ia  Amprnoh  genanunea  wird. 

**)  Dessgleichen  Le!  -/.n  sclmoller  Abkühlung  des  Glas^.  —  Ansdehnnag  und 
Zusamuenziobung  durch  die  Wärme. 
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formige  Drebnng*),  ein  Umstand,  welcher  auf  die  Beschaffenheit  der  elek- 
trischen Schwingungen  hiudcuton  dürfte**). 

Ferner  verstärkt  oder  Hcliwächt  der  elektrische  Strom  die  chemische 
Anziehung  zwischen  den  Atomen  eines  und  dessclhen  oder  auch  verschiede- 
uer  Körper  und  befördert  oder  hindert  so  chemische  Zersetzungen  und 
Verbindungen.  Die  Zersetzungen  erfolgen  nach  den  von  Farad ay  aufge- 
stellten Gesetzen  mit  solcher  Kegelma.ssigkeit  und  Gleichförmigkeit,  dass 
Jacob i  sogar  als  Maasseinheit  für  die  elektrischen  Ströme  jenen  Strom 
▼oiielilog,  dex  In  einer  Minute  ein  Knbikcentimeter  Knallgas  liefert  Den- 
noch ist  aber  die  Art  und  Weise ,  wie  eigentlich  der  elektrisehe  Strom  ehe* 
misch  wirkt,  noch  in  ein  tiefes  Dunkel  gehfillt.  Da  mdessen  lieht  nnd 
WSnne  ebenfalls  ehemisch  wirken***),  nnd  behn  Lickte  wieder  die  stark 
brechbaxoi,  am  schnellsten  schwingenden  8tocker*sehen  Strahlen  am  be- 
sten, so  liegt  die  Vermathmig  gewiss  nicht  ferne,  dass  gerade  das  Bewegte 
sein  nnd  die  Fortpflananag  des  Bewegtseins  auch  die  ehemische  Wirknng 
herbeiführt,  indem  es  die  Beschaffenheit t),  Lage  nnd  Anordnung  der  Theil- 
chen  abändert.  Veranlasst  doch  in  einigen  Fällen  schon  ein  gewöhnlicher 
Stoss,  eine  Erschütterung  des  einschliessenden  GeflKsses  eine  chemische 
■Wechsf'lwir]<ung  oder  eine  Ktystallisationtt)* 

*)  Aehnliob  selbst  an  weniger  gntm  Leitern;  vergl.  n.  A.  Zeitschrift  des 
deotBch - österr.  Telographen- Vereins  II  10,  S.  230  und  231:  ,,Eh  zeigten  sich  da- 
bei dieselben  Erscheinungen,  welche  auch  Bcbou  mehrfach  beobachtet  worden:  das 
elektrieebe  Floidtini  ging  meist  nun  der  Leitung  iSngs  den  Btsngen  ia  spiralförmi- 
gen Bahnen  zur  Erde,  indem  es  die  Stangen  selbst  bald  spaltete  oder  f^Qslieh 
zersplitterte,  bald  nur  spiraUürmige  Splitter  aus  denselbeu  herausriss." 

**)  Die  weitere  Ansfiihrnng  davon  folgt  später  S.  45.  Hier  nur  eine  Stelle 
ans  Becquf'rel,  trait^  de  physique,  I  p.  70:  ,,von  Afarum  hatte  beobachtet, 
dass  sich  die  Länge  eines  Metalldrahtes  von  kleinem  DarchmcHser  verkürzt,  wenn 
man  eiae  Leydner  Flasche  durch  ihn  entlädt;  diess  bestätigend  erkannte  Bdmttnd 
Becqaerel,  dass  der  Draht  einen  welligen  Zustand  annahm  (afTectait  nne  dispo- 
sition  ondul^c),  welcher  anzudeuten  scheint,  dass  die  Klektricitüt  in  einer  Art 
Wellenbewegung  durch  den  Draht  geht.  Eine  iihnliehc  Wirkung  war  an  Olociten» 
strängen  beobachtet  worden,  welche  der  lilitz  durchlaufen  hatte." 

Robida  sagt  S.  17  der  Vlbrationstheorie:  „Alle  sogenannten  ebemlseben 
AVirkunpeu  des  Lichts,  darunter  auch  die  Photographie,  halte  ich  für  WirKuDgLU 
der  durch  das  Licht  geweckten  Elektridtät.  Zur  Photographie  präparirtes  feuch- 
te« Papier  wurde  swisdien  swei  Platindrähte,  welche  die  Pole  des  eleirtriseheo 
Stroms  vorstellten,  gelegt,  nnd  es  sebwiiiztc  sich  in  kurzer  Zeit  am  intensivsten 
zwischen  den  Polen,  schwächer  seitlich  von  diesen  wie  von  veriliesscnder  schwar- 
MT  Tinte.  Naeh  ünterbrechnng  des  Stroms  wurde  ein  einziger  dieser  nattndrXht« 
auf  das  präparirtc  Papier  gebracht ,  nnd  er  BchwSrste  CS  noch  merklich ;  dagegen 
zeigte  ein  anderer  im  elektrischen  Strome  nicht  gebranchter  Platiudraht  keine  Ein- 
wirkung auf  das  Papier.  Demnach  haben  die  elektrischen  Sehwingnngen  im  Drahte 
schwach  fortgedauert.  Die  Vcrsnehe,  welche  Grove  in  Pogg.  Annalen  IJ.  lüO, 
S.  345  erziihlt,  scheinen  meine  Ansieht  zu  bestätigen."  —  Wir  tragen  diess  nur 
als  ein  weiteres  Beispiel  für  die  Analogie  zwischen  den  Wirknngett  des  Lichtes 
»uid  der  Eloktricität  nach;  bei  der  obigen  Anscbauungsweise  brauchen  wir  wenig- 
stens nic'it  unsere  Zuflucht  zu  einer  so  verwickelten  und  unklaren  Hypothese  iil>er 
die  Elektrochemie  zu  nehmen,  wie  Bobida,  der  uns  hier  oboidrein  den  Beweis 
dafür  scbaldig  bleibt,  wie  die  tr ansTersaleo  LichtachwiaKiingeii  longitudi- 
nale  elektrische  Schwingungen  wecken. 

■J-)  lleberführung  des  Sauerstoffs  in  Ozon  durch  Elektrioität. 
ff)  Nach  Flttcker  nehmen  auch  die  krystallinischen  Azen  bei  der  Krystal- 
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Encllidi  Xndert  neb  im  elektrischen  Zustande  «neh  die  gegenseitige 
Ansiehnng  od«r  AbetoMung  der  Tersehiedenen  KCxpern  angehsrigen  H as- 
sentheUdien.  Die  ürsache  dieser  Aniiehnng  oder  Abstossnng  wXre  also 
keine  neu  tunrakommende  Kraft*),  sondeni  die  in  der  Wirkungsweise  dw 
den  Massenfheilclien  inne  wolinenden  ansi^enden  Eorftfte  eintretenden  Ver- 
ftnderungen ,  welche  eben  durch  den  eigenthümlichen  Zustand  der  Bewe- 
gung herbeigeführt  werden,  in  welchem  sich  die  Massentheilchen  befin- 
den^). Werden  zwei  (leichte)  Körper  gleichnamig  elektrisirt ,  so  streben 
sie  sicli  von  einander  zu  entfernen,  Stessen  sich  gegenseitig  ab  und  werden 
auch  von  der  Elektricitätsquelle  abgestossen.  Elektrisirt  man  dagegen  das 
eine  Körpereben  positiv,  das  andere  negativ,  so  zielien  sie  sieb  gegenseitig 
an  und  streben  sich  gegen  einander  zu  bewegen.  Daraus  floss  das  Gesetz: 
gleichnamige  Elektricitäten  Stessen  sich  ab,  entgegengesetzte  ziehen  sich 
an.  Nun  zieht  ein  elektrischer  Körper  jeden  andern ,  auf  welchem  er  durch 
Influenz  Elektricität  erzeugte,  an,  und  desshalb  setzte  man  auf  demjenigen 
Ende  des  inflnenstrten  Körpers,  welches  dem  infiuensirendea  «gewandt 
ist,  die  entgcgongesetite  Elektarioitilt  (als  InflnenaelektrieitKt  erster  Art) 
▼orauB,  nannte  sie  nber  gebunden,  weil  sie  sich  nicht  dnreh  das  Elektroskop 
nacbweisen  lisst.  Da  wir  jedoeb  aufidem  gansen  inflneniirten  Körper  bloss 
die  Erseugnng  der  gleicbnamigen  £lektridtit  aandbmen  konnten  (rergl* 
S.  145) ;  so  nahmen  wir  dadurch  augleicb  dem  (Jesetae  der  elektrisehen  An- 
ziehung und  Abstossung  «eine  AUgemebheit  Indessen,  wenn  wir  somit 
«icb  gezwungen  sind ,  ein  nicht  unter  allen  Umständen  gleiches  Verhalten 
sweier  mit  Elektricität  behafteter  Ivörpcr  voraus  SU  setsen,  wenn  wir  dabei 
unterscheiden  müssen ,  ob  die  Elektricit&t  auf  dem  sweiten  von  dem  ersten 
durch  Vertheilung  oder  durch  Mittheilung  erzeugt  wurde:  so  sind  wir  dess- 
wegen  nicht  etwa  schlimmer  daran,  als  die  Dualisten,  welche  —  um  gerade 
bei  aufrecht  erhaltener  Allgemeinheit  dos  Anziehungsgesetzes  zu  erklären, 
-  .  wesshalb  die  positive  und  negative  Elektricität  einer  galvanischen  Siiulo 
sich  trotz  ihrer  so  starken  Anziehung  nicht  über  die  elektricitäterregende 
Berührungsfläche  vereinigen,  während  sie  sich  doch  so  leicht  und  mit  so 
grosser  Heftigkeit  durch  den  Schliesaungsbogen  vereinigen  —  eben  jene 
Berührungsfläche  zwischen  den  beiden  sonst  recht  gut  leitenden  Elektro- 
motoren zn  einer  für  die  diesseits  und  jenseits  abgelagerte  Elektricität  un- 
ilberspringbaren***)  Grenie  machen,  hie  Ursachen,  welche  das  versebie^ 


li^ation  im  magnetischen  f'elde  eine  bestimmte  Lage  gegen  die  magnetischen 

Pole  an. 

*)  Nach  der  dualistischen  Theorie  ist  diese  Kraft  vertreten  dordi  die  sieh  an- 
ziehenden oder  abatossenden  Fluids. 

**)  lieber  eino  durch  die  WSnne  hervorgerufene  anziehende  und  abstossende 
Kraft  vergl.  Zantedeschi,  trattato  di  fisica  II,  I  S.  285 ff. 

***)  Vergl.  Pouillet,  fibersetzt  yon  Palmierl  II  $  220,  S.  297:  „ohne  je 
die  Chrease  Überspringen  nnd  sieb  TemlSge  ihrer  weehsdeei^en  AasiehnDg  ver- 
^nigen  zu  können."  —  Wer  erinnert  sieh  dabei  nicht  an  den  abenteuerlichen  Glau- 
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dene  Yerbalten  in  den  einseinen  Fällen  bedingen,  sind  freilich  noch  anfsn- 
miehen  nnd  werden  sieh  vielleicht  In^dem  yenchiedenen  Terbalten  der  Lei- 
ter und  Nichtleiter  gegen  die  Elektrioittt,  in  den  verschiedenen  Wechsel- 
benehnngen  iwischen  Aether*  nnd  KSipertheilehen  £nden  lassen*  Nament- 
lich dfizfke  das  Yerhalten  des  nwischenliegenden  Nichtleiters  in  Folge  der 
auf  ihn  aasgeübton  Eiuwirkang  massgebend  sein;  8.  160  fanden  wir  ja 

^  <  ^1  <  ^2  ^^^^ 

^2  ansammen  mit  kräftiger  Anziehung  swischen  iwei  entgegen- 

gesetsst  elektrischen  Körpern, 

zusammen  uiit  schwächerer  A nz iehang  zwischen  dem intluen- 
zireuden  und  intiuenzirten  Körper, 

J  zusammen  mit  Abätossuug  zwischen  ursprünglich  gleiclinamig  elck* 
'       trischen  Körpern. 

Den  Uebergang  aber  vuu  der  Abstobsung  zur  Anziehung  würde  ein  ein- 
facher Zeiuhenwechsel  in  der  Kesultante  der  Abstossung  andeuten,  üeber- 
diess  steht  jene  Erscheinung  auch  keineswegs  vereinielt  da;  denn  abge- 
sehen davon,  dass  der  Magnetismus  nicht  anf  alle  Substanzen  in  gleicher 
Art  wiikt,  sondern  man  paramaguetische  und  diamagnetische  Bubstmuen 
unterscheiden  mnss,  begegnen  wir  in  der  Elektrodynamik  bei  den  Amp  &  re*- 
Bchen  Gesetzen  demselben  Gegensätze  nochmals  und  unter  denselben  äusse- 
ren Bedingungen*  in  Bezug  auf  einen  zwischenstehenden  oder  nicht  swi- 
schenstehenden  Nichtleiter.  Während  sich  nämlich  die  suceessiven  Theile 
desselben  Stromes  abstossen,  ziehen  sich  zwei  parallele  gleichgerichtete 
Ströme  an*). 


bell  an  einen  —  jedoch  nur  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  über  der  Erdoberfläche 
hiuaufreicheudeu  —  horror  vacui  dL-i-  ^atur,  wie  er  vor  Torricelli  gelehrt  wurde? 
Bei  der  Annahme  der  Undnlationstheorie  hilft  ans  wohl  der  Satz  von  Freanel 
Uber  diese  iScbwierigkcit:  das«  bei  von  einem  Punkte  ansgcgaugenen  Wellen  eine 
Kiickwirkung ,  eine  liiickkohr  nur  da  stattfinden  kann,  wo  eine  Verschiedenheit 
der  Dichte  und  Eiasticität  vorhanden  ist  (Ponillet,  übers,  von  Palmieri  III 
§  437 ,  S.  313).  Die  elektrisohen  Wellen  entliehen  aber  in  der  Berithrnngsfliclie 
selbst. 

*)  Hier  wie  dort  sehen  wir  durch  Mittlieilung  gleichnamig  elektrische  Theil- 
cheu  sich  entschieden  ubstossen.  Die  Abätu.ssung  zwischen  zwei  Theilcben  wird 
proportional  sein  dem  Produkte  der  Intensitäten  beider  TheilchMl  und  nmgckchit 
proportiunal  dem  Quadrate  der  Eulfernung.  Dürfen  wir  nun  annehmen,  dass  die 
iS.  lüü  gctundeuü  DitFurenz  der  Intensitäten  der  beiden  elektrischen  Kürper  A  und  Jf 
nicht  alMn  die  Einwirkung  anf  den  zwinohcnliegcndcn  Isolator  .Y  bestimmen ,  son- 
dern zugleich  als  Maass  fttr  die  elektrische  Intensität  auf  dem  gauxen  Isolator  za 
gelten  habe,  so  ist 

anf  J  die  Intensität  A^aA  

n 

n 

.   N  -         -       /f  — «J-i—»  — • 

n  n 

Stellen  wir  uns  nun  A  und  Ii  als  elektrische  Punkte  von  der  Masse  i  vor,  ist  ihre 
Entfenraag  s=  e  nnd  ist  k  die  abstossendo  Kraft  awisehcn  2  gleidinamig  ^elektrf» 


Digitized  by  Google 


Von  Dr.  Ed.  2bt280KB.  155 


Wamim  mh  nielit  elekteiioher  KOrper  swiadiMi  swei  i^eiolistackta 
gletehnamig  oder  iingleiebiiAmig  «lektrischeii  Kficposn  nad  em  «UkteMier 


aeh«n  Körpern  vou  der  Masse  1  uml  ^er  Intensität  1  in  der  Entfernung  1,  so  wird 
B  Ton  A  «bgMtMMB  mit  der  Xnft 

Thttileben  iinff  ron       Mmm  iIn  io  d«r  Entfomnng  «  ron  IT  stütit  ^  ab 

II 

mit  der  Kraft  p  a=BAk-^t  und  die  Summ  aUer  AbitMsungen  dar  Tbdkboi  Ton 

A'  gegen  ^0  ist: 

-[•*-^+^^^^+^-^]* 

Die  Samme  P=Ji-i-J*  ist  die  Totaliu-aft,  niit  welcher  ^  abgestosseu  wird.  Be< 
trachten  wir  die  SnmaMmdeii  etwas  aiher  la  den  eebon  8.  180  hwaMtegrMteen 
FiÜlen: 

«»=-"-^'*=(-+v+a)3=0+i)7>'» 

Pc  =  0   _ 

>  >  0  . 

d.  h.  die  Abatossnng  wird  nidit  =  0,  wenn  auch  ^oc=  war. 
2)  6  =  0  Uefert: 

«|  =  — •    ^»    ^  =   =*  i"   JJi  r^lJÄ^Äi 

=K'-^)'-K'-^)[-=0-v)["('- 

So  lange  in  P  der  Werth  b<^^l  ^  «  ist,  ist  also  P'^Pi  nnd  bestimmt/'^  P^. 

Da  aber  A  so  beträchtlicli  grösser  ist,  als  ^, ,  »o  dürfte  wohl  allgemein  P^  Pt 
d.  h.  die  Abstoseung  bei  bloaser  Inflaenz  geringer  sein ,  all  w«ui  B  gleichnamig 
elektrisch  mit  ^  ist. 

Z)b  —  —  b  liefert: 

«i>l;  a>6  /?>/?, 
=  [''*(»-i)'+*'(l  -      S>0;  > 


Digitized  by  Google 


156  Die  Elektricitätslehie  vom  Standpuikt  der  UndultftionBtlieorie. 

■wischen  swei  gl^chtterken  unter  tich  gleidinttnlgen  weder  angesogen, 
noch  »bgestoAsen  wird,  wibrend  ein  elekttiieher  iwiaehen  %w«&  mler  sieh 
nngleiehnamig  elektrisclien  Körpern  mit  der  Summe  der  beiden  Wirkungen 
abgestosscn  oder  angezogen  wird,  das  erkUbrt  sich  jetzt  von  selbst  aus  der 
Wirkungsweise  gleicher  oder  entgegengesetzter  KrÜfte,  deien  Wirkungi- 
richtuxigen  in  dieselbe  gerade  Linie  fallen. 


So  bfttten  wir  denn  das  weite  Feld  der  elektriscben  Ersebeinungen 
mannigfaeb  durcbkreust  und  gefunden ,  dass  uns  niebt  aHein  eine  sehr  be- 
stimmt ausgepjrftgte  vielseitige  üebereinstimmung  in  dem  Auftreten  und  in 
dem  Wesen  der  Elektricität ,  des  Lichtes  und  der  Wärme  die  Anwendung 
der  ITndulationstheorie  auf  die  Elektricität  an  die  Iland  giebt,  sondern  dasa 
aucb,  wenn  man  in  der  Elektrlcitätslohre  diese  Theorio  zu  Grunde  legt, 
sunftcbst  eine  für  alle  Elektricitätsquellen  gleichförmige  Erklärung  für  die 
Erregung  der  Elektricität  gewonnen  wird  ,  und  dass  in  der  Erkliirung  der 
elektrischen  Ersclioimingen  selbst  durclians  nicht  mehr  Schwierigkeiten  zu 
tiberwinden  bleiben,  a,Is  anch  die  dualistische  Theorie  noch  unbeseitigt  lässt, 
ja  dass  vielmehr  so  mancher  gewichtige  Einwand  verschwindet.  Zudem 
finden  wir  die  Elektricit<ätserregung  in  der  Regel  von  einer  gleichzeitig  auf- 
tretenden Bewegung  begleitet  und  sehen  die  meisten  Wirkungen  des  elek- 
trischen Stroms  anderwärts  häufig  durch  eine  vorhandene  Bewegung  her- 
vorgebracht und  naitaentlicb  auch  gerade  durch  schwingende  Bewegungen. 
Ein  eben  so  w^htiges  als  sebwieriges  Gebiet,  das  des  Elektromagnetismus, 
beben  wir  in  unseren  Betracbtnngen  nur  wenig  berührt  und  wollen  desshalb 
hier  noch  einige  Bemerkungen  aus  demselben  einflttgen,  um  an  diese  unsere 
Schlnssbetracbtnng  anzuknflpfen. 


•  £s  ist  also:  W^iif  und  P'p- P"^  J\  d.  h.  die  Abstouang  ist  stets  geringer, 

wenn  B  en^iegeiigesetst,  als  wmn  es  mit  A  gleiehnamig  olek- 

trisch  ist. 

Ri^  Ht  nnd  Pfi  Pt  ^'  h>  die  Abstossuiig  ist  stets  geringer, 
weon  AemtfegeiigesetEt,  als  wenn'es  gar  nieht  «lektriach  war  und  bloM  imBaensirt 
wurde. 

.4)  liefert: 

«-(-'■•+¥-?)?=-'0-i;i<«  ■ 

d.  b.  wenn  B  eben  uo  stark,  aber  entgegengesetzt  elektrisch  ist,  wie  so  wird 
es  nieht  abgestossen,  lOBdem  angesogen  mit  eiaer  Kraft,  welche 
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J>er  ficliliessiiiigsdniht*)  eines  elektrisdien  Stromes  wird  dnreb  den 
Strom  krSf^g  transversal  magnetiseli  und  tritt. dann  nioht  pnr  mit  andern 
^  fertigm  Magneten  in  Wechselwirknngt  sondern  er  yermag  aneh  in  KSrpem, 

welche  magnetisch  werden  könnebi  Magnetismns  hervorxomfen,       smur  ^ 
'  liegt  die  magnetische  Axe  des  entstehenden  Magnotes  senkreclit  bot  Strom- 
richtung**). Umgekehrt  zeigte  Ampere,  wie  sich  jeder  Magnet  als  ein 
Träger  elektrischer  Ströme  betrachten  lässt,  die  sich  nm  ihn  heram  in  £be< 

nen  bewegen,  welche  senkrecht  auf  seiner  magnetischen  Axe  stehen.  Dess- 
halb  muss  denn  auch  plötzlich  auftrotoiuicr  oder  verschwindender,  oder 
überhaupt  seinen  relativen  Ort  verändernder  -Vraj^notismus  in  seinem  Wir- 
kungskreise ganz  in  derselben  Weise  störend  auf  das  elektrische  Gleichge- 
wicht einwirken,  wie  es  Elektricität  unter  eben  diesen  Verhältnissen  und 
Bedingungen  thun  würde.  Unter  UmstJinden  übertragt  sich  bei  diesen  in- 
teressauteu  Erscheinungen  die  Bewegung  des  Magnetes,  oder  des  Strumlei-. 
ters  durch  Kückwirkung  auf  den  andern,  oder  hemmt  dessen  schon  vorhan- 
dene Bewegung,  sodass  also  selbst  die  Tfi^eit  der  Materie  tiberwun-  . 
den  wird. 

Wir  hätten  nun  zum  Schloss  bloss  noch  einige  Andeutungen  über  die 
Stellung  des  Magnetismus  zur  Elektrieitftt  und  Aber  die  Stellung  der  beiden 
El^trieitftten  gegeneinander  an  geben»  und  an  diesem  Bebnfe  geben  wir 
noehmals  anf  die. Polarisation*^)  des^L^tes  snrttek.  "Wenn  ein  gewQbn- 
liebar  Lichtstrabi  nnter  einem  sdiiefen  Winkel  an  die  Grense  aweier  Mit- 
tel kommt,  so  wird  er  reflectirt  nnd  gebroebenf),  nnd  es  stoben  die  trans- 
versalen  georadlinigen  Sebwingnngsbsbnen  des  leij^etirtea  Antbeils  senk- 
reebt  anf  denen  des  gebroebenen  Antbeils.  Ans  den  in  einem  Strable  des 
gemeincoi  Iiiebts  angebftnften  Scbwingnngen  werden  also  bloss  jene  reflec' 
tirt,  welcbe  in  der  Reflezionsebene  polarisirende  Ebene)  lagen,  und 
blos  jene  durch  Brechung  fortgepflanst,  welcbe  senkrecht  zur  Beflexions- 


GIeicLgiIti(^ ,  au»  welclicm  Metall;  der  Magnetismus  wirkt  nur  auf  wenige 
Metalle  kräftig  anzielicud  und  magiietisirend. 

**)  Auf  die  Stärke  des  ducch  eine  Spirale  erzeugten  Elektromagnetismas  ist 
ausser  der  Stromstürke  und  der  Zahl  der  magnetisirMiden  Windungen  die  Masse 

dpM  magnetisirten  Körpers  von  wesentlichem  Einflnss ,  und  es  läset  sich  für  jeden 
Querschnitt  des  Elektromagnets  ein  Maximum  des  Magnetismus  durch  eine  noch  so 
grosse  Vermehrai^  der  Stromstärke  niclit  überschreiten.  Vergl.  Dub,  die  Gesetze 
des  Elektromagnetisanu ,  in  der  Zdtschrift  des  deutsch-österr.  Telegraphen-Ye^^ins 
IV  Hft.  2  ff.  '  • 

Fresnel:  ein  polarisirtes  Bündel  ist  jenes,  für  welches  die  Schwingungen 
immer  dieselbe  Biehtong  haben,  nnd  dabei  ist  seine  Polarisationsebene  jene  Ebene, 

zu  welcher  die  kleinen  schwing^enden  Bewegungen  der  Aetherthoilchon  immer  per- 
pendikulur  bleiben.    Vergl.  Pouillet,  übersetzt  von  Talmi  er i  III  t?  10'),  S.  Ii9t5. 

*)*)  Ausserdem  tragen  die  von  dem  roflcctirendea  Punkte  ausgehenden  Xugcl- 
wellöi  in  b^de  Ißttel  das  Bild  dieses  Pvnktes  und  machen  ihn  dadurch  Ton  afiea 
Seiten  aiehthar. 

Zellsehrifl  für  BMhoiMtft  «.  PMk.  IV.  U 
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ebene  lagen  (die  ingleieh  aiieh  die  breehende  Ebene  ist).  Kommt  jetst  der 
reflectirte  oder  d«f  gebroehene  Antbeil  an  eine  sweite  Grense  des  fortpflan- 
senden  Mittels,  so  iriederbolt  sidi  das  eben  Gesagte,  nnd  es  kann,  bier 
*    keine  sweite  Beflexion  oder  Brechung  emtreten,  wenn  die  Scbwingungen 

des  ankommenden  Strahls  senkrecht  stehen  auf  den  Schwingungen,  welehe 
fttr  dieseReflexion  oder  Brechung  aus  einem  gemeinen  Lichtatrahle  heransge* 
nommen  werden  würden;  in  allen  andern  Fällen  wird  refle  et  irt  und  gebrochen 
zugleich,  indem  sich  die  vorhandenen  Schwingungen  z.  B.  in  der  Richtung 
rh  (Fig.  9i)  nach  zwei  niif  einander  senkrecht  stehenden  Richtungen  cb  und 
cd  zerlegen.  Aber  die  Intensität  des  reflectirten  und  die  des  gelirochenen 
Strahles  sind  im  allgemeinen  nicht  gleich;  wenn  der  eine  Strahl  im  Maxi- 
niiirn  seiner  Intensität  ist,  so  ist  der  andere  im  Minimum;  das  ]\raximum  gelit 
in  das  Minimum  über  bei  einer  Dreliung  des  Analyseurs  um  90  Grad.  Bei 
zweimaliger  Reflexion  und  ebenso  bei  zweimaliger  Brechung  tritt  das  Mini- 
mum bei  senkrechter,  das  Maximum  bei  paralleler  Stellung  der  beiden  po- 
larisirenden  Ebenen  auf;  umgekehrt  ist  es,  wenn  Reflexion  und  Brechung 
mit  einander  abweehseln.  Eine  Ausnahme  davon  zeigt  der  Bergkrystall 
(Ar  in  Biebtnng  der  optucken  Axe  dnrehgehende  Strahlen)  nnd  alle  dop* 
pelt  breehende  Mittel,  von  denen  man  daher  sagt,  dass  sie  die  Polarisations* 
ebene  nm  eben  jenen  Winkel  drehen,  nm  welchen  man  die  eine  der  beiden 
polarisirenden  Ebenen  ans  der  eben  angegebenen  parallelen  oder  senkrech- 
ten Stellung  herausdrehen  mnss ,  damit  das  Maximum  oder  Minimum  der 
IntenaitXt  erlangt  werde.  Die  Ursache  dieser  Drehung  der  PolansiUions-. 
ebene  ist  nach  Fresnel  das  Vorhandensein  aweier  mit  nngleicher  Ge- 
schwindigkeit entgegengesetst  rotirender  circular  polarisirender  Strahlen* 
Circular  polarisirte  Strahlen  entstehen  aber  bei  der  Interferenz  zweier  ge- 
radlinig und  senkrecht  anf  einander  polarisirter  Strahlen  von  gleicher  Ampli- 
tude und  V4  Wellenlänge  Gangunterschied. 

Weil  man  nun  eine  Drehung  der  P(darisationscbene  beim  Durchgange 
des  polarisirten  Lichtes  durch  durchsichtige  Mittel  auch  durch  Magnetis- 
mus herbeiführen  kann,  und  w'eil  hier  die  Drehung  noch  überdiess  in  Rieh- 
tung  der  Ampere'schen  Ströme  erfolgt,  welche  in  einem  weichen  l.isen- 
stttck  vorauszusetzen  wären,  wenn  es  an  die  Stelle  der  durdisichtigen  Sub- 
stanz gebracht  und  durch  die  auf  diese  Substanz  wirkende  iv  Pole  magneti- 
sirt  wurde:  so  liegt  es  doch  gewiss  nicht  fern,  im  Magnetismus  selbst  eine 
ähnliche  rotirend  polarisirte  Schwingnngsweise  zu  suchen ,  wie  sie  im  Berg- 
krjstalle  vorhanden  ist.  Die  in  etn«n  dreultr  polarisirten  Strahle  hinter- 
einander liegenden  Theilchen,  welche  nach  einander  in  dieselbe  Phase  tre- 
ten und  im  Gleiehgewichtssustande  in  einer  dem  StraUe  parallelen  Linie 
lagen,  bilden  ferner,  wenn  man  sie  in  ein  und  demselben  Zeitaiomente  be- 
trachtet und  durch  eine  Linie  verbunden  denkt,  eine  Schraubenlinie  ahcdef 
(Fig.  10);  die  HShe  eines  Schraubenganges  ist  dabei  der  Wellenliinge 
gleich ,  nnd  es  erfolgt  wührend  einer  jeden  Undulation  scheinbar  dn  gan- 
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ser  Umgang  der  Scbranbe*).  Nun  haben  wir  bereits  früher  Spirallinien 
auch  durch  Elektricitat  besclirieben  gefunden,  und  wenn  wir  für  diese  Spi- 
rallinien eine  gleiche  Ursache  gelten  lassen  wollen**),  so  führen  sie  uns 
zur  Annahme  einer  der.  magnetischen  Schwingnngsweise  ähnlichen  Beschaf- 
fenheit der  elektrischen  Schwingungen.  Der  Magnetismus  ist  endlich  ein 
beständiger  Begleiter  der  (dynamischen)  Eioktricität,  und  Humboldt  be- 
zeichnet schon  im  Kosmos  (Bd.  I.  S.  194)  den  Magnetismus  nur  als  eine  der 
vielfachen  Formen,  in  welchen  sich  die  Elektricität  offenbart.  Grehen  wir  • 
noch  einen  Schritt  weiter ,  nennen  wir  beide,  Magnetismus  und  Elektricität, 
„Modalikftten  einer  und  derselben  Undalation,"  aus  welcher  sie 
siflli  in  Shnliolter  Weiae  heramnehmen  lawen,  wie  die  polariairten  Idebt- 
atraUen  ans  den  Strahlen  dea  gemeinen  laehtes.  fliehen  doch  die  Axen- 
richfeimgen  der  gleichseitigen  Wirkung  der  Elektridtät  und  des  Hagnetis- 
mos  ebenso  senkrecht  auf  einander,  wie  die  Schwingimgsbahnen  des  reflec- 
tirten  nnd  des  gebrochenen  Lichtstrahls,  wie  die  Schwingongsbahnen  des 
ordentlichen  nnd  ansserordentlichen  Strahls  bei  der  Doppelbrechung.  Wenn 
wir  aber  hiernach  die  Schwingongsbahnen  bei  der  Elektricität  nnd  beim 
Magnetismus  nicht  als  gerade ,  sondern  als  in  steh  curftckkehrende  krumme 
Linien  voraussetzen,  so  wird  sich  das  Auftreten  des  positiven  und  negati- 
ven Elementes  aus  der  Möglichkeit  einer  Kotation  nach  rechts,  oder  nach 
links  entwickeln  lassen '^). 

Während  nun  der  elektrische  Zustand  eben  das  Vorhandensein  einer 
oder  der  andern  jener  rotirenden  Schwingungen  bezeichnet,  so  erscheint 
der  Magnetismus,  und  zwar  beide  Magnetismen  zugleich,  erst  da,  wo  sich 
jene  elektrischen  Schwingungen  von  Theil  zuTheil  weiter  fortpflanzen,  ent- 
weder blnss  die  eine  Art  oder  bei^c  zugleich,  und  senkrecht  zu  der  Fort- 
pflanzungüriclitung  liegt  die  magnetische  Axe.  Desshalb  magnctisirt  ein 
einfach  elektrischer  Körper  nicht,  'sondern  erst  die  elektrischen  Ströme, 


*)  Uebcr  .sjiiralfHrmige  akustische  Kootenliniett  Tcrgl,  FonUlet,  ftbenetst 

von  Pa  1  m  i  c  r  i  Iii  §  337  ,  S.  70  ff. 

Indem  wir  sie  gewigsermassen  als  ein  ^agaerreotjrpes  Bild  eines  momenta- 
nen Znttandes  betrachten. 

•  ***)  Der  Erfahrung  und  der  Rechnung  bleibt  es  vorbehalten,  diese  Ändentung^ 
zu  bestätigen  oder  zu  widerlegen.  Wiclitige  ^fmnente  bei  der  entscheidenden  wei- 
tern Durchführung  dürften  sich  aus  den  Interiereniäerscheinungen  des  circular  po- 
larisirten  Lichtes  verglichen  mit  denen  bei  der  Elektricitttt  und  uns  den  Verschie- 
denheiten ergeben,  welche  sich  zwischen  der  positiven  und  negativen  Elektricität 
z.  B.  durch  das  Licht  und  die  Licliienberg'schen  Figuren  offenbaren.  —  Da  wir 
hier  keineswegs  schon  eine  bereits  abgeschlossene  Undulutionstbeorie  der  Elektri- 
cität zu  geben  beabsichtigten,  sondern  durch  die  UntMSUchuns  über  die  Berechti- 
gung nnd  Znlitssigkeit  der  Anwendung  der  Undulfttionstheorie  nlr  die  ElektrieitSts- 
lehre  mehr  nur  zur  Erledigang  einer  Vorfrao-c  beitrao:en  wollten,  so  durftcui  wir 
wohl  such  nach  der  Feststellung  der  allgemeinsten  ncscbaffenheit  der  elektrischen 
Sehwingnugen  uns  mit  einigen  Andeutungen  begnügen  nnd  die  tigentlicbe  gründ- 
liche Ihitcrsuchnni;^  über  die  Natur  der  elektrisclien  Schwingungen  ftr  An»  spülere 
aasfUhrlichere  Bearbeitung  des  Gegenstandes  angespart  lassen. 

II* 
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in  welchen  eben  eine  oder  beide  Arten  der  rotirenden  Schwingungen  fort- 
gepflanzt  worden;  desshalb  liat  boim  Zerbrechen  eines  Magnetes  jedes  Stück 
seine  zwei  J^)b'  ,  weil  eben  das  Hervortreten  der  maguetisclien  Polarität  die 
Folge  der  um  jeden  Theil  circulirendeu  elektrischen  Ströme  ist;  darin  kann 
es  auch  begründet  sein ,  das.s  die  magnetische  Vertheilung  von  der  elektri- 
schen wesentlich  verschieden  ist,  dass  bei  ihr  wirklich  beide  Magnetismen 
zugleich  erregt  werden,  und  zwar  in  Folge  einer  Art  von  Induction  mit  um- 
*  gekehrter  Lage  der  Pole  gegen  die  Pole  des  vertheilenden  Magnetes.  Dazu 
gesellt  sich  als  weiterer  Unterschied,  dass  es  beim  Magnetismus  keine  Lei- 
tung giebt,  wMfthfllb  m  sdion  frOher  die  Annalime  magaetiielier  S^win- 
guDgen  der  KSfpertheilehen  etwas  bedenklich  neimtea;  dunit  fiele  dann 
auch  die  Herabstimmung  der  Sebwingongssabl  bis  au  siehtbaren  Scbwin- 
gongen  dnreh  den  Widerstand  eines  Nicbdeiters  weg,  und  in  der  Tliat  wor- 
den iach  noch  keinerlei  lenchtende  Ersdbeinnngen  an  Magneten  beobachtet. 


Kleinere  Mittheilungen. 


IV.  Ueber  vollkommene  Zahlen.  In  meiner  Abhandlung  ttber  Ramns, 
Stifel  und  Cardauus  Iiabe  ich  (Bd.  II  3«  dieser  Zeitschrift)  einige  Sätze 
über  sogenannte  vollkommene  Zahlen  zusammengestellt,  d.  h.  Uber  solche 
Zahlen,  welche  der  Summe  ihrer  aliquoten  Theile  gleich  sind»  2.  B. 

6=14.3  +  9,  a8=r +2  +  4  +  7  +  14. 

Schon  Euclid  aeigte ,  wie  soldie  ToUkommene  Zahlen  aus  der  Formel 
(2*+i  —  1).  3»  hervorgehen ,  so  oft  2"*^'  —  1  eine  Primsahl  ist.  Unter  der 
Voranssetamig^  dass  diese  Eaclidische  Entstehnngsweise  die  einsige  mög* 
liehe  ist,  erwies  schon  Cardanas,  dass  alle  Tollkommenen  Zahlen  mit  6  oder 
8  sehliessen.  Dieser  lotste  Sats  Ifisst  sich  non,  wie  Herr  Staatsrath  Haedler 
mir  gelegentlich  bemerkte,  dahin  ansdehnen,  dass  die  yoUkomnkenen  Zah- 
len  mit  6  oder  mit  28  sehliessen. 

Der  Beweis  dieser  Erweiterung  ergiebt  sich  wohl  am  Einfachsten  nach 
folgender  Methode.  Damit  die  vollkommene  Zahl  mit  8  schliesse,  mnss 
2"  mit  4  und  2""^*  —  1  mit  7  sehliessen.  Alle  Potenzen  von  2,  welche  mit 
4  sehliessen,  haben  aber  eine  grade  Zahl  an  der  Stelle  der  Zehner,  weil  sie 
nnr  durch  fortgesetzte  Multiplication  der  4  mit  16  entstehen.  Diese  Poten- 
zen können  desshalb  in  den  zwei  letzten  Ziffern  durch  20  +  i  dargestellt 
werden,  wo  m  einziä'rig  ist.  Für  den  Factor  2"'^^  —  1  sind  daher  die  beiden 
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Endziffern  40  m  +  7  und  die  Mailtiplication  der  beiden  Factoreu  liefert 
800 +  300  m  +  28,  d.  h.  für  die  beiden  Endziffern:  28  *). 

CSahtob. 


V.  Ueber  die  Siscontinuit&t  gewisser  unendlicher  Eeihen.  Wenn  eine 
unendliche  Keilie 

y  ass  «,  +  «2  +  «3  +  «4  +  .  . . .  , 
deren  Glieder  bekannte  Functionen  einer  Variabelen  x  sind,  für  alle,  ein 
bestimmtes  loienrtU  ars«.biB  «aaft  nicht  1lbeniolir<itonden  x  convergirt, 
so  sdieint  es  nniweifelhaft,  dass  aneb  die  Reihe 

b  b  b  * 

«  «  « 

eonyergiren  und 

b 
a 

snr  Summe  haben  müsse.  Haa  könnte  nKmlich  sagen:  Die  Summe  der 
Beihe  %  +  +  etc.  IXsst  sieb  abFonetion  von  «,  etva  /(d?),  und  y 
als  Gleichung  einer  Curve  betrachten;  w^en  der  vorausgesetzten  Conver« 
gens  der  Reibe  sind  alle  von  « =  a  bis  x  =  6  vorkommenden  Ordinaten 
jener  Curve  endliche  GrjJssen,  mithin  ist  auch  ihre  Fläche,  d.  h./y  dx^ 
zwischen  denselben  Grenzen  genommen,  eine  endliche  Grösse.  Diese  Ar- 
gumentation unterliegt  allerdings  solange  keinem  Einwurfe,  als  die  Gleichung 
y--f(x)  continuirlicb  bleibt;  da  man  aber  die  Continuitat  oder  Disconti- 
nuitiit  einer  Keihensumme  nicht  aus  dem  blossen  Anblicke  der  Reihe  erken- 
nen kann,  sondern  erst  bei  deren  wirklicher  Summirung  gewahr  wird,  so 
bleibt  die  Anwendung  des  obigen  Satzes  selir  misslich.  Wie  leicht  man 
sich  hierin  täuschen  kann ,  mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 
Die  unendliche  Keihe 

y^x  {l—x)  +  a:2  [l—x'^)  +      (l— a:^)  +  

convergirt  für  alle  positiven  Hebt  gebrochenen  x  auch  fürar  =  0  und  für 
X  =  1 ,  in  welchen  beiden  Fällen  y  verschwindet ;  man  wird  demnach  erwar- 
ten, dass  die  durch  obige  Gleichung  reprascntirte  Curve  die  Gestalt  von 
APB  (Fig.  Ii)  habe ,  worin  ^  =  l  ist,  und  dass  die  Fläche 

1 

AP  BMA  =Jydx 


*)  Ich  benutze  dieae  Gelegenheit,  um  snf  eine  mir  eret  kürzlich  bekannt  ^e- 

worriene  Ahhandlung;  von  Terquem  über  die  Elemente  der  Zalileiitlieoric  aufmerk- 
sam zu  machen.  In  derselben  finden  sich  (N.  aun.  math.  III.  219  und  3i}7)  auch 
mehrtte  interessante  B&tae  über  vollkommene  Zahlen.  0. 
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vou  endlicher  Grösse  sein  werde.  Die  Ausführung  der  Integration  giobt  aber 
1 


r      12  3 

/  y  rfaf  =  ä73  +  375  + 4^;;^  +  . . .  .  + 
0 

und  da  für  n  >  1 


.     («+l)(2i»4-l)      i    n  +  2 
ift,  10  folgt,  dasfl  die  Snmme  der  vorigen  Beihe  mehr  betrSgt  «1b 


^(ä  +  i'^ö   )' 


mithin  der  Werth  des  Integrales  anendlich  gross  ist.  Das  Paradoxon ,  dass 
eine  geschlossene  Curve  einen  unendlich  grossen  Flächeninhalt  haben  soll, 
klärt  sich  durcli  eine  genauere  Untersuclning  sofort  aof.  Nimmt  man  die 
Beihe  snerst  als  n-gliodrige  und  bezeichnet  deren  Summe  mity.,  so  ist 

y,  ==  «  +  a?2  +  1  . .  +     —  («2  +  «4  +  a?«  +  .  .  .  1  + 

Bei  unendlich  vnehsenden  n  giebt  diess  onter  Voraiuwetning  eines  positiven, 
Ucht  gebrochenen  « 

für  1  dagegen  crlinlt  y,,  die  Form  ^  und  als  wahren  Werth  hiervon  fin- 
det man  nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren 

yn^l  —  {n+l)  —  {n  +  2)  +  (2«+2)=0, 
wobei  die  Grösse  von  n  gleichgültig  bleibt;  es  ist  daher  auch  y  =  Zun  y„ 
in  diesem  Falle  =5  0,  wie  man  ohnehin  wnsste.  Zufolge  der  Gleichungen 

y  =  0       ,  für  =  I , 

hat  nun  die  Curve  eine  ganz  andere  als  die  urspriingHcli  vcrninthete  Gestalt; 
die  Ordinaten  wachsen  nKnilich  fdrtwähreud  und  können  jede  beliebige 
Grösse  übersteigen,  wenn  man  x  nahe  genug  bei  der  Kiulicit  wählt;  wird 
aber  a' =  1 ,  so  ändert  sich  die  Curve  sprungweis  und  liefert  den  isolirteu 
Punkt  B  auf  der  Abscissonachse  (Fig.  12).  Dass  eine  solche  Curve  einen 
unendlichen  Flächeninhalt  besitzt,  wird  Niemanden  befremden,  auch  crgiebt 
er  sich  unmittelbar,  wenn  man  das  Integral 


swisehoi  den  Qroaien  a;=  O  und  xs=i  —  d  nimmt,  wo  d  eine  unendlidi 
kleine  Grösse  bexeichnet. 

Die  vorhin  bemerkte  DiscontinuitSt  seheint  ttbrigens  den  meisten  Bei- 
hen  von  der  F<nin 
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A  X  (1— ar)  +  -rf,  «»  (1—«»)  +  ^8     (1         +  . . . . 
eigen  an  sein.   So  iet  i.  B. 

k  U-^)  ^-^'^  u  -*^')  +  ^rril*^'  (I  -  ^•^}  + . . . . 

Kl— aJ* 

dagegen  Tefsehwiodet  die  Stimme  für  x  =  1 ;  die  entsprechende  Carve  hat 
daher  eine  fga/om  Xhnliche  Gestalt  wie  die  vorige.   Femer  ist 

j  o:  (1  — or)  +  i  arHl  -  a:^  +  f     (1  -  arS)  +  .  .  r. 

/  (l  +  .r)  für  0  <  o:  <  1 , 

für  .r  1  dagegen  ist  die  Summe  der  Reihe  nicht  =  /2,  wie  es  die  Conti- 
Duität  verlangen  würde,  sondern  =0. 

Der  cigeutliche  Grund  dieser  Discontiauitäien  liegt  jedenfalls  in  dem 
einfachen  Satze,  dass  scLou  die  Gleichung 

»/  —  L  m  (x^) ,  (w  =  oo) 

eine  discontinuirliclic  Curve  giebt.  Für  0  <  a:  •<  1  Tällt  letztere  mit  der  Ab- 
scissenachso  zusammen  j  an  der  Stelle  a'=l  bat  sie  einen  isolirten  Punkt 
in  der  Höbe.y  =  lj  f ür  ä:  >•  1  wird  sie  zu  einer  unendlich  entfernten  para- 
bolischen Linie. 

Wie  man  sieht,  haben  die  betrachteten Beihcn  eine  gewisse  Aehnlich- 
kcit  mit  den  üeihen  von  der  Form 

B^  sin  x  -\-  B2  sin  2x  -\-  7?  ,  sin  3x  +  .... 

deren  Summen  für  a:=Ound  x~7t  verschwinden,  aber  innerhalb  dieses 
Intervalles  jeder  gegebenen  Function  von  x  gleich  gemacht  werden  können 
und  daher  an  jenen  Stellen  discontinuirlich  sind,  wenn  nicht  zufällig 
f  (p)  z=  f  (^n)  ~  0  ist.  Bisher  lieferten  diese  periodischen  Reihen  das  erste, 
elementar  nicht  wohl  behandelbare  Beispiel  von  discontinuirlichen  Kcihen- 
Bummen;  die  vorhergehenden  Betrachtungen  zeigen  dagegen,  dass  solche 
FftUe  von  BiflcontinnitXt  aolion  in  den  Anfitngen  der  Reihentheorie  voarkom- 
meii4c(5nnen}  vnd  dass  ebendesswegen  bei  der  Behandlung  unendlioher  Rei- 
hen Bowie  ttbwhanpt  bei  allen  in's  Unendliehe  fortgesetsten  Operationen 
eine  scmpnlVse  Genauigkeit  ganz  am  Flatae  iat. 

Sohl. 


YL  TTeber  einen  allgemeinen  flMi  mm  dtii  Mfihmt  ebeneir  Cnmo* 

In  Heft  4,  Theil  XXXI  des  Grnnert'Kchen  Archivs  d.  Math,  findet  man  fol- 
genden, von  Dr.  Völler  in  Saalfeld  angegebenen  Satz: 

Zieht  man  in  einer  ebenen  Curve  eine  Sehne  und  legt  durch  deren 
Endpunkte  Tangenten  an  die  Ciirve,  so  nähert  f^eh  daa  Verhftltniw 
des  von  der  Sehne  abgeschnittenen  Flftchens^mentes  in  dem  aus 
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der  Schue  und  den  Tangenten  gebildeten  Dreiecke  mehr  und  mehr 
der  Grenze  wenn  die  SeLne  unendlich  abnimmt. 
.Der  Verf.  ist  durch  die  Parabel  auf  seinen  Satz  gekommen;  für  diese 
gilt  nSmlicli  das  VerhUltniss  2:  3  bei  joder  beliebigen  Grösse  der  Sehne;  da 
man  nun  immer  eine  Parabel  coustriiircn  kann,  Avelcbe  mit  einer  gegebenen 
Curvc  eine  Sehne  und  die  Tanf^iMitcn  an  deren  Endpunkten  gemein  liat,  so 
war  zu  erwarten,  dass  jenes  Theorem  für  Ixdiebige  Curvcn  in  soweit  beste- 
hen würde,  als  deren  Bögen  für  Parabelbögeu  gelten  können,  woraus  die 
Beschränkung  auf  unendlich  kleine  Sehnen  und  Bögen  sogleich  folgt.  Was 
den  Beweis  des  Satzes  anbetriftt,  so  ist  derselbe  sowohl  bei  dem  Verf.  als 
in  der  G run er t' sehen  Nachschrift  ziemlich  weitläufig  ausgefallen;  es  be- 
darf aber  hierza  weder  analytischer  Geometrie ,  noch  der  Integralrechnung, 
nodi  andlicli  des  Taylor'selieik  Sätses,  sondern  mir  folgender  iwd  bek«m- 
ter  Theoreme  (».  Fig.  13).  « 

Bezeichnet  (p  (x)  die  Fläche  zwischen  der  Abscissenachse ,  der  Curve, 
der  festen  Ordinate  AB  und  der  beweglichen,  zur  A^seisse  CMsssx  gehfi» 
rendea  Ordinate  Jlf  P,  so  ist  der  Differentialqtiolient 

g/  {x)=Lim  y(-^t>^)-y(-^)  «  MJH^  =  Jx) 

einerlei  mit  der  Ordinate  MPf  welche  y  oder  f{fc)  hcissen  möge;  der  Dif- 
f e  r  e  u  ti  al  c^uotient 

bedeutet  geometrisch  die  trigonometrische  Tangente  dea  Winkels  ^7P=r, 
welchen  die  herttlirende  Gerade  am  Punkte  P  mit  der  Abscissenachse  ein- 

schliesst. 

Hiernach  betrachten  wir  drei  verschiedene  Girenswerthe,  ans  denen 
der  Völler' sehe  Satx  sehr  leicht  herzuleiten  ist. 

a.  Das  von  der  Sehne  abgeschnittene  Segment,  welches  S  heissen 
möge,  ist  der  Unterschied  zwischen  dem  Trapea  MM^P^P  und  der  gleiclma- 
migen  Correnfläche,  mithin  ^ 

S  =  1     (o:)  +  /•  (or  +  Ä)]  A  -  [<p  {x  +  Ä)  -  y  (^)l , 

folglich  wenn  ip  für  f  gesetzt  wird , 

S  _  [y  jx)  -h  y  A  -  a         A)  -  y  («)1 . 

-j  

nach  der  bekannten  Methode ,  die  zur  Ermittelung  des  wahren  Werthes  un- 
bestimmt sdieinender  Brüche  dient,  erhält  man  für  verschwindende  h 

1)        i^%  =   9'"  (-0  =  n  f"  {•'■)    1^  y"- 

b.  Der  Winkel  PS^,  welchen  die  Sehne  PP^  mit  der  «-Achse  em- 
schliesst,  heisse  0;  es  ist  dann  L  SP  Js=  nnd 
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worans  mau  nach  demsolben  Verfahren  findet 

^  2     1+/^'  (.r)  /■'  (.r)  —  2  F+y'« 

Für  LSP^T^  ==Ti  —  a  ergiebt  sich  auf  die  nämliche  Weise 

Zerlegt  man  dieTAgente  in  Sinus  und  Cosinus  und  heachtot,  dass  bei  vor- 
Bchwindenden  A  sowohl   —  t  als     —  a  in  Null  übergeht^  so  hat  man  auch 

c.  Für  den  Winkel  TQT^=r^—z  ist 

Am   ^)  —  ,  f^"     ~  tan  z         /"(,r+ A)  - fj-) 

hieiaoB  folgt  //  \  ^ 

ebenso  auch 

d.  In  dem  Dreiecke  PP^Qy  dessen  FlSehe  Theissen  möge,  kennt  man 
die  Seite  PP^  =  ^OT+^p  nnd  die  Winkel  Psstf^r,  Py^^x^  —  «, 
jp=  180<»_  (tj         daher  ist 

2-  »ft»(»4— t) 


sbr  (g— t)     «/»  («1— ff) 
Ä  h  


sin  (t, — t) 

~ns — 

Durch  Uebergang  inr  Grense  ftlr  verschwindende  h  ergieht  sich  sofort, 
wenn  man  die  Gleichaagen  8)  nnd  S)  beachtet, 

4)  X«.|  =  iy''. 

e.  Ans  den  Formeln  l)  nnd  4)  erhftlt  man  endlich 

welehes  der  su  beweisende  Sats  ist 

f.  Durch  gleich  einfache  Mittel  können  viele  Mhnlidie  G^nswerthe 
bestimmt  werden,  was  whr  en  d^tafl  nicht  «oseinanderrasetieii  brandien. 
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Nor  möge  hier  noeli  die  Bemerkaog  PleU  finden ,  dsss  sicH  aas  der  GleichiiDg 

3)  die  Formel  für  den  Krümmungsradius  herleiten  lässt. 

Dir  Sehne  bildet  nämlich  mit  den  Normalen  in  P  und  /*,  ein  Drei- 
eck PBPy,  wovon  eine  Seite  PP^  und  die  Winkel  ÄPP,  =  90"— (ff  —  t), 
Ä/>,P=90»  —  (tj  —  <y) ,  i>Ä  Pj  =  T,  —  T  bekannt  sind;  man  hat  daher  nach 
dem  SinuMatae  nnd  für  PR  —  r.P^Rssr^ 

cot  iß — t)       <m(T| — t)  '  co<  (r|  — «3        «^a  («|~-«) 

folglich 

CO»  iß — t)  eoa  (»i—ff)  *~"  «n*  (»i — %) 

oder  besser 


t)  CO»  (ti— ff). 


Beim  Uehergange  an  yetsehwtndenden  Jxsssh  wird  t  &=irs=  iTj,  gleichsei- 
tig nfthem  sich  r  und  einem  gemeinachaftUchen  Greniverthe,  der  q  heis- 
sen  mtfge,  mitliin  ist  , 

a»—   i+y'  —(1 +.'/') 

ünter  den  strengen  Ableitungen  der  Formel  für  q  dürfte  diese  wohl  eine  der 
kfirzeeten  sein  und  sieh  beim  Unterrichte  vielleicht  dadurch  empfehlen,  dass 
sie  weder  analytische  Geemetrie  noch  DoppclschnittsyerbKltnisse,  sondern 
nnr  die  einfachste  trigonometrische  Formel  bot  Ansprach  nimint. 

Sohih 


Vn.  lieber  confocale  Ellipsoide.  Den  neulich  mitgotlifilton  Sätzen 
über  confocale  Ellipsoide  Hessen  sich  meiner  Ansicht  nach  dio  15ev\  oise  eini- 
ger bekannten  Sätze  anschliessen.  Es  werden  niimlich  in  der  Thoorio  der 
Attraction  der  Ellipsoide  folgende  zwei  Sätze  gebraucht  [s.  z.  B.  Duha- 
meVs  AnalTtbche  Mechanik) : 

l)  „Die  iwischen  awei  Xhnlichen  nnd  Xbnlicblii  Reuden  Ellipseiden 
eingeschlossenen  Stflcke  einer  geraden  Secante  sind  einander  gleich.** 

3)  „Sind  ftt>  zwei  Punkte  der  Oberfläche  efaies  Ellipsoides,  und  Jf^ifdiö 
ihnen  correspondirenden  Punkte  der OberflSche  eines  demselben confo- 
calen  ElUpsoides,  so  sind  die  Entfernungen  Mn  und  lfm  einander  gleich/* 

"Der  erste  Sats  beweist  sieh  wohl  am  einfadisten  mit  Zum^nng  einer 
aar  Secante  durch  das  Centrum  C  des  einen  Elfipaoides  gelegten  oonjugirten 
Diametralebene.  Es  hängt  nun  die  Richtung  eines  conjugirten  Diameters 
nur  von  der  Richtung  der  zugehörigen  Diametralcbene  und  dem  Verhält- 
nisse der  Hauptachsen  ab.  Da  dieses  in  beiden  ähnlichen  Ellipsoiden  das- 
selbe ist,  so  £sUen  in  beiden  Ellipsoiden  die  zur  fraglichen  Ebene  eoi\|agir- 
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ten  Diameter  in  dieselbe  Gerade,  waa  aneh  aehoii  ans  dem  reinen  Bagrife 
der  AelnHehlceit  herrorgelit,  vnd  werden,  wie  alle  Urnen  parallele  Seimen, 
dnrcb  diese  Ebene  balbirt  Bind  alao  M^N  die  Bebnittpunkte  der  Seeaate  und 
des  erstenEllipBoides,  m,»  diejenigen  derBeeante  mit  dem  iwdten  Ellipseide,  > 
e  der  Begegnnngi^anlct  der  Beeanto  ndt  der  eonjngirten  Diametralebene,  so 
Vit  Mc  =  NCf  mc  —  «c,  woraus  durcb  Snbtraction  folgt  Mme=.  Nn.' 

Um  den  aiulcren  Sats  in  beweisen,  nMiche  ich  die  Bemerkung,  daas  - 
die  Feststellung  der'borrespondlrenden  Pankte,  d.  h.  derjenigen,  deren 
auf  das  Hauptachsensystem  bezogene  rechtwinklige  Coordinaten  sieb  rer- 
halten,  wie  die  ihnen  parallelen  Hauptachsen  beider  Ellipaoide,  am  ein- 
facbsten  wobl  geschehon  könne  dadurch,  dasä  man 

X=  J  cos  A ,     Y—  B  cos  (i,    Z==^C cos  v 
x—acosk,     i/z=:bcositf    z  =  c  cos  v 
setzte,  wo  A,  II.  V  droi  Hilfswinkol  sind,  die  die  Richtung  eines  gewissen 
Radius  concentrischcr  Kii^^eln  liestiininen,  was  ich  InVr  nicht  weiter  ni»s- 
führen  will,  weil  die  Sache  vollkommen  analog  einer  h(-k;innten  Cdn-struction 
der  Eliipscnpunkte  mittelst  iih(>r  den  Hauptachsen  licscluieboncr  coneentri- 
scher  Kreise  ißt.  —  Jedenfalls  folgt  aber,  da  cos'^X  +  cos^fi-^  cosh  =  1  ist: 
^  J.  ^  _L  ^      .      0*  j_  y«  .  r«  ^ 

Xix^  A*.a\  T:y  ==  B:b]  Z:«s(7:c, 

d.  b.  diePnnkte  Jf,  F,  Z;  o;,      z  sind  correspondirende  Pankte  swefer 
Ellipsoide.   Beaeicbnen  wir  sie  dureb  M  und  m,  nnd  nennen  JT',  T',  Z  \ 
x\  y\  z  ein  anderes  System  eorrespondirender  Pankte  A^,  n,  so  dass 
Xt=zAetat^   Yz=Bco9^\  t^Cco»v\ 
«s=  a  eof       y^ssz  h  cot  fk\   z'ss  e  €obv\ 
so  ergiebt  sieb  angenblieldieb,  daas  die  Quadrate  der  Entfemnngen  Mn  und 
Ilm  gleicb  sind,  aas  der  Gleicbung.« 

{A  eo$.i' — a  cotl)*  +  (Seot  (f — h  oo*      +  {Ceo»  v  — c  cot  v)* 
sobald  man  dabei^  da  die  Hanptscbnitte  beider  Ellipsoide  confocal  sein  sol- 
len,  berti<^siebtigt,  dass 

^— fi»  c=  Ä«— Ä«,  =s ««—  «»,  l>«~rC»  c=  oder 

o*  =  ^—6«  =  C*— c»,  and 
eos*A + co»V  +  cM*v  «a  eot^jL-^-  ce^^'-^  eorh'  sss  i  ist. 

(Aus  eiaein  Klefe  des  Herm  Dr.  Zaarvss  in  Darmitadt.) 


USL  Taleskopa  m  wiUbartMi  €Hm  und  Spiegel  mit  elUpioidiieheM 

vad  TftaMtiMMdMn^Jfmd^^  YonLioKFouoAULT.  Die  Anwen- 

dnng  des  versilberten  Glases  statt  raetalliseber  Legbrumpen  in  der  ConstrnC' 
tion  der  Spiegelteleskope  bat  reeht  dentlieb  die  Sebwieiigkeit  geneigt.,  FM- 
cben  BD  eraengen,  da»  IKhig  sind,  dnreb  Beflezioik  einen  gwumen  BrtBnpnnkt 


0 


Digitized  by  Google 


168 


Kleinere  MittfaeUangen. 


III  bilden.  Wenn  man  gicb  auf  die  Anwendung  spkXriscber  Oberflfteben 
beMhvttnkt,  so  ist  man  wegen  dei:  deraus  entstehenden  Aberration  gendtbigt, 

die  spiegelnde  Fläcbo  auf  einen  Umfang  zu  beschränken,  welcber  in  dem 
Maasse  relativ  kleiner  wird,  als  man  die  Grösse  der  Instrnmente  vermehrt. 
Wenn  man  aber  die  Sache  näher  untersucht ,  erkennt  man ,  dass  die  dureb 
den  Optiker  verfertigte  sphärische  Oberfläche  selbst  nicht  so  genau  ist,  um 
die  Controle  optischer  Versuche  auszuhaltcn. 

Wenn  man  z.  B.  im  KrnmmnugHmittelpunkt  einefs  Hohlspiegels  einen 
leuchtenden  Tunkt  anbringt,  welcher  in  donisolbon  IVlittelpunkto  ein  Bild 
ohne  Aberration  gebon  sollte,  so  findet  man  am  hauligsten,  da.s.s  dieses  Bild 
von  einem  Lichtschein  umgeben  ist,  dessen  Wahrnehmung  auf  Fehler  in 
der  OberHäche  schliessen  lässt.  Durch  diese  Untersuchungsweise  erkennt 
man  übrigens,  dass  sich  eine  Fläche  wiilirend  der  Dauer  des  PoHrens  auf 
merkliche  Weise  modificirt.  Diese  Bemerkung  hat  Foucault  den  Gedan- 
ken eingegeben,  die  polirten  Flächen  noch  einmal  zu  überarbeiten  und 
durch  locfle  Verbesserungen  lu  TeirSndem,  bis  sich  das  Bild  im  Krttm- 
mungsndttelpunkt  ohne  Tadel  erweist.  Da  diese  OperaÜoa  auf  einer  scbon 
grossen  Oberflttcbe  gelang,  so  beweist  Foucault,  dass  man  auch  sehr 
•  wohl  die  Kugel  in  ein  EUipsoid  und  hierauf  in^  ein  Paraboloid  alhnihlich 
nach  folgender  Methode  verwandeln  könne. 

Wenn  man  die  OberflAehe  des  Glases  genau  sphXrisch  gemacht  bat  und 
man  lAsst  einen  leuchtenden  Funkt,  der  sich  ursprünglich  im  Krümmungs- 
mittelpunkt  befand,  ststig  nach  dem  Hauptbrennpunkte  rfllcken,  so  wird  das 
Bild  in  entgegengesetzter  Richtung  ins  Unendliche  rücken  und  die  Aberra- 
tion ,  welche  anfänglich  Null  war ,  wird  sich  mit  der  Entfernung  Tergrttssenit 
Nimmt  man  nun  auerst  an,  dass  der  leuchtende  Punkt  sich  so  wenig  ver- 
rücke, dass  das  in  einer  benachbarten  Stelle  vom  Mittelpunkte  entstehende 
Bild  bei  der  Untersuchung  eine  eben  beginnende  Aberration  zeige,  so 
kann  man  alsdann  den  Spiegel  mittels  eines  Polirstahles  von  geeigneter 
Form  so  corrigiren ,  dass  diese  Abweichung  verschwindet,  und  folglich  ist 
aus  dem  sphärischen  Spiegel  durch  die  Trennung  des  nrspiiingliehen  Mit- 
telpunktes in  zwei  entnprecliende  Brennpunkte,  welche  durch  den  leuchten- 
den Punkt  und  dessen  Bild  eingenonunen  werden,  ein  ellipsoidischer  ge- 
worden. Ilat  mau  diese  Correction  für  die  erste  Entfernung  der  Brenn- 
punkte ausgefttbrt,  so  rergrössert  man  diese  Entfernung,  indem  man  den 
leuchtenden  Pnidrt  dem  Spiegel  nähert,  wodurch  neue,  ebenfalls  au  corrigi- 
rende9  Aberrationen  erscheinen. 

Durch  dasselbe  Verfahren  wie  beim  ersten  Haie  Temichtet  man  sie  aber»  • 
mals,  und  folglich  vergrSssert  man  die  Lftnge  des  Mlipsoldes,  welchem  die 
OberflitehedesBpiegelsangehttrt.  S  etat  man  diess  allmUHigvonBtelleaugtelle 
•fort,  so  yerlingert  man  pn^esriv  das  Ell^soid ,  bis  es  endlich  in  ein  ümdre- 
hungsparaboloid  verwandelt  worden  ist,  nftmlich  bis  der  Spiegel  fthig  gemacht 
ist,  ohne  merkliche  Aberration  auf  unendliche  Ehitfemung  lu  l^etioniren.* 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Itfitflieilangeii. 


0 


.  Diese  Meliiode  igt  bei  einem  Spiegel  von  33  Oentimetem  Dafchmeiser  * 
und  von  S,S5  Metern  Brennweite  in  Anwendung  gebraeht  worden  und  denen 
'  Oberlüche  ist  dadurch  Bchnell  bo  nmgeformt,  dass  dieser  Spiegel  jetst,  in 
eiaem  paraboliachen  geworden ,  in  seinem  Brennpunkte  das  Intenrall  einer 
balben  Secnnde  noch  angiebt*  Um  übrigens  über  den  Werth  des  Instmmen* 
tes ,  welches  von  einem  solchen  Spiegel  gebildet  wird ,  nicht  in  Zweifel  zu 
bleiben,  hatFoucault  dasselbe  nacli  dem  wohlbekannten  Stern  y  in  der 
Andromeda  am  Himmel  gerichtet.  In  der  Nacht  vom  21.  zum  22.  Juli  hat 
eich  dieser  Fixstern  als  Doppelstern  gezeigt,  so  wie  er  in  den  Femrilhren 
von  mittlerer  Dimension  erscheint;  p;o;:^on  3  Uhr  Morgens,  bei  den  ersten 
Strahlen  des  Tages,  als  die  Luft  ruhiger  geworden  war,  theilte  sich  «ferje- 
nige  der  beiden  Sterne,  der  sieb  blau  gefärbt  darstellt,  seinerseits  in  zwei 
sehr  kleine  Punkte,  welche  ausserordentlich  nahe  bei  einander  waren.  Die 
relativen  Lagen,  -wie  sie  sich  dem  Gesichte  dreier  verschiedener  Personen 
bemerklich  machten,  fanden  sich  in  Uebereinstimmung  mit  den  Angaben  der 
Kataloge.  Das  ist  genau  das  nSmliche  Resultat,  wdehes  Btrnve  nur  mit 
dem  grossen  TeledH»p  in  Pnlkawa  erhalten  hat  Es  ergiebt  sich  ans  dieser 
Erfahrung,  dass  der  blane  Stern  y  im  StembOde  Andromeda  dureh  ein  pa- 
rabolisehes  Teleskop  von  versAbertem  Glas  von  33  Cenümetem  Durchmes- 
ser und  S|35  MeCem  Brennweite  aufgelöst  worden  ist. 

(Oompt.  rend.,  T.  47,  p.  S06.) 


IX.  Bas  Stereomonoskop  von  Clavoet.  Claudet  hat  ein  Instrument 

erfunden,  welches  er  Stereomonoskop  nennt  und  durch  dessen  Anwendung 
ein  einfaches  Bild  eine  stereoskopischo  Täuschung  hervorbringt.  Im  Mit- 
telpunkt eines  grossen  scliwarzen  Schirmes  hat  man  eine  viereckige  Ooffnung 
angebracht,  die  durch  ein  mattgeschlilYenes  Glas  eingenommen  wird  ,  auf 
welches  man,  mittels  einer  optischen  Vorrichtung,  die  hinter  dem  Schirme 
angebracht  ist,  das  vergrösserte  photographische  Bild  einer  Laiulschaft, 
eines  Portraits  oder  irgend  eines  anderen  Gegenstandes  fallen  lässt.  Wenn 
man  dieses  Bild  betrachtet,  natürlich  mit  beiden  Augen  und  ohne  Anwen- 
dung eines  Instrumentes ,  sieht  man  ein  ausserordentliches  Phänomen  ent- 
rtehea.  Das  Gemilde  erseheint  mit  yollkommenem  be^ef als  wenn  man 
mit  beiden  Augen  die  beiden  auf  gewöhnliehe  Weise  in  dem  Stereoskop 
verbundenen  Bilder  betrachtet  Man  kann  es  in  einer  Bntfexnnng  von  30  Cen- 
timetern  oder  in  dner  Entfernung  Ton  3  Uetem  betrachten,  wie  man  ef  mit 
i^em  gewöhnlichen  GemSlde  m»cht,  ohne  die  geringste  Ermfidung  der  An- 
gen.  Obgl^h  dieses  Büd  durch  die  Projeetion  anf  den  Schirm  schon  ver> 
grössert  worden  ist,  so  kann  man  es  dodi  noch  mehr  Tergrössem,  wenn 
man  es  durch  grosse  Sammellinsen  betrachtet.  Diese  neue  Thatsache  be- 
steht darin ,  dass  das  Bild  anf  dem  mattgeschliffenen  Glas  der  dunklen  Kam- 
ftier  die  Täuschung  des  Belief  hrnryorbringt,  während  die  Empfindung  des 
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*  Belief  nieht  existiren  würde,  wenn  dee  Bild  auf  Papier  anQpefaiigeii  wttrde. 
Wenn  der  Recipient  des  Bildes  ein  mattgeediMenes  Glas  ist,  so  sind  dii^ 
dnrch  die  verschiedenen  Punkte  der  Linse  gebrochenen  Strahlen ,  die  das 
Glas  erleuchten,  nur  dann  sichtbar,  wenn  ihre  Biehtang  mit  der  optischen 
Axe  der  Augen  aosammenfällt,  sq,  dass  die  vom  mattgeschliffenen  Glas 
auatretenden  Lichtstrahlen,  welclie  das  rechte  Auge  erleuchten  j  nur  dieje- 
nigen sind,  -vvolcho  in  dieser  Kichtung  durch  die  linke  Seite  dos  Objectives 
schief  gebrochen  worden  sind,  und  dass  die  für  das  linke  Auge  sichtbaren 
Strahlen  einzig  diejenigen  .sind,  welche  durch  die  rechte  Seite  der  I.inse 
gebrochen  worden  sind.  Die  beiden  Augen  erhalten  folglich  ein  verschiede- 
nes perspectivisclies  Bild  des  auf  dem  mattgeschliflenen  Glas  dargestellten 
Gegenstandes,  und  das  einfache  Sehen  i$t  in  der  That  das  Kesnltat  der 
Wahrnehmung  zweier  verschiedener  Bilder,  von  denen  jedes  nur  sichtbar 
für  das  eine  und  unsichtbar  fttr  das  andere  Auge  ist.  Das  ist  der  Haupt- 
punkt der  Etttdeeknng  0 1  au  d  e  t's. 

Das  Stereemonoskop  ist  auf  das  nXmlielie  Princip  gegründet;  es  ist  in 
Wirkliehkeit  nur  dne  dunkle  Kammer,  Tor  der  man  eine  doppelte  stereo- 
skopische  Platte  angelnraeht  hat.  Ißttels  sweieiwObjeelaTe,  die  paseen^ge- 
trennt  und  ven  «nander  entfomt  sind,  werden  die  beiden  Bilder  dnreh 
Breekung  auf  demselben*  Theil  des  mattgeschliffenen  Glases  prejieirt. 
Vermöge  des  so  eben  erwälmten  Oetetees  wird  das  reehte  Bild  nur  durch 
das  linke  und  das  linke  Bild  nur  durch  das  reebte  Auge  gesehen,  so  dass, 
obwohl  es  auf  dem  mattgoschliffenen  Glas,  wenigstens  dem  Anscheine  nach, 
nur  ein  Bild  giebt,  die  beiden  Augen,  indem  sie  auf  denselben  Punkt  sehen, 
in  Wirklichkeit  verschiedene  Bilder  sehen,  welche,  da  sie  aus  verschiede- 
nen Gesichtspunkten  aufgenommen  sind ,  ihre  individuelle  Perspective  be- 
sitzen. Es  werden  folglich  die  optischen  Axen,  wegen  ihrer  unbesiegbaren 
Tendenz  zunx  einfachen  Sehen  und  bei  ihrer  natürlichen  Anstrengnng,  die 
l)eiden  corro.spondiiondcu  Bilder  eines  nämlichen  Punktes  des  Gegenstandes 
auf  die  Mittelpunkte  der  beiden  Netzhäute  zu  bringen,  mehr  oder  wTüniger 
convergiren,  je  nachdem  die  Entfernungen  zweier  Bilder  eines  nämlichen 
Punktes  auf  dem  mattgeschliffenen  Glas  in  horizontaler  Richtung  mehr  oder 
weniger  gross  sind;  diese  horizontalen  Entfernungen  sind  übrigens,  wie 
mau  weiss,  den  bezüglichen  Entfernungen  proportional,  welche  die  Punkte 
des  Objectives  von  dem  Orte  trennen ,  wo  die  Bilder  aufgenommen  worden 
sind;  und  die  Verfindernng  der  Oonvergens  dw  optlsdien  Axen  in  dem 
Uebergaoge  Ton  eintt  Ebene  snir  anderen  der  Landschaft,  wird  dieselbe 
Empfindung  des  Beliefo  haryerbringen ,  als  wenn  wk  die  Landschaft  oder 
den  Gegenstand  mit  unsem  beiden  Augen,  oder  als  wenn  wir  die  im  Stereo- 
skop Terbundenen  Bilder  betrachten. 

(Cosmoa,  YoL  XU,  p.  493.) 
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VII. 

üeber  d«n  gaometriselieii  Ziuaiimieiiliang  der  HasohineiL 

Von  Edüabd  Noeggerath. 


§.1. 

Die  BewegüQgQii,  welehe  «n  Haschineo  Torkommen,  nnd  Knssent  re- 
gelmlMig  und  vmters^lieideii  sich  auf  den  ersten  Blick  Tpn  den  Bew^gnn- 
gm  f  wekhen  die  KSiper  im  Allgemeinen  nnterworfen  sind.  Immer  sind 
es  Wiederlioinngen  in  denselben  Belinea  mit  denseUien  oder  bestimmt  ge- 
Indocten  Gescbviudigkeiten ,  und  stets  ist  der  Zasammenkimg  der  einsei- 
nen Bewegnngsmechanismen  ein  derartiger,  dass  die  Bewegungsübertrag- 
nng  von  den  einen  auf  die  andern  erfolgt,  ohne  dass  das  Geschwindigkeits- 
verhültniss  derselben  geftndert  wird,  welche  Verändemngen  die  Geschwin- 
digkeiten selbst  auch  erleiden.  Man  hat  den  Zusammenhang  der  Theile 
einer  Maschiuc,  welcher  in  der  Nöthiguiig  derselben  besteht,  nur  innerhalb  * 
gewisser  Grenzen  Bewegungen  vornolimen  zu  können,  den  geometri- 
schen Zusammmenhang  der  Maschine  genannt  und  die  Bewegun- 
gen  der  Körper  im  Allgemeinen  in  freie  und  nicht  freie  Bewegungen 
eingetheilt.  Die  freie  Bewegung  ist  von  den  treibenden  KrUften,  den  Be- 
wegangswiderständen  und  der  Trägheit  der  Körper,  die  nicht  freie  Beweg- 
OQg  dagegen  ausserdem  noch  von  der  Beziehung  des  bewegten  Körpers  zu 
nkSA  bewegten,  welehe  sdae  Bahn  bestimmen,  d.  h.  eise  von  dem  geome-  - 
tnschen  Znsemmenhange ,  abhlingig.  ■ 

Der  geometrische  Znsammenhang  tritt  demnaeh  als  vierte  Bestim- 
mnngsgcSsse  an  den  dreien,  denen  die  Bewegungen  im  Allgemeinen  ge- 
horehen  mttssen.  Er  ist  das  Wesentlichste  der  ICasehine,  indem  er  der 
JCanaigfaltigkeit  der  Bewegnngsverindemngen  enge  Orensen  sieht  nnd 
gl^ehsam  da  Zaim  anftritt,  mit  Hülfe  dessen  die  Kraftthätigkeit  in  der 
Maschine  sogeafigeltwird,  dass  sie  nur  in  der  beabsichtigton  Weise  mittelst 
des  Werksengs,  gegenüber  dem  bearbeitenden  Stoffe  zur  hauptsächlichsten  . 
Aenssemng  gelangt.  Eine  Verbindung  gegliederter  starker  Linien,  die 
sich  um  Axen  drehen  oder  zwischen  festen  Punkten  liin-  und  herschieben, 
w&hrend  sie  ihre  Bewegungen  einander  mittheilen,  kann  gleichsam  als  Sip- 
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penwerk  der  Maschine  angenommen  werden,  ans  dem  diese  selbst  henroi- 
geht,  wenn  man  an  Stelle  der  starren  Linien  feste  Körper  mit  Formen  tre- 
ten iXsst,  welche  den  vorliegenden  Bewegnngsbedingungen  in  derselben 

Weise,  wie  die  Linien,  Genüge  leisten,  ausserdem  aber  den  Anforderungen 
der  Festigkeit,  die  in  jedem  Mascbinentbeil  fostwährend  berührt  wird,  ent- 
sprechend gebildet  sind.  Der  Entwurf  einer  Maschine  stellt  deshalb  zu- 
nächst jedesmal  den  geometrischen  Zusammenhang  durch  Linien  fest,  deren 
Formen  und  Dimensionen  den  Bcwogungon  angepasst  siiul,  und  erst  nacli- 
dem  dies  geschclicn  ,  worden  die  Linien  gleichsam  mit  Masse  bekleidet,  in- 
dem man  die  Mascliiueutheile,  in  dem  Oonstructionsinaterial  sie  ausgeführt 
annehmend,  in  vollen  körperlichen  Formen  aufzeichnet  und  dabei  allen  Be- 

'  dingungen  liechnung  zu  tragen  sucht,  welche  die  Feistigkeit  des  ifaterials 
erheischt.    Dass  dieser  zweite  Act  des  Entwurfs,  die  Formbildung,  in 

'  den  ersten,  die  Planbildung,  nicht  hinein  greifen  darf,  liegt  anf  der 
Hand,  nnd  ebenso,  dass  in  der  ansgeftlhrten  Maschine  die  Bewegungen  so 
stattfinden,  wie  in  der  GUederang  starrer  Linien,  die  den  geometrischen 
Znsammenhang  reprftsentirt,  wenn  dieselbe  realisirt  nnd  bewegt  werden 
könnte.  Das  Letstere  ist  darin  begründet,  dass  alle  Punkte  der  Maschine, 
welche  mit  den  Punkten  ihrer  Oliedernng  insammenfkllen,  wie  diese  sich 
bewegen,  die  Bewegangen  aller  andern  aber  in  Cnrrea  vorgehen,  die' den 
Cnrven,  welche  die  Punkte  der  Gliederung  beschreiben,  parallel  oder  ftqnt* 
distant  sind.  Daraus  erhellt  dann,  dass  alle  Gesetze,  welche  für  die  Be- 
wegung von  Liniengliederungen  aufgestellt  werden  können  ,  auch  fUr  die 
Bewegungen  von  Maschinen  gelten,  welche  nach  diesen  Gliederungen  ge- 
bildet  sind. 

Während  die  Formbildung  der  Maschinentheile,  soM'eit  sie  sich  auf  die 
Verkörperung  der  festgestellten  Linien  des  geometrischen  Zusammenhangs 
bezieht,  von  einheitlichen  Gesichtspunkten  aus  vorgenomnicu  werden  kann 
und  wiederum  erst  in  neuester  Zeit  durch  die  Einführung  der  Verhältniss- 
zahlen auf  allgemeineren  Standpunkt  gehoben  worden  ist,  stehen  bei  der 
Planbilduug  wenige  Gesetze  zu  Gebot,  deren  gemeinsame  Ausgangspunkte 
*  klar  vorliegen.  Nur  wenige  Maschinentheile ,  z.  B.  die  Zähne  der  Käder 
nnd  die  Daumen  einer  Danmenwelte ,  erfreuen  sich  in  dieser  Beziehung 
dnrcl^^hendsbegrfindeterBildttngsgesetse.  Ln  Allgemeinen  aber  stehMi  die 
Gesetse  des  geometrischen  Zusammenhangs  noch  ohne  ▼erbindende  Ideen 
neben  einander  nnd  man  ist  genOthigt,  um  eine  Maschine  kenmm  und  dem« 
nSchst  construiren  au  lernen,  Theil  um  TheU  au  studiren  und  jeden  einseln 
in' seinen  Beiiehungen  an  allen  andern  au  betrachten.  Und  dennoch  liegt 
es  nahe,  der  tiefen  Gesetsmissigkeit  halber,  die  im  Spiele  aller  Maschinen, 
"  wie  ihre  Theile  auch  ausanunengesetzt  sind,  stattfindet,  ansunehmen,  dass 
allgemeine  Bildungsgesetze  fUr  dieselben  vorhanden  sein  müssen,  und  dass 
diese  es  sind ,  denen  man  bei  der  Planbildung  aUein  an  folgen  hat.  Diese 
an  finden  und  zu  begründen,  werde  analytisch  vorgegangen,  indem  man 
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•UgMniiiMB  BSMIe  der  MMehine  eiae  eingehende  Zeri^ang  der  Be> 
wegnngea  mid  der  beiwegten  Thefle  untemimmt,  (3mppen  bildet,  vnd  den« 
ntehal  die  BertinmiiUifagMetae  dieser  ennitteH. 

§•  2. 

Die  Bewegung  eines  jeden  Punktes  einer  Maeehine  iet  eine  in  tioh  in- 
rfickkehrend»,  d.  h.  jeder  Pankt  besehreibt  eine  geschlossene  Oorre  oder 
läuft  in  der  nngeschlossenen  alternirend  hin  und  her.  Die  Bewegungen 
sind  entweder  gradlinig  oder  kreislinig  oder  gehen  ans  grad-  oder 
kreisliiiigon  Bewegungen  hervor,  indem  zwei  Punkte  des  bewegten  Theils 
in  Graden,  oder  ein  Pnnkt  desselben  in  einer  Graden  und  ein  anderer  in 
einem  Kreise,  oder  endlich  zwei  Funkte  desselben  in  Kreisen  geführt  wer- 
den. Andere  A  u  sg an  s  b  e  w egu  n  g en  ,  als  die  in  graden  Linien  und 
Kreisen,  pflegen  bei  Maschinen  nicht  vorzukommen,  und  im  Allgemeinen 
liegen  diese  Führungslinien  in  einer  Ebene.  Dies  wird  auch  hier  zunächst 
angenovanettinnd  soll  es  hervorgehoben  werden,  wenn  Ausnahmen  auftreten. 

Ist  der  bewegte  ÜMoMnentiieil  dareli  eine  Ghrede  Clf  repräsentirt ,  so 
wird,  woin  nwei  Pnnkte  derselbm  in  Gnden  geHihrt  werden,  nnterschie- 
deo  weiden  müssen,  ob  diese  Fflbfmgslinien  snennmieiifellen,  peralle!  sind 
oder  sieh  sebneiden.  Im  «rsfcen  Falle  wird  jeder  Pmilct  der  bewegten  Linie 
eine  Gmde  beeebreiben,  die  mit  dieser  Linie  nnd  den  Fttbmngslinien  in- 
snmmenliOt  (s.  T$f.  II,  Fig,  1),  im  «ndem  Felle  werden  alle  Pnnkte  der 
bewegten  linie  Parallelen  mit  de&  paralldeB  Fttbnmgslinien  beeebreiben 
(s.  Taf.  n,  Fig.  2)  nnd  im  lotsten  FaHe  eadKob  Curren  eigeatbttmlicber 
Art(8.  Taf.  II,  Fig.  3). 

In  dem  Falle,  dass  ein  Punkt  der  bewegten  Graden  Cß  in  einer  Gra- 
den, ein  anderer  aber  in  einem  Kreise  geführt  wird  (s.  Taf.  II ,  Fj^.  4),  be* 
schreibt  der  erstere  Punkt  eine  Grade,  der  andere  einen  Kreisbogen,  wäh- 
rend die  übrigen  in  Gurren  vorschreiten,  die  sich  der  Graden  um  so  mehr 
nähern,  d.  h.  um  so  zusammengedrückter  sind,  je  niiher  der  beschreibende 
Punkt  au  der  graden  Fuhruugslinie  liegt.  Dabei  kann  die  fi;rade  Fiilirung 
den  Kreis  schneiden  oder  tangircn  oder  keinen  Pnnkt  mit  ihm  gemein  haben. 

Wenn  zwei  Punkte  der  bewegten  Linie  CD  in  Kreisen  geführt  werden, 
SO  beschreiben  alle  Punkte  derselben  Curven,  welche  zwischen  beiden  Krei- 
sen liegen  and  in  der  Lage  ihrer  Krttmmangsradien  mit  dem  einen  oder 
midem  Qlierefaistinnnen,  je  naebdem  der  beeebreibende  Pankt  dem  einen 
oder  andern  Kreise  nlher  liegt  (s.  Taf.  II,  Fig.  5). 

Die  beiden  Pnnkte  C7nnd  D  der  Linie  C71>,  welebe  dadnreb,  dass  sie 
in  Graden  oder  Kreislinien  geführt  werden,  die  Bewegung  der  Linie  be- 
stimmen, m^gen  Hauptpunkte  oder  bestimmende  Pnnkte,  alle  fllffi- 
gen  Pnnkte  der  Linie  CD  aber  Nebenpunkte  oder  abhingige  Punkte 
.  genannt  werden«  Die  30wegnngen  der  Haiq^tpnnkte  mögen  prim  ä r  e  oder 
ursprttngliebe  Bewegungen,  die  Bewegnngen  der  Kebenpunkte  so- 
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cnndttre  oder  abgeleitete  Bewegungen  heisaen,  «nd  dem  entipre* 
ehend  können  die  Orade  and  der  Kreis  primäre  oder  nrspritnglielie 
Wege,  alle  anderen  Corven  aber,  insofern  sie  sieb  aaf  die  angegebene  Art 

mittelbt  der  Graden  nnd  des  Kreises  erzeugen  lassen,  sccundäre  oder  ab- 
geleitete Wege  genannt  werden.  Und  da  die  Grade  aU  ein  Kreis  mit 
nnendlicli  grossem  Kadias  angeseben  werden  kann ,  so  ergiebt  sich  die  Be- 
wegung im  Kreise  als  die  etniige  primäre. und  der  Kreis  als  die  primäre 
Ciirve  aller  andern. 

Von  der  secundären  Bewegung  eines  Punktes  ist  die  Äusammenge- 
setzte  zunächst  zu  unterscheiden,  welche  derselbe  annimmt,  wenn  ihm  un- 
mittelbar Bewegungen  nach  verschiedenen  Richtungen  ertheilt  werden. 
Durch  Zusammensetzung  zweier  Bewegungen  in  einer  Ebene  können  alle 
ebenen  Curveu  erzeugt  werden.    Die  Zusammensetzung  einer  gradlinigen 
und  einer  kreisförmigen  Bewegung  liefert  unter  Anderem  ebene  Spiralen 
und  die  Cycloiden,  die  ZosammensetEung  iweier  kreisförmigen  Bev^p- 
ungen  die  Epicycloiden  nndHypocycloiden..  Die  ZasarnmensetsoBg 
dreier  Bewegungen,  welebe  in  rersehiedenen  Eben  erfolgen ,  gewährt  jede 
Onrre  im  Banme  und  Fläehen  alier  Krttmmnngen ,  wie  das  Abdrriien  der 
Körper  mittelst  des  DrehstaUs  auf  der  Drehbank  meigt.  Alle  Bewegungen 
aber  ersebeinen  dadurefi ,  dass  man  ihre  Wege  als  aus  uaendlieb  kleinen 
gradlinigen  Elementen  von  Tersebiedener  Biehtnng  iMaaunengesetit  denkt, 
selbst  als  die  unmittelbare  Aufeinanderfolge  nnendlieb  kleiner  gradSn^er 
Bewegungen  yon  Tersebiedener  Kichtnng.    Auch  die  secnndäre  Bewegtti^ 
eines  Punktes  mnsa  so  betraebtet  und  dadurch  auf  die  primäre  Bewegung 
eines  andern  damit  zusammenhängeüden  Hauptpunktes  znrflekgefiihrt  wer- 
den, dass  man  jedes  secundKre  Wegelement  bei  den  Bewegungen  in  der 
Ebene  nach  zweien  Richtungen  zerlegt  und  dann  in  Beziehung  setzt  zu  den 
gleichgoricliteteu  »Seitenwegen  der  zugehörigen  primären  Wegelemente.  Die 
Seitenwege  der  secundären  Bewegung  werden  also  aus  den  zugehörigen 
primären  Seitenwegen  zusauuuengesctzt  und  demnäehst  unter  sich  verei- 
nigt, so  dass  das  secundäro  Wegelement  selbst  mittelst  zweifacher  Zusam- 
meusetzung  erhalten  wird. 

§.  3. 

Die  primären  Bewegungen  der  Masebine  erfolgen ,  da  die  Wege  des 
Punktes  stets  in  sieb  surflekkehren  mfissen,  entweder  in  einer  ToUen  Kreis- 
linie naeb  einer  Riebtong  oder  weehselnd  naeh  versehiedenen  mobtai^en 
in  einem  Kreisbogen  oder  einer  Graden.  Erfolgt  die  Bewegung  in  einem 
Kreise  naeb  einer  Biehtnng,  s»  wird  sie  eine  drehende  oder  rotirende 
Bewegung  genannt,  erfolgt  ne  in  einem  Kreisbogen  mit  weebselnder  Bieb- 
tung,  so  heisst  sie  eine  schwingende  oder  oseiliirende  Bewegung, 
und  erfolgt  sie  in  einer  Graden  hin-  und  hergebend,  so  belsst  sie^e  hin* 
und  hergehende  oder  alternirende  Bewegung.  Die  primären  Be-  . 
weguagen  sind  daher  einsutheüen  in 
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1)  kreitförmig  drebende  (rotirende)  Bewegugon, 

2)  kreisförmig  schwingende  (oscillirende)  BewegnngMi,  • 

3)  gradlinig  hin-  nnd  hergehende  (alter nir ende)  Bewegungen, 

und  die  Aufgabe  der  nctiven  ^faschinentheilc  ist  es,  diese  Bewegungen 
der  Art  nach  ungeändert,  oder  der  Art  nach  geändert  auf  einander  sä  Uber- 
tragen.  Geschieht  die  Uebertragung  ohne  Aenderung  der  Bewegnngsart, 
wie  B.  B.  bei  einem  Rade,  das  seine  Bewegung  einem  andern  Kade  rait- 
theilt,  so  sagt  man,  die  Bewegung  werde  fortge pfl anzt,  wohingegen, 
wenn  die  Uobortragung  unter  Aenderung  der  Bewegungsart  erfolgt,  wie 
z.B.  bei  einer  Kurbel,  die  ihre  drehende  Bewegung  mittelst  der  Schubstange 
an  eine  Kolbenstange,  in  eine  gradlinige  umgewandelt,  überträgt,  man  sagt, 
die  Bewegung  werde  umgeändert.  Die  activeu  Maschinentheile  zerfal- 
len demnach  in  F^rtpflftusnngs-  nnd  Umänderungsorgane,  und 
ei  aind  eiBBnUkeileB: 

die  FortpflajnitngforgaB« 

in  Masckinentheile  sor  FortseUnng 

1)  der  drekenden  Bewegung 

(Zahnrider,  KettenrSderi  Biemtekeiken,  Frictionsridßr,  Sckraake 
ohne  Ende,  Parallelogrammverbindnngen), 

8)  der  echwingenden  Bewegung 

(Yierecksyerbindungen) , 

9)  der  gradlinigen  Bewegung 

(KeU,  Gertftnge,  Ketten,  SeUe); 

dagegen 

die  ünladiraagwrgaiM 

in  Maschinentheile  zur  Umänderung 

1)  der  drehenden  Bewegung  in 

«)  schwingende  Bewegung 

(Vierecksverbindungen,  wie  Knrbel  nutSeknbetange  nnd  Ba- 
lancier, Hekedaomen  nnd  Hebeaim,  eonieeke  RKder  mit  nn- 
teikroekener  ZaknsteUaDg), 

ß)  gradlinige  Bewegung 

(yiereekarerkindungen,  Zaknrad  und  Zaknatangej  exeentri- 
ecke  8ekeibe,  Hekedaumen  und  HekeUtte,  Sckraukeamutter 
und  Sckranke), 

2)  de«  sekvingenden  Bewegung  in 

«)  drehende  Bewegung 

(Vierecksverbindungen,  Spenrliakeii  und  Bpemrad), 
/3)  gradlinige  Bewegung 
•    (Vierecksverbindungen  mit  Gradführung,  bewegliche  Drei- 

ec]uTerbindangen,.öcliraokettnntter  und  Sckianbe), 
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8)  der  gradlinigen  Bewegung  in 
«) -drehende  Bewegung 

(Vierecksverbindangen,  Sebranbe  nnd  Schranbenmatter) , 

/J)  schwingende  Bewegnng 

(Vierecksverbindungen,  Schraube  uud  Schranbenmutter). 
Die  Anzahl  der  activen  Maschinentheile  ist  indessen  nicht  so  gross, 
als  diese  Uebersicbt  erwarten  lassen  könnte.  Die  Mehrzahl  der  Organe  ist 
geeip:net ,  entweder  die  Bewegungen  nach  der  einen  oder  andern  Richtung 
tortzupiianzen  oder  dieselben  aus  der  einen  Art  iu  die  andere  und  zurück 
umzusetzen.  Maschinentheile  dieser  Gattung  wollen  wir  Maschinentheile 
mit  vollständigem  geometrischen  Zusammenhange  nennen.  Ztt  deniel« 
ben  werden  Käder  aller  Arten,  Schraube  und  SchrattbenginttMr,  sowie 
sUmmtlicho  geschlossene  Stangenverbindungen  m  sihlea  sein  Die  nndem 
Organe  dagegen  gestatten  nur  Fortpflansnng  nnd  UmHnderang  der  Beweg- 
ungen nach  einer  Hinsieht.  Diese  m^en  Masdiinenihdle  mit  nnvoll« 
stttndigeiu  geometrischen  Zusammenhange  genannt  werden.  Innerlialb 
gewisser  Qrenaen  gehören  zn  denselben  der  Keil,  die  excentrische  Scheibe, 
Hebedanmen  nnd  Hebeann,  Sperrhaken  nnd  Sperrrad. 

%'  ^» 

Die  vorstehende  Uebersicht  ergiebt,  dass  die  Mehriahl  der  Maschinen- 
theUe  anr  Fortpflansnng  und  UmKndemng  der  Bewegungen  bewegliche 
Stangenverbindungen  sind.  Die  andern,  wie  Käder,  Schraube,  Hebedau- 
men und  Keil ,  sind  in  ihrer  Theorie  hauptsächlich  auf  derjenigen  der  ein- 
fachen Maschinen  begrttndet  und  deshalb  in  allen  Funkten  voUständ^  ent? 
wickelt. 

Die  Stangenverbindungen  lassen  sich,  wie  bei  näherem  Eingehen 
leicht  erhellt,  auf  folgende  einzelne  Falle  beschränken, 

1)  Zwei  Arme  AD  und  HC  (s.  Taf.  II,  Fig.  5)  drehen  sich  um  die 
festen  Punkte  A  und  H  und  theilen  einander  die  Bewegung  vermittelst  der 
um  die  Punkte  D  und  C  drehbaren  Verbindungsstange  PC  mit.  In  diesem 
Falle  ist  die  Verbindung  durch  ein  Viereck  ABCÜ  repräsentirt,  von  dem 
drei  Seiten  beweglich,  die  vierte  aber  unverrückbar  ist.  Derselbe  liegt  in 
der  Praxis  bei  der  Bewegungsübertragung  in  einer  zusammengesetzteren 
Dampftnasehine  vw,  indem  hier  das  als  Gradführung  dienende  Parallele- 
gram  nnd  der  Balancier  ein  derartiges  Yiereek  bilden.  Femer  kommt  der- 
selbe bei  der  Verbindung  tou  Balancier,  Sehubdtange  und  Kurbel,  wie 
ttberhaupt  bei  allen  Stangenyerbindungen  vor,  mittelst  derer  schwingende 
tmd  drehende  Bewegungen  fortgepflanzt  oder  in  einander  umg'esetat  werden. 

2)  Ein  Azm  BC  dreht  sich  um  den  festen  Pnnkt  B  (s.  Taf.  II,  Fig.  4) 
während  ein  anderer  Punkt  C  desselben  mit  einer  Stange  €B  drehbar  ver- 
bunden ist,  Ten  der  ein  Punkt  D  in  einer  Graden  fortschreitet.  Unter  An- 
derem kann  diese  Orade  durch  den  festen  Drehpunkt  B  des  Armes  BC 
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gehen.  Dieser  Fall  liegt  in  der  Verbindung  von  Kolbenstange,  SchalMitange 
und  Kurbel  vor,  welche  häufig  bei  liegenden  Dampfcylindern  angewendet 
wird  und  alsdann  ein  verschiebbares  Dreieck  BCD  vorstellt,  dessen  Seite 
BD  veränderlich  ist.  Diese  Verbindung  kann  aber  auch  als  specieller  Fall 
der  vorigen  aufgefasst  werden,  indem  der  Drehpunkt  A  in  der  Unendlich- 
lichkeit  liegt  und  der  unendlich  lange  Dreharm  DA  stets  normal  auf  der 
Diagonale steht. 

3)  Ein  Arm  BC  dreht  sich  uin  den  festen  Punkt  B  (s.  Taf.  II,  Fig.  6), 
wftlirettd  ein  anderer  Punkt  C  desselben  mit  einer  Stange  DC  drehbar  ver- 

^  banden  ist,  4ie  Biek  Ma-emen  aweiten  Punkt  durch  den  sie  vorrückt, 
dreht.  Dieser  Fall  kenmt  bei  oicinireadeB  Dempfmatchinen  ror,  bei  de* 
nen  die  Kolbenbewegung  anmittelbar  anf  die  Karbel  fibertragen  wird, 
wAhrend  die  Kolbenstange  anf  and  niedergeht  and  am  den  Brehpankt  des 
Cylindezs  sehiraigt.  Derselbe  wird  darob  «in  yerseMebbates  Dreieek  re- 
prisentirt,  Ton  den  ein  Eel^ankt  B  festliegt,  ein  anderer  C  sieb  im  Kreise 
drdtt  and  die  Seite  .0  {7  stets  doreb  den  Pankt  P  gebt,  kann  aber  anok  auf- 
gefipNMrt  werden  al»  ein  Viereck  ABCD,  von  dem  eine  Seite  Aß  onendfieb 
lang  und  in  allen  Lagen ,  welcbe  dareh  die  Punkte  P  and  B  bestimmt  sind, 
normal  auf  B  C  gerichtet  ist. 

4)  Eine  Stange  CD  (s.  Taf.  II,  Fig.  2  und  3)  bewegt  sich,  w&hrend 
zwei  Punkte  derselben  in  geraden  Linien  nm  und  pq  parallel  sein  oder  sieb 
schneiden  können.  Diese  Verbindung  kann  als  der  Fall  eines  beweglichen 
Vierecks  ABCD  aufgefasst  werden,  dessen  Seiten  DA  und  CB  unendlich 
lang  und  beziehendlicb  normal  gerichtet  auf  den  primären  graden  Wegen 

und  Jim  sind. 

Alle  Stangenverbindnngen ,  welche  zur  Bewegungsübertragung  ange- 
wendet werden,  lassen  sich  demnach  auf  ein  bewegliches  Viereck  zurück- 
führen, von  dem  zwei  Endpunkte  fest  und  die  beiden  andern  verschiebbar 
sind.  Ein  derarartiges  Viereck  mag  deshalb  Bewegungsviereck  ge- 
nannt werden.  Die  Seiten  AB  nod  BC  derselben,  welcbe  darch  einen  fe- 
sten and  einen  beweglichen  Eekpnnkt  begrenst  sind,  mögen  Arme  heissenf 
nnd  swar  derjenige  erster  Arm,  von  dem  die  Bewegung  ausgehend  ge- 
dacht wird.  Der  andere  beisst  alsdann  sweiter  Arm.  Die  Seite  CB, 
wdcbe  dnreh  die  beiden  beweglichen  Eckpnnkte  C  and  B  begrenat  ist, 
beissen  Sebabstange  oder  Stange  karawe^,  and  die  Seite .9,  welche 
darch  die  beiden  festen  Eckpunkte  A  and  B  begrenst  ist,  Basis  des 
Vierecks.  . 

§.  5. 

Die  secundUren  Bewegungen  der  Punkte  einer  Graden  CZ>,  deren 
Hauptpunkte  C  und  B  auf  irgend  welchen  ebenen  Corren  geführt  werden, 
sind  die  Bewegungen  der  Stangenpunkte  eines  BewegnngSYierecks,  dessen 
Arme  die  Kiüqamuugsradien  jener  Curven  sind. 
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Wir  erörkeni  mnächst  den  Fall,  dass  jene  Curven  Kreise  lind,  daa  Be- 
wegtmgsviereck  in  seinen  Seiten  also  constant  ist. 

Es  sei-  (s.  Taf.  II,  Fig.  7)  die  Länge  der  Stange  CI)  =  b,  und  der 
Staugenpunkt  ]*  bestimmt  durch  den  Abstand  D  P  =  p-  ferner  seien  C 
h  —  p  =  q,  AD  =  r  und  BC=  R,  sowie  die  Winkel ,  welche  diese  Arme 
mit  der  Basis  AB  —  a  bilden,  beziehendlich  o  und  ß.  Dreht  sich  der  erste 
Arm  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  DAD'^  du,  so  schreitet  der  Punkt 
D  um  das  BogenstUck  BD'  vor  und  der  Punkt  C  bewegt  sich  von  C  nach 
(fy  wodurch  der  Winkel  ß  um  dß  verändert  wird.  Den  primären  Wegele- 
mentea  DD'  md  CC  entspricht  aledeim  das  aeeimdäre  Wegelemeut  PP\ 
d.  Ii.  vtthrend  sich  «  md  dm  verltiidert,  hat  der  Paukt  P  das  Wegelenfeent 
PJP'  anrttckgelegt. 

Die  primSrea  Wegelemente  DD'  imd  CO*  lasten  sich  in  Seitenwege 
Dä  und  D'd^  Ce  nnd  Ce  aerlegea,  welche  bealehlioh  parallel  der  Basis 
AB  sind  nnd  nonnal  auf  derselben  stehen.  In  gleicher  Weise  liest  sich 
das  secnndäre  Wegelement  PP^  in  awei  Seitenwege  Pn  nnd  P'n  aerlegen. 
Zwischen  Dd^  Pn  nnd  Ce,  sowie  swisehen  D'd,  P'n  und  C'c  ßnden  aber,  da 
diese  Linien  gruppenweise  «nterMnaader  parallel  sind,  folgende  Beaiehnn- 
gen  statt*): 


*)  T^m  sich  von  (Tnr  TJicliticfkcit  dieser  Fandamentalgleichungen ,  die  wohl  nicht 
Jedem  auf  den  ersten  Blick  einleuchten  möchte,  xu  überseugeui  kann  mau  auf  fol» 
gende  Weise  erfaliren: 

V^AB  als  X-Axe  setea  «  and  y  die  Coordinaten  von  D,  x  und  diijwilgea  von" 
C,  S  "ntJ  V  tliejenigen  von  P.  Die  Veriückunp;  der  Graden  ßC  in  die  Lage  D'C  kann 
man  sich  nmi  dadurch  ontstiindcn  denken,  dass  ihr  zunächst  ein  für  alle  Pdnkto  rrleiche 
Verschiebiing  crtheilt  wird,  wobei  D  nach  D  kommt,  also  die  Coordiuat«>n  aller  Punkte 
sieh  om  dx  und  dy  ändern,  und  dass  sie  alsdann  um  den  Punkt  D'  als  festes  Centruia 
vm  den  uneadlieh  Ueiaea  Winkel  dip  gedreht  wird,  wo  y  den  Winkel  heaeiohnet,  den 
die  Orade  DO  nix  der  X-Aze  bildet.   80  findet  man  leieht 

di  =  dx  —  pd(p  xm  <p 
dx'=  dx  —  bdtp  sin  tp 
*  *  dri  —  dy     pdtp  cos  tp 

df^szdjf  ^bd^eot^. 

Wenn  man  die  erste  nnd  dritte  dieser  Gleiefamigen  mit  6,  dlS  sweite  und  vierte 
mit  p  multiplicirt ,  alsdann  die  sweit«  von  der  ersten,  die  vierte  von  der  dritten  sab- 
trahirt,  so  ergiebt  sich: 

bd^  —  qdx+pdx' 

bd^s=q  dy  +  pdy'. 
Dies  sind  die  obigen  Oleiehongen  1)  nnd  2),  insofern  nSndieh  Pn,  Dd  nnd 
f"'r  die  Absolutwerthc  von  dx  und  dx';  P'n,  D'd  nnd  C'c  die  Absolutwerthe 
von  dr],  dy  und  d?/'  sind.  Das  doppelte  Vorzeichen  in  der  Gleichung  2)  soll  zugleich 
andeuten,  dass  dy  und  dy  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben  können,  wo- 
bei indessen  an  bemerken  ist,  dass  es  aneh  FSOe  geben  kann,  in  weldien  vom  itn 
Pnakten  I>  nnd  0  der  eine  sich  nach  der  Kehtnng  AB^  der  andere  sieh  naoh  der 
Richtunp:  P  A  (abgesehen  von  der  gleichseitigen  a.n(  A  B  senkrechten  Bewegong)  be- 
wegt, in  welchen  also  da  and  dx'  entgegengeseUten  Zeichens  sind.,J 
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1)  b.  Pnsssq,J)d  +  p.Cc, 

2)  b.P'n=sq.D'd  ±p  .C'c, 
and  da,  weil  die  Seitenwege  normal  auf  einander  atehen, 

3)  pp*  s^ypiM^p^, 

fo  eigiebt  eich  hieraiie: 

W?'»  jy(g .Pd+p.  Cef  'hiq.P'd±p  ,  C'ef 


4) 


während  die  Richtung  des  secundären  Weges  durch  den  Winkel  y  bestimmt 
ist,  der  von  derselben  mit  der  Basis  AB  gebildet  wird.. 
Derselbe  ist,  da 

beetüumt  mtttebt 

'  q.Pd-k-p.Ce 
£»  ist  aber: 

DD'~r.da, 
.  CC  =R.dß, 
D'd  =  B I)'  cos  a  =  r  cos  a  .  da, 
Dd   z:^  DD'  sin  u  ~  r  sin  a  .  d a , 
C'c  =  ±CC' cos        ±Itcos  ß.dß, 
Ce   =  CC* sin  ß^Rsinßdß. 
Snbstitolrt'nian  diese  Werthe  in  4)  nnd  5),  so  erhält  man 

PP'  =jj/q*  t*dv?  -hp*  R*  dß*  +  2pqr  R  du  dß  cos  {ß—m)  ^ 
6)  ^oder: 


und 


qr-ees  ada  +p  Reotßdß 
qrsinadm^pBsmßdß 


oder 


7)  <  oÄrfjJ 

^               g  cos  u-i-p  Cosa — ~ 
  rdtt 

qsmu'^'pstnß  — — 

rda 


wodnreh  das  Wegelement  PP^  ToUkommen  bestammt  valt*) 

*)  Die  obige  Entwickelung  liisst  einige  Zweifel  hinsichtlich  der  Vorzeichen ,  na- 
mentlioh  was  die  ZulXssigkeit  der  Formeln  6)  nnd  7)  für  den  mSfliohen  Fall  betrifft, 
wo  du  nnd  dß  entgegengesetste  Zeichen  haben,  d.  h.  die  Arme  AP  und  PGtMbi  in 
entgegengesetatem  Binn  umdrehen,  welcher  Fall  s.  B.  bei  den  an  Gtadflihniiigen  die- 
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§.6. 

Wird  der  erste  Arm  AD=r  in  fortlaufender  Drehung  erhalten, «© be- 
schreiben, wie  schon  gesagt,  alle  Punkte  der  Stange,  mit  Ausnahme  von  D 
und  C  secundäre  Curven.  Alsdann  erscheint  Winkel  a  als  unveränderlich, 
Winkel  ^  als  abhängig  veränderlich  von  a,  und  die  in  den  Wormeln  6)  und 

7)  vorkommenden  Quotienten  —  sind  als  DiffsrentialquotieirteD  you  ß  nach 

a  anzusehen. 


nenden  Viereckaverbindungeu  vorkommt.   Um  diese  Zweifel  anfinikUUraai  durfte  di« 

folgende  Darstellung  sich  empfLlilon  : 

Während  (/a;  »tcts  als  absolut  oder  positiv  angenommen  werden  kann,  »ei  Dü' 
=  rda  mit  ds,  und  C C  oder  der  Abaohitwerth  von  Hdß  mit  äi  bcseichnet.  Oami  ist 
(siehe  vor.  Anmerk.) 


Der  Attsdmok 

dx  dx'  ^  dy  dy 
ds  da'     ds  ds 

Ist  der  Cosinus  des  Winkels  swisohen  den  Biehtnagen  Di/  und  CC;  dieser  Winkel 

ist  =  dem  inHakel  zwischen  den  Kichtnngen  AD  und  BC,  d.}x.  =  ß  —  a  o^r  «  —  ^» 
wenn  die  Anne  AD.  und  ßC  •^icli  in  <,'lcichem  Sinne  drelien,  dagegen  unterscbeidet 
er  »ich  von  diesem  Winkel  um.  löG»,  wenn  die  Arme  sich  entgegengesetzt  drehen* 
DemiMch  ist 

•  dxdm'dydy*       .  \  ■ 

—  -T-,  +-3*-3~  =3  +  cos  (ß  —  a), 
dt  d»     dt  ds'     —      \r  / 

wo  das  obere  oder  untere  Zeiehen  gilt,  je  naehdem  dß  positiv  oder  negativ  ist.  Weil 

nun  aber  auch 

dt  rdu 

ist  und  liier  gMehfeUs  das  obere  Zeiehen  sa  nehmen  ist,  wenn  dß  positiv,  das  untere, 
wenn  dß  negativ  ist,  so  ist  unter  allen  VmstSnden 

in  Uebereiiutimmaug  mit  der  oben  entwickelten  (Heichung  0)  und  wobei  nur  darauf  zu 
aohten  ist,  4fws  die  Winkel «  und  ß  stets  beide  in  demselben  Sinn  hemm  geredmet 
werden  müssen. 

Was  ferner  die  Richtunt»  PP'  betrifft ,  so  ht  ganz  all^'emoin  die  Tanp;cnte  ihres 
Winkels  y  mit  der  Sichtung  AB^  sowohl  dem  Absolutwerth  als  dem  Zeichen  nach 
richtig : 

dy  dg'dt^ 
dri     pdy+pdy'  _^  dt'^^dP  ds. 
'SV  —      ^pdxJ^pdtf  ^   dx  rf^'rff' 

'^dt'^^di'ds 
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Die  Natar  der  secuDdären  Cnnre  näher  zu  untersacben,  mögen  die 

Gleichungen  derselben  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  gebildet 

wessen  Anfangspunkt  A  (s.  Taf.  II,  Fig.  8)  ist  und  dessen  erste  Axe  mit 

der  Basis  AB  zusammenfällt.    Bezeichnen  .r  und  y  die  Coordinaten  des 

Stangenpunktes  P  und  ist  ö  der  Winkel ,  den  die  erste  Axe  mit  der  Stange 

JJC  bildet,  80  gehen  aus  den  Oloichuiigen 

a:  ~a  -\-  R  cos  ß  —  g  cos  ö 

y  =  r  sin  «  +  ;>  sin  8 

.  ^     Msinß  —  r  sina 
m  0  =3  ^  


CO« 


b 

0  =  , 


dl«  BeatfnntuBgtgleiclniBfem 

ap  H-      ras  a  +  Rp  ro.s  ß 
8)  a?s=  ^  

hervor,  die,  indem  man  differensirt, 

.10)  ■  rt^'+ßP«-?^/ 

du  b 


Huaiad^  wtA  ^  besigUeh  der  C!m.  vnd  Sm.  de*  Winkels  swiMhea  den  UiA- 

tongen  DD'  und  AB',  und  dieser  Winkel  i>t  imnu  r  ;    a  +— ;  -r—,  und         sind  da- 

'  i    dy  ds 

gegen  bexieUich  der  C^tw.  und^tn.  des  Winkels  zwischen  den  Bichtangen  C(7' und 
AB\  wBl  diMer  Winkel  ist  ssß  +  ^ ,  jenaohdea  d§  pesitiv  eder  negatfr  ist. 
Also  hatnan 


i==«»(«+|.)--rt.. 


folglich,  weO  aneh^  SS ist  und  sämmtliche  obere  oder  s&mmtlidie  untere 
as  rast 

VoTseichen  aasammeogenommen  werden  müssen } 

.  ^Rdß 

'^'^^ — :  Tzm' 
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*^  "  -  --------  -  -  m.^^^^  ii~i~i~n  ~n  "iTinj^'u-u-j-inj-ij^ru  tTij-u-ifirtJiri^^ 

'da  b  * 

ferner,  welche  Gleichungen  durch  Division 

dB 

12)  ^  =  ^, 

rq  tin  u     Up  sin  ß  -j- 

Qtt 

ergelten,  ein  Besaitet,  das  aneh  ans  dar  sweiten  der  Gleichungen  7)  anmit- 
telbar hervorgeht,  da  ^y===^i8t. 

Wird  mit  v  die  Geschwindigkeit  des  Haaptponktes  D  nnd  mit  V  die  des 
Haap^unktes  C,  mit  aber  die  des  Nebenpnnktes  P  and  nüft  tf  <  das  Diffis* 
rential  der  Zeit  beseichnet,  so  ist 

PP* 


'    _rrfa,/.,    JlidßW        Riß      ~  " 


also 


13)  V,  +  !»•         +  2/>  2     cos  iß-a). 

Die  Gleichungen  7),  8),  0)  und  13)  stellen  die  secnndäre  Bewegung  nnd 
ihre  Abhttngigkeit  von  der  primftren  Bewegung  im  Allgemeinen  fest  *). 

§.7. 

Znr  Bestimmung  des  Quotienten        oder  des  Differentialqaotienten 

dß 

^werde  beachtet,  dass  awischen  den  Bestimmnngsttlcken  des  Bewegangs- 

Tiereeks  JBCD  (s.  Taf.  II,  Fig.  8)  die  Gleichnng 

s=  {a R  cos ß  —  r  eos  »y  +  {R sin ß  —  rsinttf 
stattfindet  nnd  dass  diese  Gleiehnag  anf  Null  redneirt  als  eine  Function  von 
«  und  ß  betrachtet  werden  kann,  in  der  ß  eine  Function  von  « ist  Schreibt 
man  daher  « 


*)  Ihureh  die  Entwickelang  in  diesem  Paragraph  Mrird  der  Ausdruck  7)  oder  12) 
von  l^f  mit  derselben  Allgemeiiiheit  und  Streng»  gerechtfertigt  wie  durob  die  Dar- 
stellang  der  Torigen  Anmerlniiig.  Was  die  Oleiclmiig  18)  betrifft,  ao  bleibt  sie  richtig 

aucli  wenn  der  zweite  Arm  ^Csich  im  entgcngesetztcn  Sinne  des  ersten  dreht}  anr 
muas  dann  F negativ  genommen  werden,  falls  »  stets  absolut  genommen  wird. 
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UBd  diffSBrenkt  pftttiell  Meh  «,  lo  ergiebt  ai«]i 

und,  indem  man  partiell  noch  ß  differonsirt, 

=  —  2  Ä  [«  ,0,  |J     r  JÄi     -  «)]. 

Da 

dß_  da 

da  df{a.ß) 

so  ist  im  vorliegeuden  Falle 

d£  r_  mi^  »  ~  Jtgfa  (ß—a) 

und  • 

R^dß  atinu  —  Jt  *tn  (ß—m) 

r,du'~~  atinß  —  r«ö» (jJ— «) 


14) 
sowie,  dft 


auch 


V  rdm* 

F  —  Rsin  jß—a) 

9      asüiß  —  r**»  iß — «) 


§.  8. 

Der  Ansdruck  a  sin  a  —  R  sin  {ß — a)  ist  die  Normale  vom  Hanptpankt 
C  des  zweiten  Arms  BC  auf  die  Richtung  des  ersten  Arms  JD,  nnd  der  Ans- 
drack  a  sin  ß  —  r  sin  {ß  —  a)  ist  die  Normale  vom  Hauptpunkt  D  des  ersten 
Arms  AD  auf  die  Richtung  des  zweiten  BC.  Der  Kürze  halber  werde  die 
erstere  Normale  von  C  auf  die  Richtung  von  AJJ  mit  iVj,  die  leztere  von  D 
auf  £C  mit  iV,  bezeichnet.    Alsdaun  erhält  man  Btatt  des  Ausdrucks  14) 

16)  ^=-  =  ^. 

r.da      V  Nf 

d.  h.  die  Geschwindigkeiten  der  Hauptpunkte,  oder  die 
gleichzeitigen  Wege  derselben  im  Differential  der  Zeit,  ver- 
halten sieh  wie  die  Normalen,  welche  aus  ihnen  auf  die  ge- 
genflber  .atehenden  Arme  geflllU  werden  können. 

Wird  (s.  Taf.  II,  Fig.  8)  der  Yiereekswinkel  am  Uanptpnnkt  J>  tiut  'iff 
und  der  Yiereekswinkel  am  Hauptpunkt  C  mit  9  beaeiehnet,  a»  eijgiebt  sieh 
Jf,  SS  6 . 9  und  Jf|  SS  d .  «in  9,  mithin 

9      Ni  8Üt^ 
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d.  b.  die  Gesehwindigkeiten  der  Hauptpunkte  verlialten  sich 
wie  die  Sinns  der  Winkel,  deren  £eken  sie  kildea. 

Für  den  Quotienten  — —  werde  der  Gleieliirertli        in  der  Pemiel  12) 

ri!a  stn  (p 

welche  die  Tangente  der  secundären  Curve  des  Punktes  P  bestimmt,  sub- 
stituirt.    Alsdann  ergiobt  sich  in 

geota-jr  peos  ß  - — 

sin  CO 

Igy^^  r-^ 

  q  eas  a  tin  tp     p  eo$  ß  sin  ^ 

'  qtiH«tting>-\'psinßsin'^ 
eine  Gleichung,  die  eine  ttberans'bemerkenswerthe  Besieh- 
nng  iwischen  den  Viereckswinkeln  und  dem  Winkel  darlegt, 
den  die  Tangente  der  secnndftren  Cnrve  mit  der  ersten  Axe 
bildet  , 

§. ». 

Wenn  man  in  13)  den  in  10)  gegebenen  Gleichwerth  -r^  des  Qnotien- 

stn  {p 

^'  . 

ton  —  einsetzt,  so  erhält  man  in 


V  ,/  ,  .     ,  / sin  joX'  sin  ^  ~ 

18)  <oder 

f  V     .  — — —  

^^'^bsinq/^^  «'«  <pY  +  U>  sin  t|;)'+  2  />//  sin    sin  q)  cos  {ß  ^a) 

eine  einfechere  Beziehung  zwischen  der  secnndären  Geschwindigkeit,  der 
-primären  Geschwindigkeit  und  den  Winkeln  des  Bewegungsvierecks. 

Fällt  man  von  dem  Tunkt  P  (s.  Taf.  II,  Fig.  8)  Normalen  PE  und  PF 
auf  die  Kichtungen  der  Arme  .  so  ist  p  sin  =  PF,  q  sin  (p  =P£f  nnd  da 
frfMfjai^i,  so  ergiebt  sich  aus  der  vorstehenden  Gleichung 

».=  j  yPM*  -^PF^-^i.PS.  PF'.  €0»  0»—«) 
nnd  weil  Winkel  FOS^s    —  « ,  sowie  FPSz=s  isffi  —  FOE: 
9,s=^yp£t  ^  PF*^2,Pß.PF,eo8  FPS 
FS 

oder,  wenn  die  Verbindnngslinie  PS  der  Fnsspnnicte  der  Kermalen  PS  nnd 
PF  mit  t  beaeiehnet  wird : 

# 

V.  =  V  — • 

Die  seenndftren  Geschwindigkeiten  der  ▼erschiedenen 
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StmBgABpvBkte  Tevkalten  sich  d«mBftoh  «m  •inaii4ov  wie  die 
graden  Linien,  welche  die  Fnespnnkte  der  Normnien  «tie 

jenen  Punkten  auf  die  Arme  verbinden. 

Vierecke,  welche  in  dem  ErgSnsnngsdreieck  CDO  dadurch  gebildet 
M  erden,  dass  man  von  einem  Stangenpunkte  P Normelen  und  PF  auf 
die  Richtungen  der  Arme  filllt,  sind  in  Kreisen  eingeschrieben;  desshaib 
LF£P=^LFOP  und 

FE  sinFPE  , 

Yp     si7t  FEP' 
De  FPs=  OP.sin  FOP,  so  folgt  hieraus  unmittelbar 

FE=  OP .  sin  EPE 
oder,  was  dasselbe  sagt,  wenn  0P~  l  gesetzt  wird, 

s  =  l  sin  (ß    a) ; 

und  ebenso,  wenn  /'  die  Verbindungslinie  OP'  eines  andern  Stangenpunkte 
P'  mit  dem  Seheitel  0  nnd  «'  die  Verbihdnn^linie  üot  Fasspunkte  der  ent- 
sprechenden Normalen  ist, 

(/!—«). 

Hieraus  folgt  dann     =  ~  und  weil    =    »  .  ' 

19)        •  .!t  =  i 

d.h.  die  secnndftren  Geschwindigkeiten  der  Stangenpunkte 
Terhalien  sich  wie  Ihre  Abstünde  Tom  Scheitel  des  ErgSn- 

anngsdreiecks. 

Der  Satz  gilt  für  die  primären  Geschwindigkeiten  der  Ilanpt- 

pnnkte.  Im  Allgemeinen  verhalten  sieb  daher  die  Geschwindigkeiten  aller 
Stangenpunkte  wie  ihre  Entfernungen  vom  Scheitel  des  Ergnnzungsdreiecks. 

Da  der  Scheitel  0  des  Ergiinzungsdreiecks  durch  dieses  Gesotz  von 
besonderer  Wichtigkeit  für  die  Bestimmung  der  secundiiren  Geschwindig- 
keiten wird,  wollen  wir  ihn  Bostim  mnngspunkt  und  die  Curve,  welche 
er  beschreibt,  Bestimmungscurve  der  secundiiren  Curvcn  nennen, 
welche  von  den  Punkten  der  Stange  des  Bewegungsvierecks  bei  dessen 
Verschiebungen  beschrieben  werden. 

Die  Beziehungen  der  Winkel  im  Dreieck  JHH!  ergeben,  dass 

9  =  180^—1^4-/3  —  « 

nnd  daher  cos  (ß — o)as — cos  (9»+^)  gesehrieben  werden  kann.  Die  Oleieh- 

«ng  18)  geht  mit  Bertteksiebtigung  dieses  ümstandes  in 

tf    ..   —  

«'.  =  ^^|^^j/(j<i«9)*  +  (psin^)*  —  2pq  sin  q>  sin  ^  cos  {<p  +  ii>) 

Uber,  welche  Gleichung,  indem  man  q=b — p  schreibt  und  dann  redneirt, 


20)  V,  =  —  sin  q>y  +  [p  sin  (9p  +  V')]'  —  2  fep  sin  (p  sin  (9  +  ^)  cos  ^ 

ergiebt,  ein  Ausdruck.,  in  welchem  die  seeundttre  Geschwindigkeit  mir  noeh 
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als  Function  der  beiden  Viereduwinkel  and  p  anftritt,  und  aaa  dem  die 
Gleiehang  1§)  hervorgeh V  wenn  man  p^b  setat 

§.  10. 

Die  Normale  einer  ebenen  Cnrve  f  (x,  j/)  =5  0  in  einem  Punkte  x,  jr  ift 
bestimmt  doreh  die  Qleicbnng        =  —  -i-  unter  |,  n  die  laufenden  Co- 

j  dx 

ordinaten  der  Normalen  verstanden.  Die  Gleichung  der  Normalen  der  sc- 
cundärcn  Curve  des  Stangenpiinktes  x,  y,  welcher  durch  die  Abmessung  p 
auf  der  Stange  bestimmt  ist,  ist  daher,  weil  nach  12)  und  lö) 

dy          2   räa 

dx~~        .      ,      .  Rdß 

geschrieben  werden  kann, 

fl^y          q .  aina    p ,     ,  sin  ß 

I  —  X         q^i  '  Cosa  +  p  .  Nf,  cosß* 
und  daher  der  Winkel      den  die  Normale  mit  der  ersten  Axe  bildet,  be« 
stimmt  dnrch 

2n  qN,.sma  +  pN^.sinß 

'  ^  *      5f  A',  .  cos  a+  p  Ni .  cos  ß 

Die  Normale  der  secundäron  Curve  und  die  jyade  Verbindungslinie 
des  Bestimmungspunkts  0  mit  dem  beschreibenden  Punkt  P  haben  diesen 
letzteren  Punkt  gemein.  Um  die  Lage  derselben  gegeneinander  festzu- 
stellen, werde  der  Winkel  %'  ermittelt,  den  diese  Verbindungslinie  mit  der 
ersten  Axe  bildet.  Sind  o;,  y  die  Coordinaten  des  Panktos  P  und  x'^  y  die 
des  Punktes  0,  so  ist 

Nun  ist,  wie  leicht  erhellt, 

,  e  ftit  ßßüi  0 

^  Miniß^a) 

,      a  sin  8  cos  a 

wShrend  nach  S)  nnd  0) 

b 

ap+'rqcosu^l^cotß 

fp~^^  ■ 

b 

ist.  Diese  Werthe  in.obigem  Ansdmek  snbstitairt  ergeben 
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a  sin  ß  sin  a     rq  sin  «  +  Hp  sin.ß  ' 

*      a  sin  ß  Cosa      ap rq  cus  u -i- Up  cos 
lin{ß—  u )  b 
woran«  mit  BerflcIuichtigUDg ,  da«s  h^p  +  !?  ist, 

 glifti  a{a9iHß-^rsin  {ß—(t)]-\-p  sin  ß  [m  sin.w^Jtänjfi'^ta} 

fN,..€09«'^pNf,eatß 
hmttosgehu   £•  iat  daher  ^spr^^^x'*  ^  Normale  in  P  md  die  grada 
VerUndongslinie  PO  sind  dahet  parallel,  «nd  da  aia^den  Paukt  P  gemelft  . 
kaben ,  so  fallen  sie  äusaaimen.   Ans  aüedaai  folgt  dann  aber,  data 

1)  die  Normalen  aimmtHeliar  8«eiittdir<en  OorT«tt  ditroli 
den  Bestimmangapnnkt  gehen,  oder 

2)  die  Tangenten  d  er  8  eoHnd Aren  Cnrven  normal  stehen 
auf  den  gradon  Verbindungslinien  des  £raeugnDgs- 
punkts  uud  des  Boatim  in  uugspunkts. 

Diese  Sätze  legen  äusserst  wichtige  Beziehungon  der  sccundären  Cur- 
ven  unmittelbar  \or  Augen  und  gestatten  einfache  Oonstructionen  der 
Hauptlinien  derselben.  So  ergiebt  siph  z.  B.  die  weiteste  Ausdehnung  der 
Curve  (indem  mau  erwägt,  dass  die  Curvenpuukte,  welche  am  weitesten 
van  den  Axen  abstehen,  in  den  Bertihrnngsp unkten  der  Tangenten  erhalten 
Warden ,  die  parallel  den  Axen  liegen)  einfach  dnrch  die  Lagen  des  be- 
schreibenden Punktes,  in  denen  die  grade  VerbindnngMinie-niit  dem  Be* 
siimmungspünkt  parallel  den' Axen  geht  Die  Bestimmung  anderer  beson« 
derer  Fälle  erfo^  eben  so  einfach  und  ttbersichtlieh. 

§.  11. 

Da  sich  die  Kormalen  der  seeundüren  Corren  aller  Stangenpnnkte  für 
jede  Lage  in  dem  Bestimmnngspnnkt  0  schneiden ,  ausserdem  aber  die 
gleichseitigen  Gesehwind^keitm  jener  Punkte  sich  wie  die  die  Entfernun* 
gen  derselben  vom  Bestimmungq^nnkt  verhalten,  so  fölgt,  dass  jede 
kfleinsta  Belregnug  der  Stange  als  eine  Drehung  um  denBe- 
siimmungspünkt  0  zu  betrachten  ist. 

Denn  bezeichnen  r,  und  r,'  die  secundären  Geschwindigkeiten  zweier 
Stangenpnnkte,  deren  Abüt&nde  vom  Bestimmungspunkt  beziehlich  l  und  f 

sind,  so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  de«  ersten  Punktes  -j  und  die  des 

vi  V  v' 

andern  -4  =  y ,  so  folgt  auch  y' bs d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeiten 

der  beiden  Punkte  in  Bezug  auf  Drehung  om  0  sind  gleich,  und  desshalb 
die  Drehung  ein  und  dieselbe. 

Die- Drehung  des  Hauptpunktes  B  um  den  Uselte  Punkte  ist'desahalb 
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auch  eine  Drehung  um  den  verändorliclien  Bestiromungspunkt  0.  Hieraus 
ergieht  sich  die  Grösse  des  unondlich  kleinen  Drehuugswinkcls ,  welcher 
beschrieben  wird,  während  die  Stange  sich  um  0  dreht,  mit  Hülfe  der 
Gleichung 

welebe  erhellt,  indem  ibmi  «rwSgt,  da»  LDOC^  /I-— «ritt  nad  der  Elemen- 
tarweg  de«  Paoktee  D  einmal  «b  Bogenelement  einei  Kreiaet  um  A  und  daa 
anderemal  ala  Bogenelement  einea  Kreiaea  am  0  avfgefaaat  werden  kann. 

Der  Winkel  d  {ß — «)  =  dß — welcher  bei  der  Drehung  der  Stange 
«m  0  beaehriehea  wird,  wVhrend  der  erate  Ann  den  nnendlieh  kleinea 
Winkel  da  beaehreibt,  iat  die  Differens  der  Winkel  beider  Arme,  die  die- 
aelben  während  dieses  Vorgangs  dnrchlanfen.  Die  Gleichung  d  {ß — «)  =s 
dß  —  da  ergiebt  daher  unmittelbar,  daaa  die  W i n kelgeachwind ig- 
keit  der  Drehung  der  Stange  um  den  Bestimmnngspnnkt 
gleich  der  Differens  der  Winkelgeachwindigkeiten  der  bei- 
den  Arme  iat. 

Da  der  Abataad  0J>,  wie  ana  Fig.  8  aofort  eraiehtlieh,  &s  .  — :  ist, 
so  nimmt  TOralehende  Qleiohung  die  Form 

rda^—^   d{ß^u) 

stn{ß  —  tt)  ' 

an ,  aus  welcher ,  wenn  w  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Arms  AB  und  n;,, 
die  Whdcelgeaehwindigkeit  der  Stange  mit  Beang  aaf  Drehung  um  den 
Beatimmnngöpunkt  beseiehaen,  die  Gleichung 

f!^»_d{ß^m)_r9kt{fi'-m) 

*  m        du  ~^ 

henrorgeht.   Andereraeita  ist  aber,  wefl 


auch 


d{ß  —  a)  _dß^  1  und  ^  r  sin  rjf^ 

du        du  rfö     Btin^  JW^' 


rv  Rsinqt  R,Ni 

nnd  ist  damit  die  Relation  awischen  den  Winkelgeachwindigkeiten  dea 
sten  Arms  und  der  Stange  eineraeita  nnd  aweien  Viere<&awiakda  aadmrer- 
aeita  dargelegt. 

§.  12. 

Wenn  die  Endpunkte  der  Stange  IKJ  auf  beliebigen  Curven  liegen  und 
eine  kleinste  Verrückung  dieser  Punkte  auf  den  Curven  vorgenommen  wird, 
BO  können  diese  Verrückungen  um  Bogeuclemente  jener  Curven  als  Dreh- 
ungen betrachtet  werden,  welche  um  die  Endpunkte  der  Krümmungshalb- 
meaaer  jener  Curvenpvnkte  erfolgen.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  die 
Bewegung  der  Stange  aber  auch  eine  Drehung  um  den  Dnrchscbnittspunkt 
0  jener  Krfimmungahaihfmeaaer.   Darana  folgt  dann  der  altgemefaie  Sati : 
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Hat  eine  Grade  mit  zwei  Cnrven  beziehlieh  je  einen 
Punkt  gemeis  «Bd  wird  die  Lage  dieser  Punkte,  welche  auf 
der  Graden  unverrttekbar  sind,  um  einen  unendlich  kleine* 
Werth  in  den  Curven  verändert,  so  kann  die  dabei  vor- 
gehende Bewegung  als  eino  unendlich  kleine  Drehung  um 
den  Durch  Schnittspunkt  dcrKrüramungshalbmesserderCur- 
venpunkte  angoselicn  werden,  welche  dieselben  mit  der 
Graden  gemein  haben. 

Es  erhellt  ferner,  dass  dieser  Satz  für  jede  ebene  Figur 
gilt,  von  der  zwei  in  ihr  unverrückbare  Punkte  in  Curven 
liegen,  sobald  diese  Punkte  ihre  Lage  in  den  Curven  um 
nnendlieh  kleine  Werthe  TerKndern. 

Es  moss  bemerkt  werden,  dass  Poneeletin  seinem  Couri de  mäeanique 
appliqvie  etc.  (deatseh  von  Sehnuse)  dieses  Frindp  emdOmtmid  dasselbe 
'in  einzelnen  Fällen  anwendet.  Es  ist  von  Bohillierim  Jahre  1S20 Pon- 
celet  mitgeiheilt  nnd  i^Ster  Ton  Chasles  im  14.  Bande  des  Bfllletins  der 
mathematisehen  Wissenvehaften  iren  Fernssae,  8.  821  bekannt  geihaeht 
iMMrden.   Poneelet  giebt  das  Prineip  in  Iblgmidflm  Balae: 

Wenn  eine  ebene  Figur  von  einer  unveränderlichen 
aber  beliebigen  Form  und  Gr&sse  irgend  eine  nnendlieh 
kleine  Verrtfekung  erfährt,  ohne  aus  dieser  Ebene  gehraeht 
zu  werden,  so  strebt  sie,  ohne  for tzugleiten,  sich  um  einen 
festen  Punkt  zu  drehen,  welchen  man  vermittelst  des  Durch- 
schnitts der  Normalen  der  Curvenelemonte  erhält,  welche 
zwei  beliebige  Winkelspitzen  der  Figur  gleichaeitig  be- 
schreiben. 

Der  von  Chasles  ausgesprochene  Satz  hat  mir  nicht  vorgelegen;  die 
*  Notiz  von  Poneelet,  welche  bereits  auf  die  Bedeutung  des  darin  ansge- 
sprochenen  Princips  aufmerksam  macht,  kam  mir  erst  nach  Auffindung 
desselben  s«  Gesiehk  Eine  kurse  S^irilhnnng  des  SsIms  findet  ^k  aneh 
in  der  Ii^enienr-Meehmik  von  Weiebaeh,  Theil  Ausgänge  und  Fol- 
gerungen, welche  die  ▼orhergehenden  Nnmmem  enthalten,  sind  mir  nieht 
bekannt  geworden,  nnd,  so  viel  ieh  weiss,  ist  der  allgemeinen  Bedeutung 
des  BewegnngSTiereeks  fiHr  die  aetiTen  Maschinwitheile  nirgends  Erwähnung 
gethan*). 


•)  Es  dürfte  nicht  unangemeasen  sein  ,  liier  darauf  aufmerksam  zu  machen,  wie 
der  im  Obigen  bewiesene  interessante  aad  folgenreiche  Satz  auf  eine  sehr  elementare 
Weise  sieh  rechtferligen  lässt: 

Da  die  Lage  einer  unverilndcrlichen  ebenen  FIfjur  in  ihrer  Ebene  durch  die  Loge 
zweier  ihrer  Punkte  A  nnd  B  bestimmt  ist,  so  mass  nur  gezeigt  werden,  dasa  die  im- 
ablnderKohe  Yerbiudungalinie  AB  solcher  8  Punkte  cUtdoreh  in  irgend  eine  andere 
nni  unendlich  wen:-:  von  A  Ii  aliweichcinlc  Lapo  A'B'  gebracht  werden  kann,  dass 
man  sie  um  den  Dnrchschnittspunkt  0  der  geraden  Linien  AO  und  BO^  welche  in  A 
und  B  auf  dea  als  gerade  Linien  su  betraohtenden  Wegelementen  AA'  und  BB'  senk- 
reeht  stehen,  um  einen  aBfemesseaea  «aeadliuh  kleinen  Winkel  dreht.  Dms  jeder 

13» 
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§.  13. 

Legt  man  (s«  Taf.  II ,  Fig.  9)  durch  den  fetten  Drehpnnkt  A  eine  Fa- 
rellele  ÄC'  mit  dem  iweiten  Arm        so  ist 

2>0  .  DA=zCO:  Ca. 
EbenfO  iet,  wenn  i>  und  P'  entsprochende  Stanfj;enpunkte  sind,  waloh« 
gefunden  werden ,  indem  man  durch  0  und  A  Parallelen  zieht, 

PO:  P'A  =  CO:C'A. 

Dnrch  Zasammensetzun«;  beider  Proportionen  folgt 

■J)0 :  PÜ=^DA:  P'A. 

Da  nnn  —  =      ,  so  ergiebt  sieh  ans  der  letsten  Proportion 
f,  PO 

Ee  iet  aber-^gleioh  der  Winkelgesehwindigkeit  des  ertten  Arms  and 
desehalb 

Dies  ist  offenbar  die  Gesehwindigkeit  eines  Punktes  des  ersten  Arms, 
dessen  Abstand  von  dem  Drehpnnkt  A  gleich  P'A  ist.  Da  der  Abstand  AX 

^At^  entweder  anf  dem  Arm  oder  auf  der  YerUingerung  desselben  über* 
A  hinaus  angenommen  werden  kann,  so  erhellt,  dass  der  Arm  awei  Punkte 
besitzt,  welche  sich  mit  der  Geiichwindigkeit  des  Punktes  P  bewegen. 

£s  ist  ferner  klar,  dass  das  für  den  ersten  Arm  Erwiesene  für  den 
Eweiten  gilt,  und  es  giebt  desshalb  auch  auf  dem  zweiten  Arme  zwei  Punkte, 
deren  Geschwindigkeit  gleich  der  des  Staugeiipnnktes  P  ist.  Nennen  wir 
alle  Punkte  des  Bewegungsvierecks ,  welche  bicl»  mit  der  secundären  Ge- 
schwindigkeit eines  Stangenpunktes  bewegen,  zugehörige  Punkte  die- 
ses Punkts,  so  lässt  sich,  wenn  man  erw.ägt,  dass  die  beiden  Punkte  der 
Stange,  welche  gleich  weit  ab  vom  Bestimraungspunkt  liegen,  gleiche  Ge- 
schwindigkeiten besitzen ,  folgendes  allgemeine  Gesett  aufstellen': 

Inneshalb  des  Bewegungsviereoks  haben  je  seehs  Punkte 


der  beiden  Punkte  A  mul  B  allein  diircli  eine  Drehunc:  nm  0  in  dir;  LriEfe  A'  rcsp. 
gebracht  werdea  kann,  bedarf  keines  Beweisest  za  zeigen  ist  nur,  dasa  beide  Drehun- 
gen um  gleiche  Winkel  erfolgen  mttssea,  d.  h.  dess  LAOA*-=.  LBOB'  ist  oder  dass 
sieh  Torhltlt 

OA:OB^AA''.BB'. 
Zu  dem  ^ade  mag  man  bemerken,  daM  dte  Orade  AB  in  die  Lage  A'B'  offenbar 
dadurch  übergeführt  werden  kann ,  dass  man  sie  zunächst  in  die  mit  A  B  parallele 
Lage  A'B)'  verschiebt  und  dann  um  den  Punkt  Ä  herum  in  die  Lage  A' B"  dreht.  Be- 
traelitet  man  nun  in  dem  unendlich  kleinen  Dreieck  BB"B'  (eine  Figur  wird  man  sich 
leidit  aa  den  Band  seiehnen)  das  Bogeneleroent  BB"  B'  ai»  grade  Linie,  so  erkennt 
man  lofort,  dass  es  dem  Dreieek  O  AB'WtmlU^  Ist,  wefl  dfe  Settun  beider  Dreieeke 
anf  einander  normal  sind  {OA  -J-  BB",  OS    Bß'),  wcsshalb  sieh  rerhilt 

OA  :  OB=zBB"  :  BB" 
In  UebereinBtimmiuig  mit  der  obigen  m  bewelKnden  Ptoportimi,  weil  die  g^aftber> 
Hunden  Seiten  AA*  tm^  BW  des  FaraHeiogramffls  AxBBf*  einander  gleiek  sind.  ^ 
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einerlei  Geschwindigkeit.  Diesel bon  sind  so  vertheilt,  dass 
je  zwei  und  zwei  auf  den  Armen  iiud  der  Stange  liegen,  und 
iwar  liegen  sie  auf  den  Armen  zu  verschiedenen  Seiten  der 
Drehpunkte,  nnd  anf  der  Stange  tu  ▼eraehiedenen  Seiten^ 
dea  dem  Beatimmungspanlct  am  ngehaten  liegenden  Stangen- 
punkts in  baiiehlieh  gleichen  Abatlnden,  deren  GrSaaen 
in  jedem  Angenhliek  sich  Indern. 

In  Pig.  0  sind  di»  Pankt»,  «relohe  an  dem  Staagenpnakt  P  gehören, 
mit  Q,  JT,  Fand      T'  beseiehnet. 

Das  Veriaderongsgeaeti  der  Lage  der  angehtfrigen  Pnnkte  folgt  ava 
der  Oleiehnng: 

JP'  _0P^  1  

AJ)  ~~  OD'^atinß  —  r  sin  (j?— «)' 

sin  (ß — a) 

aus  welcher,  da  AP'  =JX  ist,  hervorgeht: 

a  stn  ß  —  r  sin(ß  —  a)  « 

26)  ^'G-f-^)- 

Hierdoreh  iat,  wenn  /  ermittelt  wird,  die  Lage  der  vier  anf  den  Armen 
liegenden  au  F  gehörigen  Pnnkte  heatlmmt ,  da  ohne  Weiteres  «Miditlieh 
ist,  daaa 

oder 


aein  mnaa. 

§.  14. 

Die  vollständige  Bestimmung  der  zu  P  gehörigen  Punkte  erfordert  die 
Näherbestimmung  des  Abgtaojies  PO  =  l  des  Punktes  P  von  dem  Bestim- 
mungspnnkt  0. 

Es  ist,  wenn  x  und  x  beziehlich  die  Abscissen  der  Punkte  P  und  0 
bezeichnen  and  %  der  Winkel  ist,  den  die  Linie  PO  mit  der  ersten  Axe 
bildet,  bekanntlich: 

Da  nun  nach  Früherem  ^ 

ap -\- rg  eat  n -i- Rp  cos  ß- 

x^-  T"-  
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f     a  sin  ß  <  oa  a 
^  sin  (|3  —  a) 

o  sin  a  .         p  sin  ß  .  N, 

igm^:^  

^*     5  COS  a  .  iV,  4*  P  <^i>^ß  ■ 

ist,  po  ergtebt  sich  hieraus,  indem  mau  zunächst  berücksichtigt,  dass 

,  ab  eo9  « tinß — ap  sin  (ß — a) — rq  cosa  sin  (ß — o) — Up  cosßsin  {ß — a) 

— '     ■  — «—  — -  » 

b  sin  {ß  —  o) 

 g  ros  a  [aiütß—r  sin  {ß  —  n)]  -\-  p  cos  ß  [a  sin  a — R  sin  {ß  -  a)] 

b  sin  (ß  —  a) 

ist,  dann  für  x'^x  diesen  Ansdrnok  nnd  f&r  Iffi  den  angegebenen  Gleich- 
werth substituirt: 

^     qcot  a  ,      -\-  p  cos  ß , 
~"         b  sin  iß — a) 


eosu.Nt-^peosß .  N,)*'{-  (gma  ptmßfl^ 


'    ~  a) 


oder,  da   fth a>~  iVj ,  nnd        —  ^  ist, 

stn  tp 


..       ^  tm{ß'^u) 

Es  ist  aber  der  Werth  der  Wurzel  nach  den  Entwickelnngen  in  §«  9 
gleich  der  Verbindungslinie  s'der  Fusspunlcte  der  Normalen  TOm  Staagen- 
pnnkt  P  auf  die  Arme;  naeh  jenem  §•  ist  nftmlieh  auch 

29)        .  ^^-^  ^• 

stn{ß—a) 

Da  femer  9  =  180<»  —  t^/  +  {ß — »),  so  ist 
sin  (ß —  «)  ==  —  sin  {q>  +      und  cos  (ß  —  er)  =  —  eoa{ip  +  ^) 
nnd  desshalb,  wenn  man  Gleichung  '20)  berücksichtigt, 


30\  y)*     {p  <i«  (y  "i-  ^)J'  —  2  6p  wi  y  g>»  (y  -1-  <r<)tij> 

—  sm  (qj  +  tp) 

Hieraus  erhält  man  fttr  p=:0  die  Yerbindnngslinie  des  ersten  Haapt- 
ponkts  mit  dem  Bestimmnngspnnkt  t 

und  fnr  p  =  ^  die  Verbindnngslinie  des  Btangenmittelpunktes  üf  mit  dem 

Bestimmungspunkt : 


31)     iun=h     *  (y    ^)  —  ^  '^^'^  y    ^    (y  -t- ») 

—  s»>i  (9  +  ' 
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sowie  durch  entsprechende  Einsetzung  besonderer  Werths  von  p  die  Ver- 
biadungslinien  der  dadnrcb  bestimmten  Funkte  mit  dem  Bestimmnngspankt 
als  Fimedonen  von  q>  and  ^. 

§.  15. 

BtrtiMBBgyuikt  und  BettimmvBgflearre  diingca  sieh  ttberall  «It 
bedentangsToU  in  Hinrieht  anf  die  seeandKraa  Oorren  dee  Bewegvngtvier- 
edu  anf.  Li  der  Thafc  eieoheint  die  Bestimmangaeiinre  als  der  Ort  ftr  die 
Uittelpuikle  von  Kreisen,  welche  Ton  den  secnndSren  Curven  nmhtlllt  wer- 
den und  deren  Radien  die  Entfernungen  der  betreffenden  Stangenpunkte 
▼on  dem  Bestimmnngspankte  sind.  Diese  veränderliehen  Eadien  sind  die 
£»ntfemiingen  welche  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  augenblicklichcu  Ge- 
stalt des  Vierecks  und  der  Lage  des  Stangenpnnkts  auf  der  Stange  durch 
28),  29)  und  30)  gegeben  sind.  Jedem  Stangenpunkt  entspricht  eine  beson- 
dere secundäre  Curve  und  ein  besonderes  System  von  umhüllten  Kreisen; 
diese  sind  nichts  anderes  als  die  Eleinentarkreise  von  Kreia-Coordina- 
ten,  deren  Axe  r  =  0  die  Bestimmungbcurve  ist.  (Druckenmüller, 
Uebertragungsprincipicn  der  analytischen  Geometrie,  Seite  89  u.  f.)  Die 
socundären  Curven  stehen  also  mit  den  Kreis-Coordiuaten  der  Axe  r  =  0, 
wenn  ah  aolehe  die  Bestimmungsearve  gewihll  iHrd,  in  inaigatem  Znaam- 
menhange^  so  dasa  »an  die  Beattmmnngen  detaeUMn  mittdat  solcher  Ooor^ 
dinaten  alsdienatflrlieheim  vorliegenden  FaUe  beseiehnen  könnte. 

Die  Beatimmnngfcunre  ist  dnreh  rechtwinklige  Coordinaten,  deren 
erste  Axe  AB  (s.  Taf.  II,  Fig.  10)  nnd  deren  Anfangsj^nnkt  J  ist,  mittelst 

n  sin  ß  cos  a 

 a  sin  ß sing 

~  #öi  Ol—«) 

gegeben.  Indem  man  diese  Gleichungen,  unter  der  Annahme,  dass  o  nn- 
veribiderlich  und  ß  abhängig  Tertoderlich  ist,  differenzirt,  erhält  man 


32) 


dx  f 


dß\  a 
sin  ß  cos  3  ^tfnueos  a—  I  .  ,  >^  r 


nnd  « 

dy 
da 

hieraus  aber  durch  Division 


\     ^  da/sm*{ß  —  a) 


tk^ß-^iitfu^ 
dy   ^  dn 


dx 


Beut  »»  hierin  je  =  .Her  ^£=5^.  "  geh'  A»- 

draek  in 
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33)  { oder 

äy  .    R  tin  q>  süi^  ß—  rsin^t  9in*a 

Bsin^sinßeosß—rsiny^smucoia 
Uber.   Darais  ergebaa  sieh  für  die  Tangente  nad  Hoimale  eines- Panktes 
(x\  p')  alsdann  die  GHeielinngen: 

V  —  y  JIt thf  ß $m  ip rthf  u  »iitif     .  ■ 

langente:  "  ;=Tr~: — :s  ä — :  :  : — 

o         x-^x      Mtmßcßißim^  —  r  stn  u  cos  a  simff 

^       .      V'-^y     r aüt  tt  cos  a sinip R  sin  ß  cos ß mm  m 

NOrmalet  — .  ,      .  -r-j — : — ;  . 

X — X  R  sirr  ß  sm  tp  —  rntrastnt^/ 

Die  Normale  kann  aber  auch  bestimmt  werden  mittelst  dea  Winkels  | 

(s.  Taf.  II,  Fig.  10),  den  ä'io  Xorrnalo  ON  der  Bestimmungscnive  mit  der 

Normale  OP  einer  zu<;phörigen  socundäron  CurvR  einschlicsst,  danach  der 

Lehre  von  den  Kreis-Coordinaten ^)  der  Neigungscoefficient,  d.h.  der  Co- 

sinns  des  Winkels,  den  der  Eadius  einee  Elementes  mit  der  Axe  bildet,  be> 

stimmt  ist  mittelst 

cos>OÖ'  =  — 

4s 


wesin^l  das  Biffsfentiil  des  IMn«  OP^i  nnd  tff  das  DiffMrenkial  des 
Bogens  der  Bestimmnngsenrve  beaeiehneB.   Es  kt  aber  c=i4KI* — { 

nnd  desshalb 

äs 

Das  Differential  dl  ist  ftnsserst  ansammeagesetst  Das  Differential  ds 
bestimmt  sieb  mittelst 

dsi=syd^+  dix» 

.  dß       r  sin  ■fp 

nna,  wenn  man  —  setzt, 

du     Rsmq>  * 

.  a»  da  

(/»—«) 

.  yR'sinF^  sui^  ß  +  r*««n*  ^sdi^  a — 2r  Rsdtstsinß  sintpsin^  cos{ß^a). 

WXblt  man  als  Anfangspnnkt  irgend  einen .  bestimmten  Pnnkt  der 
Corre,  welcber  dem  Winket  tt  des  ersten  Anns  entspreehend  ist,  so  ist  der 
Bogen ,  welcher  eneugt  irifd,  wibrend  der  Winkel  a  in  a '  fibergebt,  mit- 
telst der  Gleiehung 

*)  Druokeamüiler,  Uebertra^^ungsprincipien  der  analjrt.  Geometrie.  Vier- 
tes Kapitel,  §.3. 


*  •  • 
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*       Rj^HfKpsin'iß  -a)  ^ 

CK 

.^Ä"  w«"  g)  si>»'  |5  4-  H  tin*  ^  sin*  « —  2  r  Jl  *tV<  « .<r»Vj  sin  q>  sin  ^  eos  {ß — a) 
gegeben.  Ist  S  der  diesem  Bogen  entsprechende  Bogen  de^  BecundXrea 
Cnrve,  so  bat  man,  weil 

=z^y{rqsintt  +  Rp  sin  ß^^  +  (r  q  cos  a  +  Rp  cos  ß'^ 


da .  r 


=  ^JjT^ (j*  sin*  cp         sin*  ^  +  2/?^      tp  sin  ^  cos  (/3~a) 
ist,  swischen  den  Grenzen: 

*  r   r  da    y~  ;  — 5  —  

§.  16. 

Die  GeschwiiKligkeit  des  zweiten  Hauptpunktes  C  folgt  aus  der  Ge- 
schwindigkeit des  ersten  Hauptpunkts  Jß  mittelst  Gleichung  16),  naok 
'welcher 

_        sin  11/ 

r=  V 

sm  <p 

ist,  nnd  ans  der  herrorgeht,  daas  V  dasselbe  Voraeioben  behält,  die  Be- 
wegung des  iweiten  Hanptpnnkts  also  in  detMlbm  R^ilnng  erfolgt  wie 
die  des  ersten,  so  lange  sini^  mid.  itnip  dasselbe  Voneidien  besitsen. 
Barans  folgt  dann  aber,  dafs  beide  Hauptpunkte  sich  nach  ein  und  dersel- 
ben Bichtang  bevegen,  so  lange  ond  9»  gleiehieitig  kleiner* als 
awei  rechte  Winkel  sind,  dagegen  nadi  Terseldedenen  Bichtnngen  sieh  be- 
v^en,  Venn  der  eine  dieser  Winkel  kleiner  nnd  der  andere  grösser  als 
swei  reehte  WiiAel  ist,  weil  im  «rsteren  Falle  die  Sinns  der  Winkel 
gleiche,  im  andern  Falle  aber  en^fegengesetate  Yoraetdiaii  ud  desskälb 

der  Quotient  ?1!L^  besiehlich  positiv  oder  negativ  ist. 

stn  (p  *  . 

Da  die  Richtungen  der  secundären  Bewegungen  der  Stangenpunkte 
von  denen  der  beiden  Hauptpunkte  abhängig  sind  und  das  Gesetz  dieser 
Abhängigkeit  nach  20)  durch  Gleichung 


O  bin  ip 

ausgedrückt  ist,  so  lässt  sicli  mit  Berücksichtigung  des  eben  ausgesproche* 
nen  für  diese  Bewegungen  im  Allgemeinen  folgender  Sata  aufstellen: 
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Die  socundärcn  Bewegungen  sind  der  primären  Beweg- 
uug^gleich  gerichtet,  so  lange  der  erste  und  zweite  Arm 
liohle  Winkel  mit  der  Zugstange  bilden,  und  derselben  ent- 
gegengesetzt gerichtet,  sobald  der  eine  Arm  einen  hohlen 
nnd  der  andere  einen  erhabenen  Winkel  mit  der  Zugstange 
bildet.  Der  Uebergang  ans  einer  Bewegungsrichtung  anr 
Andern  findet  jedesmal  statt,  wenn  die  Biehtung  eines  Arms 
mit  der  Biehtung  der  Stange  snsammenfällt. 

Das  Glesagte  ergiebt  sieh  aneh  unmittelbar  bei  Erwigong  der  geome* 
triscben  Eigensehaften  des  Vierecks,  me  können  die  mchtnuigen  beider 
Arme  gleichseitig  mit  der  Biehtung  der  Stange  ausammenfallen,  eder  beide 
Arme  gleiehaeitig  erhabene  Winkel  mit  der  Stange  bilden.  Ist  das  Be- 
vegungsriereek  ein  Parallelogramm,  so  ist  für  jede  znsammeugehSrige 
Warthe  von  ^  und  tp ,  sin  ^=stmqt  und  m  -f*  9)  =  0;  desshalb  ss  9, 
d.h.  in  der  Stange  eines  Bewegungsvierecks»  welches  ein  Parallelogramm 
ist,  sind  die  Oeschwindigkeiten  aller  Stangenpunkte  von  gleieher  Grösse 
und  Richtung. 

Der  Werth  von  a,  bei  dem  sich  die  Bowegungsrichtungen  der  Stangen- 
punkte und  des  zweiten  Arms  ändern,  während  der  erste  Arm  stetig  fort- 
schreitet, möge  Wende  winkel  heissen.  Der  Wendowinkel  ist  erreicht, 
•wenn  ti^^löO"  oder  i/;=0"  resp.  300°  geworden  ist,  und  man  sagt  von  dem 
Arme,  er  stehe  im  todteu  Punkte,  wenn  er  einen  dieser  Winkel  mit  der 
Stange  bildet.  Der  erste  todte  Punkt  tritt  ein,  wenn  beide  Hauptpunkte 
J)  und  C  auf  einer  Seite  des  Drehpankts  J  liegen ,  und  der  zweite  tritt  ein, 
wenn  diese  Punkte  auf  Tersehiedenen  Seiten  von  A  liegen. 

Der  eratn  todte  Punkt  (s.  Taf.  n,  Jb  ig.  11)  ist  mittelst  der  CHekhnng 
dM  eiiBten  Wmdewlnkels  m'i 

 %ü{b^r)  

•der 


cos 


«'^  1  7/(tfH-»4-r  +  ig)(a  +  6+7:ij^) 

2       2 o  + 


bestimmt,  während  der  zweite  todte  Punkt  (s.  Taf.  II,  Fig.  12)  sieh  mit- 
telst des  entsprechenden  Wendewinkels  a  \  der  dureH 


oder 


 2a(6-r)  

1_ |/(a  +  6  — r-f      {a-^b  —  r  —  R) 
2^2^  a(Jf  —  r) 


gegeben  ist,  finden  lässt.  < 

Wenn  der  erste  Arm  in  seinen  Bewegungnn  nicht  gehindert,  er  also 
befähigt  werden  soll,  jede  beliebige  Winkelgrösse  zu  durchlaufen,  so  muss 
die  Stange  b  bestimmte  Grössenwertbe  innehalten.  Die  Grensen,  zwischen 


Digitized  by  Google 


Von  ^DtJABD  KoaGQBBATV.  197 

In  n.n.nj'ini'i'ii''i"**"'""*^*"""*"""  '■*in.n.nrTimnnnri'i"n'iri'i-inri'  -  -  *  -  -n-  -i-i-i-  -rn ~i  "n  n*  ■  ■  ■  • 

denen  sieb  b  ttberlmiipt  bew^^  nmis,  wenn  lUe  YinttkaTwAltüiMag  ber- 
stellbar  «ebi  aoll,  eind         ^  * 

»>a  — (Ä  +  r) 
nnd  6<  a  +  (A  -hr), 

WM  leicht  erhellt,  wenn  man  beide  Arme  in  die  Riefatnng  der  B&sis  AB  ge- 
legt  denkt,  wo  dann  der  Minimalwerth  erreicht  ist,  wenn  beide  Haupt- 
punkte über  den  sogebörigen  Dvebpnnkten  A  nnd  B  Maam  m  der  Verliii* 
gereng  von  AB  liegen. 

Die  Unbescliränktheit  der  Drehung  des  ersten  Arms  erheischt,  dasB 
derselbe  befähigt  sein  nmss,  die-todten  Punkte,  d.  h.  diejenigen  Armlagen 
BU  passiren,  in  denen  die  Armrichtung  mit  der  Stangenrichtung  zusammen- 
fällt. Der  Durchgang  durch  den  ersten  todten  Punkt  verlangt  die  Her- 
stellbarkeit  des  Dreiecka  ACB  (s.  Taf.  II,  Fig.  11)  aus  den  Seiten  b 
a  und  R\  es  muss  also 

«  +  Ä>6  +  r>«  — Ä 
•ein.  Der  Bvrebgang  davek  den  sweiten  todten  Ponkt  Terlengt  dkr  Her- 
•fteHbevkei«  dei  Dreieoka  ÄCB  (i.  Taf.  H,  Fig.  12)  ans  den  Seiten  h^r^  a 
nnd  Jl;  ea  rnnm  alao 

a  +  Ji>fr«r  >«-JI 
iein.   Diese  Bedingungen  lassen  sieb  aneb  folgendennassw  sebnibeat 

a  +  (Ä  —  r)  >  >  >  «  —  (iH- r) 
a+(Ä+r)  >6>a  — (Ä  —  r) 

nnd  sie  reduciren  sich  auf  die  folgenden  beiden ,  welclie  die  Bedingungen 
fttr  die  JlCfigliobkeit  der  Vierecksverbindnng  ttbcj^kaupi  in  aiah  schliosaen; . 

a  +  (Ä  —  r)  >6  >«  — (Ä  — r). 

Wenn  die  Bewegungen  vom  zweiten  Arm  aasgehen,  so  erh&It  man  die 
Bedingaugen  für  die  Zulässigkeit  voller  Drehungen  dieses  Arms  einfach 
durch  Vertauschung  von  R  mit  r;  denn  die  Möglichkeit  des  Durchgangs 
durch  den  ersten,  resp.  zweiten  todten  Punkt  ist  an  die  Herstellbarkeit  des 
Dreiecks  ADB  aus  den  Seiten  6  +r,  a,  r  resp.  b — B^a^r  gebunden.  Diese 
Bedingungen  sind  also :  *  ^ 

a  —  (Ä  —  r)  >  ö  >  a  +  (Ä  —  r). 

Man  siebt,  dass  der  Durchgang  des  ersten  Arms  dnrcb  den  ersten 
todten  Punkt  [a  +  {R  -r)  >&]  unTerträgHch  ist  mit  dem  Durchgang  des 
Bweiten  Arms  dnrcb  den  «weiten  Punkt  [b  >  a  {R—r)]y  ausgenommen 
den  Qrensfall,  wo  fr  &s  o  +  —  r)  ist.  Ebenso  ist  der  Durchgang  des 
ersten  Arms  durcb  den  sweiten  todten  Panlct  unvertrJ^flieb  mit  demjenigen 
des  aifeiten  Arms  düreb  seinen  ersten  todten  Funkt,  aus^nonmen  den 
GrenaMl ,  wo  fr  »  « — (b — r). 

Dakar  ist  es  anek  nickt  mSgtieb,  dass  beide  Arme  sugleicb  einer  voll- 
stladigen  Dreknng  fkbig  sind,  ausser  iä  dem  gaaa  speeiellen  Fall,  wo 

a  +  CÄ-Osafrssa  — (Ä-r> 
wo  also  A=r  nnd  a  es  fr  ist. 


0 


Digitized  by  Google 


198    Ueber  den  geometrUcBen  Zusammeikliaiig  der  MMcbioen. 


Die  obigen  Bedis^ngen  fiür  die  ToUskiüidige  Drehbarkeit  des  zweiteil 
Arms  sind  oiVenbar  unerfüllbar,  wenn  R  —  r  positiv  ist,  sowie  die  Bedingtin* 
gen  für  die  vollständige  Drehbarkeit  des  ersten  Arme  nicht  erfüllt  werden 
können,  wenn  i?  —  r  negativ  ist. 

Es  ergiebt  sich  alsOjdass  im  Allgemeinen  nur  einer  der 
beiden  Arme,  und  zwar  stets  der  kleinere,  eine  vollstän- 
digo  Dreh  barkeit  haben  kann;  er  hat  dieselbe,  wenn  die 
Länge  der  Stange  sich  höchstens  um  die  Differenz  der  Ra- 
dien von  der  Länge  der  Basis  unterscheidet.  Der  einzige 
Fall,  wo  beide  Arme  zugleich  Tollstündige  Drehungen  aus- 
fuhren können,  ist  der,  dass  die  Radien  gleich  sind,  falls 
gleieliseitig  auoh  Stange  nndBaeia  gleich  gemacht  werden, 
ao  dase  das  Viereek  be.stftndig  ein  ParaUelogrAmm  bleibt. 

§.  17. 

Beieiebiiet  im  AttgeneiMn  P  die  treibenden  Krälte,  wdbhe  aif  eSmm 
frei  beweglSehen  matniellen  Pnnkt  einwirken,  und  «  deren  Neigvngawlakel 

«gegen  die  angenblieklieheBew^nngsrichtnng,  Q  dagegen  die  Widerstände, 
welche  jenen  Kräften  entgegenstreben  nnd  unter  den  Winkeln  ß  gegen  die 
Bewegnagsriehtiuig  geneigt  sind,  se  ist  der  Ansdrnek 

ZPcosa  —  ZQcosß 
die  die  Bewegung  bestimmende  Resultircnde  sämmtlicher  Kräfte.  Je  nach- 
dem der  Werth  dieses  Ausdrucks  constant  oder  variabel  ist,  wird  die  Be» 
sohlennignng  der  Hcwegrmig  selbst  constant  oder  variabel.  Nur  in  dem 
Falle,  dass  die  Veränderungen  der  Kräfte,  unter  sich  steti«:;  euiander  auf- 
heben, kann  mittelst  veränderlicher  Kräfte  constanto  Bewegung  erzielt 
werden.  Ist  M  die  Masse  des  bewegten  Punktes  und  dt  das  DitVerential 
der  Bewegungszeit,  so  ist  die  Geschw indigkoitsänderung  während  dersel- 
ben, welche  mit  Jv  l>e2eiulm.et  werde,  bestimmt  mittelst 

Jvs=  !-.<f< 

m 

und  errfehtlich,  dass  deren  Ght^ase,  da  Jf  constant  bt,  lediglich  von  dem 
Zähler  des  rechts  «tehenden  Gl^chwerths  abhängt,  nnd  positiv.  Null  eder 
negatlT  ist,  je  nachdem  SPeota  grösser,  gleich  eder  kleiner- als  Si^ 
€9$  ßht, 

Aaeh  innerhalb  des  geometrieehen  Znsammenhangs  bleibt  dieses  Gev 
sets,  welches  die  Abhängigkeit  der  Bewegung  Ton  den  Kräften,  Widerstän- 
den nnd-  der  Masse  ausdrOekt,  in  Gfiltigkeit,  da  derselbe  niehts  «ntk|H,  was 
dasselbe  berühren  könnte.    Aber  indem  er  die  Körper  nöthigt ,  innerhalb 

gewisser  Bahnen  Bewegungen  vorzunehmen,  bestimmt  er  die  Neigungs- 
winkel, mit  denen  die  Kräfte  auf  dieselben  wirken  und  entzieht  damit  den 
Kräften  die  eigene  Bestimmung  ihrer  Richtung.  Nirgends  wirkt  der  geo- 
metrische Zusammenhang  direct  auf  die  Intensität  der  Kräfte  ein,  aber  ia- 
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diftet,  kiiem  «ir  afil  der  Aendetui^  der  KFeigiug  Mwh  dld  BttHnünmig 
derfSeitankrlUle  mit  MberaliBmt,  welche  in  d«r  Biehtnng^  der  Bewegung  mm 
Antimek  gelangen.   Daraas  erhellt  dann  aber,  das«  in  dem  Anadraek 

Jvs=  z.  ü,  dt 

M 

innerhalb  der  Maschine  den  Krftften  die  Bestimmting  von  or  nnd  ß  enteogen, 
dem  Zasammenlinnge  zugewiesen  und  dieser  desshalb,  wie  in  §.  1  ange- 
führt, .ils  vierte  iJestimmungsgrösse  der  Maschinenbewegungen  zu  betrach- 
ten ist.  Vor  allen  Dingen  aber  siebt  man,  dass  in  den  Maschinen  die 
Bahnen  der  bewegten  Körper  und  dass  Vei biiltnti>s  der  Geschwindigkeiten 
derselben  zu  einander  mittelst  des  geonictriscluni  Zusanmienliangs  voll- 
ständig unabhängig  von  den  treibenden  KrSften  hingestellt  werden. 

Erörtert  man  die  Kraftverhältnisse  an  dem  Bewegungsviereck,  und 
nennt  au  dem  Ende  die  treibende  Kraft  im  ersten  Hauptpunkt  während 
die  tangential  in  der  seenndlren  Oarve  des,  dnreh  den  Abstand  p  bestimm* 
ten  abhängigen  Punktes  wiikende  Kraft  X genannt  wird,  so  hat  nun  nach 
dem  Princip  der  yurtnellen  Geschwindigkeiten  . 

X  rdu 

wenn  ds  das  Biiisrentisl  der  seenndiren  Curre  ist.  Mach  30)  ist  aber 
rdu^  9  biinfp  

ät      9,     yt^tn^  9  + {9 if)  —  ^bp  9in^  sin  (9     ^)  «os  ^ 
nnd  daher 

r  Pbti»9 

f^Sfn*9-f  p*söi*(9  H-^) — 2bptin9Hn{9'^^eo$<^ 

34)  {oder 

Jfx*  +  P*      +  %pq  Nt  Hr, cor  (/J  —  «) ' 

V       l  Y  f 

Da.  nach  19)  ^'  =    ,  so  ergiebt  aich  auch  ~  =  -j ,  d.  h.  die  Kräfte 

dar  Stangmipnnkte,  welche  in  d«  Bichtong  der  secnndftrea  Onrr.en  wirken, 
rerhaUen  sich  nmgekelMi  wie  die  Abstftnde  dieser  Punkte  Yom  Besti»- 

mnngäpunkt. 

Die  Gesetze,  welche  in  §.  12  angeführt  wurden,  zeigen,  dass  in  sechs 
Punkten  des  Bewegungsvierecks  gleiche  Geschwindigkeiten  vorhanden  sind 
und  dass  drei  dieser  Punkte  auf  der  Stange  und  den  Annen,  die  drei  an- 
deni  aber  auf  deren  Verläns^eniiigon  liegen.  Es  ist  klar  ohne  Weiteres, 
dass  in  diesen  Punkten  auch.gleich  grosse  Kräfte  wirken. 

§.18. 

Da  die  GesehiHndigkeiten  der  Stangenpnnkte  mit  jeder  Lage  der 
Stange  andere  werden,  so  ist  die  Wirknngsgrfisse  der  bewegten  Stange 
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dei  Bewegttngtvierecks  offenbar  veränderlich  tnd  abklbagig  TM  der  Siel* 
Inng  der  Arme.  Wird  der  erste  Arm  als  Aasgang  anr  Bestimmung  dieser 
WirkuDg8grö8se ,  die  gleich  fV  angenommen  worden  möge,  angenommen, 
nnd  ist  wieder  /  der  Abstand  der  Maase  dp  eiuea  Stangenelements  vom  Be- 
stimmungspnnkt ,  sowie  tv  die  Winkelgeschwindigkeit  des  ersten  Arms,  so 
folgt  aonächst 

oder,  wenn  man  ans  §.  14  den  Gleichwerth  für  DO  entnimmt, 
und  weil  man  für  die  Wirkoagegrtose  die  allgemeine  Gleielmiig 

hiAt  ^  ▼erliegenden  Falle 

36)  ^^^^^(^  +  ») 

in  welchem  Anadmck  das  Integral  aber  die  ganae  Masse  der  Stange  in  er- 
strecken ist. 

Ist  T  das  Trägheitsmoment  für  den  Schwerpunkt  der  Stange,  deren 
^rnsse  M  ist,  und  bezeichnet  1^  den  Abstand  des  Schwerpunkts  Tom  Be- 
stimmungspnnkt,  so  ist  bekanntlich 

nnd  desshalb  für  den  vortiegenden  Fall,  bei  dem  <jler  Schwerpunkt  mit  dem 
Stangenmittelpunkt  als  stets  znsammenfallend  angesehen  werden  kann,  mit 
Berücksichtigung  von  31) 

oder 

Für  den  Fdl,  dass  man  die  Stange  als  Linie  anffasst,  wie  bisher  ge- 
eebeben,  tst,  nnter  y  die  Dichte  der  Stangenmasne  (Gewicht  der  LIngen- 
einheit)  nnd  unter  ^s=  81,25  Fuss  die  Beschleunigung  der  Schwere  Teratan- 

den,  rs=  ^ ,  ^  und  ^/ =       und  daher 
\t  g  g 

„  r/6»      IA\  1y 

~  (T  rf  t*'"*  (<P  +  t/')  —  «      <P  Sin  y\>  cos  (<p  +  t/;)]. 

Zu  diesem  iiesultate  wäre  man  auch  bei  Erwägung,  dass 
rtv  f~ — _ 
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und  dmhte  die  'Wlrkangs.grdtie  der  Stange 

iü,  gelngt,  If an  eriiMt  nialidi 

Fttbrt  maa  statt  der  Winkel  p  iittd  ^  die  Winkel «  und  ß  dn,  Inden 
Mn  berflekiiefatigt,  daas 

iat,  ao  erkttt  man  ans  87) 

■  89)   W='^^^.[I^T+M  ^Hrf  (/»-«)  +  IHN,  .  N, .  cos  {ß  -  «)] 
vnd  für  den  Fall,  dass  die  Stange  als  matwielle  Linie  betrachtet  wird: 

40)  jr=r^.^.I[/,«jtV(/3— a)  +  3  2V,  .A-j-mC/J— «)] 

1  ^ 

Aasdrficko,  die,  der  Bedeutung  von  Aj  und  If^  halber,  oomplieirter  als  die 
in  37)  und  dB)  gegebenen  sind. 

§.  1». 

Bereits  in  §.  4  ist  bemerkt,  dass  die  Gesetze  des  Bewegungsvierecks 
unmittelbar  Anwendung  bei  den  gebräuchlichen  GradfUhmngon  mittelst 
beweglicher  Stangen  und  dep  BewegangsUbertragung  von  dem  Balancier 
aaf  den  KmonnsapfeB  mid  nmgekekrt  finden.  Dies  werde  Bmnnehr  aiker 
dargeUiaa* 

Unter  den  Teraekiedenen  Formen  der  Gradfllkmngen  rind  der  Bn- 
laneier  mit  Gkegenlenker  (s.  Taf.  II,  Fig.  14),  das  Wätt*8ehe  Pa- 
rallelogramm (a.  Taf.  n,  Fig.  14)  nnd  der  Balaneier  ohne  Dreh- 
nngaaze  (s.  Taf.  II,  Fig.  IfSj  ▼ormgsweiae  an  nennen.  Wie  leieht  er- 
kellt., machen  die  Punkte  P  und  P'  des  Watt*schen  Parallelogramms  ent- 
sprechende Bewegungen,  und  da  P  nichts  anderes  ist,  als  der  Aufhttnge« 
pnnkt  des  Balaneiers  mit  Gegenlcnker  ABCD,  so  lassen  sieh  die  Bewegun- 
gen des  Anfhftngepnnktes     (Eckpunktes)  im  Parallelogramm  mit  Hülfe 
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B  C 

de«  Gcaadverh&ltniBses        leicht  auf  die  des  Aufhange^ uaktes  P  im  Ge- 

genlenker  snrttelEfllhren.  Es  ist  dessbalb  atisreiebend,  wenn  hier  nnr  yon 
dem  Bftlaneier  mit  Oegenlenker  nnd  dem  Balaneier  oliveDrel»- 

nngsaxe  gesprochen  wird. 

Die  Verhähnisse  der  Stücke  des  ersteren  werden  bekanntUeb  so  ange- 
nommen, dass  der  Aufhängepunkt  P  bei  der  höchsten,  mittleren  und  tiefsten 
Stellting  der  Arme  in  die  Grade  PP' P"  eintritt.  In  allen  anderen  Stellun- 
gen weicht  die  von  dem  Punkt  P  beschriebene  secundare  Curve  von  jener 
Graden  ab,  und  diese  Abweichung  ist  oftenbar  am  ■rrössten,  wenn  die  Tan- 
gente der  Curve  parallel  der  Graden  ist.  Dies  bedingt,  dass  in  dieser 
Stellung  die  Normale  der  Curve  im  Punkte  P  normal  auf  der  Graden  stehe. 
Daher  ist  die  Seitenabweichung  am  grossteu,  wenn  die  Verbindungs- 
linie PO  mit  demBestimmuugspunkt  0  normal  auf  derRich- 
tuugslinie  oder>  was  dasselbe  sagt,  parallel  der  mittleren 
Armstellnng  istL  Analjtiscb  gelangt  man  an  diesem  Resultat,  indev 
man  den  Coordinaten  der  seenndKren  Curve,  als  deren  Anfangspunkt  Ä  nnd 
als  deren  erste  Axe  Ä'B  angenommen. wiur,  die  Biohtang  Alf  der  mittleren 
Armstellnng  als  erste  Axe  giebt.  Bind  a  nnd  /}  Ae  Winkel,  welche  die 
Arme  beaiehlich  mit  dieser  ersten  Axe  bilden,  nnd  Ist  y  der  Neigungswinkel 
der  Basis  AB  gegen  diese  Axe,  so  ist 

ap  eo«  y  +  ''9  <w  «  +     cos  /I 

«  =  1  . 

 gp  sm  y  +  r  g  im  g  +  ^P  <*« 

In  der  mittleren  Stellung,  in  der  die  Arme  parallel  sind,  befindet  sich 
/*  in  der  Itichtuiigslinie ,  und  ist  desshalb,  wenn  <ler  Abstand  dieser  Linie 
vom  Anfangspunkt  A  mit  tn  bezeichnet  wird,  für  diese  Stellung 

x=r=  m  ^ 

und  da  bei  derselben  a  =  0"  und  |3  =  ISO**  ist, 
-  •    •  ii^pcosy'\'  r  q  —  Rp 

ffl  ^9  -  • 

O 

Für  irgend  eine  allere  Stellung  ist  dalMT  die  Abwwchnng  des  Fitk- 
rangspuaktes  «ron'der  Biehtungslinie,  dSe  mit  ^  angedeutet  sein  möge, 


8&id  a/,  /  dl«  Coerdinaten  des  Pankle«  P  fto  AB  A%  erste  Axe,  ti  und  V  die 
Winkel,  weldM  die  Anne  AB  nnd  BC  mit  dieser  Axe  AB  bilden,  so  iaiaaeh  §.  A: 

,      ap     ry  co.v  a      Jip  cos  ß' 

^c=   5 

 ^  

Setst  man  diese  Werthe  in  die  Coordinaten-TraDsformationsgleichangen: 

«  =  ar'  cos  y  —  y  ti»  y 

y s=s «' «iey  4- y' «M y , 
so  findet  nun  die  im  Texte  aacpegebenen  Wbrthe  mit  Bttduieht  darauf  dass 

«sor  +  yi^es'/r  +  y. 
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^  — ,  gr  (CO*«  —  1)  +pR  {cOsß  -f  1) 

b 

Vm  dM  Mftximm  der  Abweichaag  m  finde»,  diffeteaiirt  man  naeh  a 
und  fiadet  die  Bediogungsgleichung : 

dß  qrtinu 
4u^pR*inß  ' 

Räß      q  sin  a 
•  .räa'^  q  tm  ß 

  q  Sinti 

Ift'^  p  *inß 
oder  mit  Bttekeicht  auf  JTi«.  13 :  > 

CO  q  sin  a 
J)Ö      p  sin  ß 

wfis,  wie  zuvor,  bedingt,  dass  PO  parallel  mit  BC  sei*). 

Der  Balancier  ohno  Dreliungsaxo  (s.  Taf.  II,  Fig.  15)  folgt  demselben 
Gesetz.  Auch  hier  ist  die  Abweiciiung  des  Führungspunktes  V  von  der 
Kichtangslinie  PP'P"  am  grössten,  wenn  die  Verbindnogslioie  PO  mit  dem 
Bestimnrangspankt  0  normal  auf  jener  Graden,  oder  parallel  der  mittleren 
Armlage  steht. 

Die  Yerbfaidong  Ton  Balancier,  Sehubstange  and  Knrbel  (s.  Taf.  II, 
Fig.  16)  wird  gewShnlieb  so  angeordnet,  dass  der  Drehpunkt  B  der  Knrbel  in 
der  Normalen  anf  der  mittleren  Balancierstellnng  liegt,  die  in  der  halben 
Höhe  des  Anssehlagebogens  B'D*'  errichtet  wird. '  Piese  Anordnung  be- 
dingt, dass  jeder  Stangenpnnkt  bei  entsprechenden  Lagen  der  Kurbel  nach 
rechts  oder  links  von  jener  Normalen  sich  in  gleichen  Entfemnngen  von 
derselben  befindet,  und  also  die  Bewegungen,  sowie  die  Zug-  find  Stoss- 


•)  Man  wird  »ich  erinnern  dass  mit  A',  die  NornnUe  von  C  »uf  ADi  mit  A'i  die 
Normale  ron  D  «nf  äc  beieichnet  wurde,  woraus 

Si  __co  sivcon  CO 

Yi  ^  DOsinCOD  '  '  JJO 
■ich  ergiebt.  Dm  Zeichen  —  rttbrt  nitr  daher,  dass  dß  and  d «  entg^egren^ietsten  Zei- 

chcns  sind;  es  iBt  wepzulasnen,  wenn  CO  und  J)0  die  absolnteii  Tj-iripen  bedeuten.  Dass 
aber  die  letzte  Gleiohuug  die  Bedingimg  dafür  enthillt,  dass  OP  mit  der  ersten  Axe  Aß' 
parallel  ist,  si^t  man  folgendermassen  ein : 

Zieht  man  dnrcli  0  eine  Parallele  mit  ^/)' und  nennt  X  ihren  Durchschnittspunkt 
mit  CD,  so  ist  Winkel  XOü=a;  XOC  ■=\SO"  —  ß.  Weil  nun  die  Siauase  der  Neben- 
winkel 0X0 waä  OXD  gleieh  sind,  so  hat  man 

COsinß  DOsma 

cx  ^  nx 

folgUoh 

CO  _  cx sm ß 

DQ  ~  DXsin  a 
Dies  mit  der  firagliehen  Gleiebvng  vergliehen  liefert 

cx__  q___CP_ 

DX  p~~J>P 
und  lehrt,  dass  JPmit  X,  folglich  OP  mit  OX  sasasamenfillt. 

ZettMhrift  r.  IhtlMnMtIk  «.  Vh^Hik  IV.  14 
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Wirkungen  der  Schubstange  auf  den  Balancier  uMh  rechte  oder  links  gleich 
gross  worden.  Dabei  findet  dann  die  grösste  Seitenabweichung  eines  Stan- 
genpuuktes  von  dieser  Ricbtungslinie  statt,  wenn  seine  VerWndwigslittie 
PO  mit  dem  Bestiniinimgspnnkt  0  sich  parallel  der  nrittlereii  Balaaeierlage 
stellt.  Auch  erhellt,  dass,  wenn  Fdle  Geschwindigkeit  des  Balanciers  nnd 
p  die  der  Knrbel  ist,  die  Gleichung 

sin  ip 

stattfindet,  und  die  todten  Punkte  eintreten,  wenn  nahexu  9  =  0»  oder  9) 
=  180^  ist. 

§.  20. 

Nach  2)  in  S.  4  ist  die  Verbindung  von  Kolbenstange,  Schubstange  und 
Kurbel  als  ein  Bewegungsviereck  7.n  bctracliten,  von  dem  ein  Arm  unend- 
lieh  gross  und  normal  auf  der  Kolbenstange  gerichtet  ist. 

Fig.  17  stellt  diesen  Fall  dar.  Bis  int  der  zweite  Arm  ÄC=»Jl=scef , 
ebenso  die  Basis  ABz=oo  und  Winkel  ^  =  180".  Ferner  iBt^«=rW»  +  d 
und  daher  sin  a  =  cos  ö  und  cos  a  =  —  sin  8\  <p  =  9tfi  9>',  mithin  9m  9>= 
cos  q>'  und  cosfp=  —  sin (p'.  Daraus  ergiebt  sich  der  Abstand  z  der  Punkte 
A  und  C: 

z^Ad-j-dC   

s=  r  CO»  Ä  +  /ft*  —  r*  sin*  i 

und       Ni  =  dC—]/b*  -  r*  sin^'S   

=  z  sin  6  -f  5m  S  (r  cos  ö  -f  /i*  —     sin*  ö). 
Die  gleichzeitigen  kleinsten  Wege  der  Hauptpunkte  D  uad  C  sind  be> 
ziehlich  rdö  und  Jidß~dz^  und  es  ist 

dz     N,       .  ,  r  COÄ  ö  +       —  ^ 

Der  Weg  A,  den  der  AngrüTspunkt  C  der  Kolbenstange  zurücklegt,  w&brend 

die  Kurbel  den  Winkel  ö  beschreibt,  ist 

t 

0 

41)  i=r{l  —  cns8)  +  h  —  j/h*  —  r«  sin^  ö. 

Setzt  man,  da  b  verhfiltnissmassig  gross  gegen  r,  gewöhnlich  b=br 

ist,  j^Ä»  —  r« =  &  so  ist 


o .  .  6  +  *•  cos*  i  d 
42)  =:2r««»4^— 2— j  3. 

Fflr  d= IV,  d.  h.  fttr  eine  halbe  Kurhelnmdrehnng  eigehen  beide  For- 
meln A  SS  Sr. 
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Die  GeMliwiDdigkett«!  dee  SCangeuangriffiBpunktet  C  und  des  Warzen- 
pooktes  1>  gebeB  die  Gleielraog 

=s.Stno   '   

und  daraiM 

Setst  man  nXherniigsweise  den  Werth  des  Ansdnteks  ytF  —  i*  sin*  8 
gleieh    vobei  man,  indem  rann  das  Glied  r*m*  8  vernaeliUlssigt,  im  Falle 

6  >5r  ist,  einen  Fehler  begeht,  der  kleiner  als  -~->  des  wirklichen  Werths 

»71 

Isti  80  evgiebt  sieh 

44)  r«»«*ii(i+ ^<»sd). 

Zur  Bestimmung  des  Winkels,  um  welchen  die  Kurbel  von  der  Aua- 
gangslage abweicht,  wenn  die  Kolbonstaugongescliwindigkeit  V  den  gröss- 
ten  Werth  erreicht,  differeu^irt  mau  die  Gleichung  und  entwickelt  als- 
dann aus 

COSÖ  +  —  C0S.20  =  0  . 


C098  =s>        ^  . 

4»* 

  • 

Wegen  eo»d<  1  kann  hier  nur  das  Mfannaeieben  gelten.    Setst  man  nthe- 

rungsweise  yb*  -|-Ör*  =  6  +  -jr,80  ergiebt  sich 

o 

;  0098=  ^. 

b 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  der  Formel  44),  so  erhält  man  die  Maxi- 
malgeschwindigkeit Vx  des  Kolbens  ia 

r*     /  1  \*  * 
Da  gewöhnlich    <  (^^  )  t  ^  ^ols^t  dass  in  der  Kogel  das  HCaximnm  der 

Stangengeschwindigkeit 
sein  wicd. 

Die  Gleichung  der  seeondftren  Cnrre,  die  von  einem  Sehnfasteagon- 
pnnkt  P  beschrieben  wird,  geht  ans  den  allgemeinen  Gleichungen  8)  nnd  9) 

der  seenndären  Curven  des  Bowogungsvierecks  hervor,  indem  man  für  « 
nnd  §  die  dem  Torliegenden  Falle  ent^rCMehenden  Werthe  einsetat,  und  bo' 

rficksichtigt,  dass  it«ä»/|s)e=3r  cosd  +  ^A*— r*««n^dist  Alsdann  folgt: 

14* 
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20(>    lieber  den  geometrischen  Kasummenhaag  der  Maechioen. 

J  *  b 

«  =  ~«i»d 

und  indem  man  die  FnnetiOBen  des  Winkels  d  elininirt: 
46)  ^_y^r'g'-6'x'+p?/g'  — 

Beseiebnety  den  Winkel,  den  4ie  Tangente  des  Punktes  (ar,y)  mit 
der  ersten  Aze  bildet,  so  ist 

d_y         g  /        b*  .       P  \ 

worans  folgt,  dass  fttr    =^0  die  Tangente  senkieebt  anf  der  iweiten  Axe, 

d.b.  derKolbenrichtung,  und  für  die  Tangente  gleich  go,  d.h.  normal 

anf  der  ersten  Axe  steht.  Aueh  ergiebt  sieh  ans  46),  dass  die  Kolbenstangen- 
richtung fiymmeteieaxe  der  Cnrve  ist,  d.h.  dass  die  rechts  und  links  densel- 
ben Ordinaten  entsprechenden  Abscissen  in  absoluter  Hinsicht  gleich  sind. 
Die  allgemeine  Gleichnug  17)  gebt  im  vorliegenden  Falle  in 

qHndcosg}  +p  sin  ^ 
^  '  g  COS  öeosip 

nnd  weil  t  =  180^  —  (d  +  9) 

^  '       "         q  cos  0  cos  9 


P 

 bigd  +  pig(p' 


aber.   Bs  ist  aber  auch  tgtp  =s.   :        „  and  desshalb 

fb      p       rcosS  \ 

49)         »r°»H7+7;/t'-  r-.w«'i> 

Auch  hier  ergiebt  sich,  dass  für  d  =  0  und  d  =  180°,  tgy^^y  ^^h.  die 
Tangente  normal  auf  der  Kolbenstangenrichtung  und  fVtT'9s=sVfij  tgy  =  <x>f 
die  Tangente  also  parallel  der  iweiten  Axe  sich  einstellt.  Die  grösste  Sei- 
tenabweichnng  der  Stangenpunkte  von  der  Kojbenstangenriehtnng  findet 
also  statt,  wenn  die  Knrbel  normal  anf  dieser  Richtung  steht 

Die  seoundSre  Geschwindigkeit  des  Punktes  i^ist  nach  20),  unter  B«- 
rtteksiehtigung,  dass 

fr  cos  8  -l-l/6'  —  r'sin  ^5)  cos  S  —  r 
C08^= —  ^  r  ■  ' 

b 
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eA\  7/,    «  14  i  ^  bpcosd -\- 2r  si/i^  dyh^ — r*  sin*  6 

woraus  für  d     ü  uod  ä  =  ibUf  sieb 

ergiebt. 

Für /»s  fr  erhltU  mta  bei  weiterer  ümfornrang  die  Kolbenttangenge- 

Bcbwindigkc'it  uud  für  j/^  — diu  GeschMrindigkeit  des  Schubstangenmittel- 
punlcts.    Dieletstere,  welche  r«,  sei)  ist 


.       ,  cos  6b*COs6-h^  r  sin  M  l/b*  —  r«  «in H 


§.21. 

Der  Mecbanismus  der  oscillirenden  Dampfmaschine,  welcher  io  der 
Verbindaug  eines  bin-  and  herschwingenden  Dampfcjliaderf  mit  einer 
Kurbel  besteht,  ist,  wie  bereits  oben  erwähnt,  als  ein  Bewegungsviereck 
ABCD  (s.  Taf.  II,  Fig.  18)  zu  betrachten,  dessen  zweiter  Arm  CB  unendlich 
lang  und  stets  normal  auf  der  Stange  gerichtet  ist,  welche  durch  den  festen 
Führungspunkt  C  gelit.  Dadurch  wird  der  Winkel  93  constant  und  =^  90°, 
die  Länge  der  Stange  I)C=b  veränderlich,  und  es  ist,  wenn  ö  den  Winkel, 
den  der  Arm  AJJ  mit  der  festen  Linie  AC  =  c  einscbliesst,  bezeichnet,  an- 
mittelbar  ' 


b  =  Y<^  +    —  2  0  r  CO*  d, 

V      sin  tl/ 

wibrend  au  der  Oleiebnng  der  Geacbwindlgkeiten :      =  Ji^'  '^^ 

wägung  dass  sin  97  =  1 ,  sich 

51)  V^9sinif 
ergiebt.  I»i  dz  des  Wegelene&t  eines  SUmgenpanktei  in  der  Ricbtnng  der 
Btange  nnd  rtfd  das  gleiebseitige  Wegelement  des  Haapipnnktes  J),  so  ist 

und  daber  der  Weg  nm  den  sieb  der  Stangenpnnkt  in  der  Stangenricb- 
tnng  bewegt,  wfthrend  die  Kurbel  den  Winkel  d  dnreblttttft: 

z^r/sin^  dö 


oder,  weil 


<^  sin  d 

d 

«Aid<fd 


— 2  er  cot  0 
■ 

62)  =  aercosd  —  (c  — r). 


Digitized  by  Google 


208    Ueber  den  geometriwbeB  Znsaaunenhang  der  Maschinen. 

Für  eine  Halbe  Umdrehvng,  also  folgt  hieraus 

«  =  (r  +  c)  —  (c  —  r)  =  «r. 
Die  Geschwindigkeit  51)  der  Stange  geht,  indem  nan  «tn  ^  elimiBiiiy  in 

c  sin  6 

iibor ,  woraus ,  wenn  man  differeazirt  und  den  Differeutialq^uotientuu  »  0 
setzt,  mittelst 

(c'  +  r*)  cos  ö  —  rc  co8*d  =irc 

durch 

2re 

der  Winkel  bestimmt  wird,  hei  dem  die  Stangengesehvindigkeit  ihr  Maxi- 
nraro  erreicht  Da  nur  deijenige  Qaotioit  jener  Gleichung  mSglieh  ist,  wel- 
cher ein  echter  Brach  ist,  so  ist  fttr  den  Fall,  dass  C  ausserhalb  des  vom 

Warzenpuukt  D  beschriebenen  Kreises  liegt,  cos  d  =^  —  zu  nehmen,  also 

c 

die  Stellnng,  in  der  die  Stange  normal  auf  der  Kurbel  steht.  Dies  Ergeb- 
niss  folgt  auch  aus  Betrachtung  dor  Gleichung  51). 

Die  Glcichnngcn  der  secnndären  Curve,  welche  ron  einem  Stangen- 
punkt P  beschrieben  wird  und  allgemein  in  8)  und  9)  gegeben  sind,  nehmen, 
weil  ß  =  180'',  a  =3  Ä  =  QO,  a  —  r  ro.v  «      /? ,  also 

a  —  r  cos  a  —  J{  ^  0 
Rsin  ß=:b  —  r  cos  i^ , 

die  Formen: 

x^cosu 

 rg  sing     p  {b  —  r  cos  ^) 

b 

an,  welehe  mit  BwfMcsiohtignng ,  dass 

cos  usss  —  sinHf^  sina^  —  cos  ifr 
ist,  in  ' 

y  &=  j»  —  r  cos  ^ 

flbergehen,  und  in  dieser  Form  sich  unmittelbar  aus  der  Figur  verificiren 

c  e  cot  8  —  r 

lassen.   Da  sin  i^  =  y  sin  d  und  cos  i|/  =  j  ,  so  ist  auch 

er  .  , 

0=   -r-MtO 

^  *p  +  r  (c  SOI  9  —  r) 

y  ^  


oder,  weil  b  veränderlich  und  gleich  ^c*  +  r*  — 2  er  cos  d  ist, 


Digitized  by  Google 


Von  Eduard  Kokqgbratu.  209 


c  r  sin  S 


54) 


j/c»  -fr*  —  2  er  cot  i 


J^c*  +  r» —  2  er  CM  ^ 

Vtolegt  man  die  Coordinatenaxe  so,  duB  ^(7  rar  ersten  Axe  wird, 
während  A  Anirngsptinkt  verbleibt,  dreht  also  ra  dem  £nde  das  Axen- 
System  um  den  Winkel  CJB,  welcher  ron  der  Normalen  in  A  auf  der  Stan* 
genriehtnng  DC  mit  der  Linie  AC  geUldet  wird,  so  erliKU  man  mit  Besng 
anf  diese  Axen: 

»  ,  P  ,  -\  AI      p(e  —  reosS) 

xsrcosd  +  ^  (c— rcwd)s=sr«>sd  +  ^     \  ^ 

*  j/c* r*  —  2  «r  md 

_rswid(6— p).         ^  yrnitd 

SS  '       ■   SS  T  9m  0  •   '  " 

*  cot  d 

Die  Oleiebug  17)  der  Tangente  Kefert  mit  Beang  auf  das  erste  ange- 
nemmeae  Axensystem 

b 


55) 


rcoSiD  +  Kc*  —  r*  «n*  Ii; 

=s  ^  ^  ^  ^  ig 

reos^  +  j^c* — r»*öiPy — p. 

Nennt  man  f»  den  Winkel,  den  die  Stange  DC  mit  der  Linie  AC  ein- 
schtiesst,  nnd  jr*  den  Winkel,  den  die  Tangente  des  Panktos  {x,  y)  mit  det 
Linie  AC  bitdetj  so  erhält  man  als  Relation  iwischen  den  Winkeln  /  nnd  /i, 
die  von  der  Tangente  mit  den  ersten  Axen  der  beiden  Axensysteme  gebil- 
det werden : 

worans  nach  einigen  Rednctionen 

^^^'~~sinif       9^  cot        b      ^  f» 

*Ä»^  9y<*^f*tin*'ti>  +  r  cos*  ^)  +  p  y^t^—t^sin^jff 
herrofgeht.  fiieraos  erliKtt  man  dann  die  Tangente  als  Fnnetion  des  Win- 
kels d  mittelst  entsprechender  Reehnnngsoperationen  in 

Kft\  la        _      1  CMd^O-'-f  r*  —  2 er  COS ö)'  —  p  {c  — rcosd)  {ccos  d — r) 

**"      r  C'^*  +  — ^''^  ^^^^  — P''  — ^  ^) 

Dieser  Worth  crgicbt  für  p  =  0  in  ig  —  cotg  8  die  Tangente  des 
vom  Warzenpunkt  bescliricbeuen  Kreises  und  für  ö=0,  ^yj^isoo,  d. h.  die 
Normale  auf  der  Linie  AC^  dagegen  für  0  =  90*', 

per 

Die  secundäre  GeticUwiudigkeit  geht  aus  der  allgemeinen  Gleichung 
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20)  hervor,  indem  man  9=  00^  und  sin  {ap i^;)  =  cos  setzt.  Es  ist 
alsdann 


»,  s=  —  yb^  —  p  cofi  *  ft  *  — p) 
0 


 ^      2 p  cos*  ^{rCOS  ^-{- y c*  —  r'  sin*  1^) — cos*  xlf 

^  2  r  cos  t(/  (r  cos  t/;  +  }/c*  —  r*  »»'  ^)  4.  c*— -  r* 

oder,  indem  man  9.  als  ITunetion  von  6  darstellt, 


t>.=  -#/  o-—p^  ^^j— ^  i 


7/  (r  —  c  cos  d)  (2  l/c*  +  r*  —  2  er  cos  d  —  p) 

68)  l—  ^  \  — 4  i  ^  • 

'  r  «■  4-  r"  —  2  er  <?o*  d 

Fflr  den  Fall ,  dass  p  0  nnd  p  s=  2  y<^  +  H  —  2crewi  ^nommen 
^wird,  ist  v,  =  v.  Die  letstere  Bedingung  giebt  den  Punkt  der  Stange,  der 
ttber.dem  Ffthrungspunkt  hinausliegend  sieb  mit  der  Umdrehnngagesckwin- 
d%keit  bewegt,  und  in  seiner  Lage  TerUnderlieh  ist.  Seine  geringste  Bnt» 
fernung  2  («  —  r)  erreicht  derselbe,  wenn  |sO,  und  seine  grdsste  3(c-f''')« 
wenn  9  =  180"  ist 

§.  22. 

Der  BcwegUDgstnechanismns,  bei  dem  die  Endpunkte  einer  Stange 
CD  (s.  Taf.  II,  Fig.  19)  auf  zwei  sich  schneideuden  graden  Linien  MC  und 
MD  vorsclireiten ,  ist  in  §.  4  als  der  Fall  eines  Hewegung-svierecks  nachge- 
wiesen worden,  dessen  Arme  --//>  und  BC  normal  auf  jenen  liicUtungslinieu 
M />  nnd  J/t' stehen  und  unendlich  lang  sind.  Die  allgemeinen  (Jesetze  des 
liewegnngsvierecks  gewahren  für  diesen  Fall  niiiiere  Kesultate,  wenn  mau 
zunächst  annimmt,  dass  in  dem  Bcw  eguug&viereck  die  von  den  Haiijitpuuk- 
teu  C  und  D  beschriebenen  Kreise  sich  in  einem  Punkte  M  schneiden ,  als- 
dann die  Coordinatenaxen  nach  diesem  Punkte  fransfbrmirt  nnd  ansammeU' 
fallen  llisst  mit  den  Tangenten  in  demselben  fttr  beide  Kreise.  Nimmt  man 
demnSchst  die  Radien  dieser  Kreise  unendlich  gross,  so  erbftlt  man  Af  als 
Anfangspunkt  nnd  die  Fabrungsltnien  MC  und  MD  als  Coordinatenaxen 
sur  Bestimmung  der  secundftren  Curven,  welche  von  den  Stungenpnnkten 
unter  den  vorausgesetiten  Bedingungen  besehrieben  werden.  Ww  betrach- 
ten den  Fall ,  dass  jene  Fftbrungslinien  normal  auf  einander  slehen,  be- 
ziehen  also  die  Curve  auf  ein  normales  Axensystem. 

Ist  xf/  der  Winkel,  welcher  von  der  Stange  mit  der  ersten  Axe  MD 
gel»ildet  wird  und  tp'  der  von  desselben  mit  der  zweiten  Axe  gebihlete  Win- 
kel, so  hat  man,  weil  9  •)»  =s  90^  und  90*  +  ^  sowie  90*>  +  ^'sy 
ist,  mittelst 

V  sin  ij; 

V      sin  tp 

unmittelbar 

69)  V=s  V  eolg  ^. 
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Hieraus  folgt 

60)  r..£i' 

'  V  CM 

d.  h.  die  Geschwindigkeiten  der  Hauptpunkte  verlialten 
sich  zu  einander  wie  die  Katheten  des  g e  1; i  1  d  c  t  e ii  1 )  r o i  e c k  s  , 
welche  nicht  an  ihnen  liegen.  Dieses  (lesctz  wird  verificirt  durch 
den  Satz,  dahs  sich  die  secundiireu  Geschwindigkeiten  der  Stangenpunkte 
wie  die  Abstäude  derselben  vom  Bestiiunmugspunkt  verhalten,  hier  also 

v~~ÖI)~CM' 
Der  allgemeine  Ausdruck  der  secundären  Geschwindigkeit 

»m*  9  +     ii^  {qt  ^  ^)  ,  2  bp  sin  qt  sin  {q)  +  tp)  cos  ^ 

modificirt  sich ,  weil 

s£«  ^  SS  <m     CO«  ^  s     söt  ip'  und  tm     -|-  ^)  =  —  l 

ist|  in 


61) 


Die  Gleichungen  der  secundären  Curve  fttr  M  als  Anfangspunkt  und 
MJ}  und  ilfC  als  Axen  ergeben  sieh  als 

oder,  indem  man  die  Functionen  des  Winkels  ^'  eliminirt, 

welches  die  Gleichung  einer  El]ij)se  ist,  deren  halbe  Axen  p  und  y  sind. 

In  diesem  Falle  ist  also  die  secundäre  Curve  eine  Ellipse,  die  für 

b  b 
pssf=s--  m  einen  Kreis  mit  dam  Badios  —  fibergeht,  was  sieh  auch 

leicht  in  anderer  Weise  darthun  lässt. 

JÜie  Bestimmungscurvc ,  welche  hier  mittelst 

«  3=  6  cos  t^'  und  y~b  siu  r^' 
gegeben  ist,  hat,  indem  man  ans  diesen*GleichaBgen  die  FuBCtionen  des 
Winkels  ^'  eliminirt,  die  Gleichnng 

ist  also  ein  Kreis,  dessen  Radius  b  und  dessen  Mittelj>uiikt  M  ist.  Für  die 
Bestimmung  der  secundfiron  Curven  durch  Kreis  -  Coordinatcn  ist  also  die 
Axe  ein  Kreis,  wahrend  die  Radien  der  ontj»precheudeu  Burühruugskreise 
durch  den  Ausdruck  30^ 
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j  sin*  <p  -tp*  sin*  (y  -j*      ~  -  ^  P      y  sin  (y  +  ^)  cot  ip 

—  sin  (9>  +  ^) 

bestimmt  werden.    Diesor  gelit  in 

i  =  yb* sin' ^'  +    —  2bp  si«*  i/;  ■  *  . 

fiber,  während  der  zugehörige  Bogen  D'O  der  Axe  gleich 

üj'c  sin  ip' 

ist,  wodurch  dann  mittelst  Kreis  -  Coordiiiaton  die  als  Ellipse  auftretendo 
secundäre  Cufvc  ebenfalls  und  in  überaus  einfacher  Weise  bestimmt  wer- 
den kann. 

Saarbrücken,  im  Mürz  ISbS. 


üebei  Difftision  von  Salzlöstuigeii  im  Wasser. 

Von  Dr.  Beez, 

Lehrer  an  der  K.  Kealscliule  iu  Plauen. 


§.  l. 

EulaitaBf. 

Wen«  anf  die  wXsarige  Ltfsnng  irgend  eines  Salzes,  8.B.  Kupfervitriols^ 
reines  Wasser  mit  der  Vorsicht  geschichtet  wird ,  dass  beide  Flüssigkeiten 
dnrch  eine  scharf  begrenzte  Ebene  geschieden  sind,  so  wird  allmählig  von  nn> 
ieaher,  dem  Gesetze  der  Schwere  entgegen,  Salz  in  das  Wasser  eindringen, 

die  anffingliclie  Grenze  verschwinden  und  nach  Verlauf  einer  längeren  Zeit 
selbst  die  oberste  Scliiclit  der  Flüssigkeit  salzhaltig  sein.  Den  Grund  die- 
ser freiwilligen  Verbreitung  eines  löslichen  Körpers  in  seinem  Lösungsmittel, 
der  sogen.  Diffusion,  sucht  man  bekanntlicli  in  der  cliemischcn  Affinität 
des  Wassers  zum  löslichen  Körper.  Das  Endresultat  des  Voi;:anges,  wel- 
ches genau  genommen  erst  nach  einem  unendlich  laugen  Zeitraum  eintre- 
ten kann,  ist  die  gleichmässige  Ausbreitung  des  Salzes  im  Wasser,  so  dass 
zuletzt  alle  Schichten  gleiche  Coneentration  besitzen  oder,  wie  man  sagen 
könnte,  im  chemischen  Gleichgewichte  sich  befinden.  Eingehende 
Versuche  über  Diffusion  bat  suerst  der  Engländer  Graham  angestellt, 
hanptsScblich  an  dem  Zwecke ,  die  stftrkere  oder  soinrttokm  Vet breitong 
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rerschiedener  Salze  im  Wasser  nachzuweisen ;  seine  Yersoehe  sind  jedoch 
in  quantitativer  Beziehung  nicht  genau  genug,  wenn  man  aus  ihnen  das 
Gesetz  ableiten  will ,  naoh  welchem  die  Ooncentration  irgend  eintr  Schicht 
als  eine  Function : 

1)  ihres  Abstandcs  von  der  ursprünglichen  Beriihrungsschieht) 

2)  der  seit  Anfang  des  Versuchs  verHossenen  Zeit, 

3)  der  Ooncentration  der  angewendeten  Salzlösung, 

4)  der  Form  des  Gefösses,  in  welchem  die  JUischung  vor  sich  geht, 

5)  eines  gewissen  Co«lleienteD,  welcher       Ckschwindigkeit  der  Dif- 
foiioii  proporüonal  und 

6)  der  Tcmpentm-  der  FHMgkeit 
damutollen  irt. 

Der  einsige  nyilker,  der  bb  jetet  das  fragliehe  Ftobleiii  dem  iMtlie- 
matehen  Calcflle  sagliigUeh  ra  ttaehea  geraekt  hat,  igt  Dr.  Fiek  (».  Pog- 
gesdorfe  Annalen,  Bd.  XOIY,  p.  60 ' —  87).  Er  wird  von  der  Idee  geleitet, 
das«  die  Yeikreitiiiig^eiBes  gelösten  KVrpers  im  Lösungsmittel ,  wofeni  sie  ^ 
ungestört  unter  dem  aussehlieeslichen  Einfluss  der  Moleeularkräfte  stattfin- 
det, nach  demselben  Gesetze  vor  sieh  geht,  welches  Fourier  für  die  Ver- 
breitung der  Wärme  in  einem  Leiter  aufgestellt  hat.  Man  darf  nur,  fahrt 
derselbe  fort,  in  dem  Fowrier'schen  Gesetze  das  Wort  Wämioqnantität  mit 
dem  Wort  Quantität  des  gelösten  Körpers  und  das  Wort  Temperatur  mit 
Lösungsdichtigkeit  vertauschen  ;  der  Leitungsfähigkeit  entspricht  dann  eine 
von  der  Verwandtschaft  der  beiden  Körper  abhängige  Constante.  Genau 
nach  dem  Muster  der  Fourier'schen  Entwickelnng  ffir  den  Warmestrom  lei- 
tet nun  Fick  für  den  Diffusionstrom  die  Differentialgleichung  her: 

in  welcher  p  die  Coneentration  einer  Schiebt»  die  Ton  der  anflx^liehen  Be- 
rfihrungscbene  den  Abstand  x  hat,  nach  Verlauf  der  Zeit  t  bedentet,  0  aber 
den  Qaersehnitt  des  OefXsses,  in  welchem  der  DÜltadonsstiem  ror  sieh  geht, 
als  Fnnctiol^  dessdboi  Abrtandes  «  darstellt.  Hat  das  QeUm  eine  f  lisma- 
tische  oder  eyliadriaAe  Gestalt,  so  ist  jß  eoostaat  mid  obige  DiifeientiiU* 
gleiehnsig  wird  einlschelr: 

Wenn  es  nnn  auchfink  nicht  gelungen  ist,  diese  Differentialgleichmig 
■itHälfcTon  Beobachtungen  in  eine  Gleichung  zwischen  endlichen  Grössen 
rnnsnaetzen ,  so  bleibt  ihm  doch  das  Verdienst,  den  speciellen  Fall  näher 
erörtert  zu  haben,  in  welchem  ein  stationärer  Zustand  oder  sogenanntes  dy- 
namisches Gleichgewicht  (nach  Analogie  der  Wiirmeverbreitung)  im  Dif- 
fusionsstrom eintritt.  Dasselbe  wird  dadurch  charakterisirt,  dass  jede 
*  Schicht  im  Zeitelementc  von  der  vorhergehenden  so  viel  Salz  empfangt,  als 
sie  an  die  folgende  abgiebt,  so  dass  die  Ooncentration  aller  Schichten  von 
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der  Zeit  unabliliüngi^  wird.  IJehor  die  zu  liicsciu  Zweikc  «nc^PstpHteti  Ver- 
suche verweisen  wir  auf  die  oben  angeluhrte  Aidiandiuog.  Die  auai^tiiicüe 
Bedingung  aber  lur  daa  djDami«cbe  Gleicbgewiclit  ist 

also  wird  ffir  ein  cylindriaelies  GefStst  anck: 

welcher  Oleidrang  das  lategral 

entsprieht;  d.  h.  die  Coneentrationen  müssen  veu  nntea  naeli  oben  abneh- 
men, wie  die  Ordinaten  einer  geraden  Linie  oder  mit  anderen  Worten,  sie 

bilde«  eine  arithmetische  Progression.    Die  Beobachtungen,  die  Fiek  snr 

expei  iinaiitellen  Begründung  dieses  Gesetzes  gemacht  hat,  liefern  Werthe, 
die  mit  den  berechneten  siemlich  übereinstimmen ,  ja  bei  der  Unvollkom- 
BSenheit  seiner  Beobacbtungsmethode  niclit  besser  übereinstimmen  k<mntMt* 
Wenn  wir  nun  aueh  die  Gesetze  der  Diftnsion  denen  der  Wärraever- 
breitung  für  analog  halten,  ko  glauben  wir  doeh,  dans  es  zweckmässiger  ist, 
erst  das  Diftusiousproblem  in  voller  AUgeiueiniieit  zu  lösen  und  die  gefun- 
denen Kesultate  auf  die  Verbreitung  der  \\'."inne  iilierzntva- fii,  als  den  um- 
gekehrten Weg  ein/.Ubchlagen.  Denn  wiiluend  der  Dittusifin  gelit  kein  Atom 
des  Salzes  verloren  und  man  kann  die  Coucentralion  der  verschiedenen 
Schichten  mit  hinreichender  Genauigkeit  bcbtimmeu,  wühreud  bei  der  Ver^ 
breitung  der  Wirme  ttota  eb  grosser  Yerliltfc  an  die  Umgeboog  an  befürch- 
ten ist  und  eine  genaue  Beobaebtung  denelben  in  den  einaelnen  Qaer- 
schnitten  des  WMrmeleiters  aiuserordoDtlich  schwierig  ist. 


§•  2. 

Abldtuig  der  Piffwraatiftlgleiekniig  Ar  den  Düftuioaistrom. 

.  Denken  wir  ans  ^n  Oefltss  Ton  beliebter  Form,  den  uifteren  Thell 
bis  svr  Horisontalebene  yy'  mit  Balslösnng ,  den  oberen  mit  reinem  destit- 
lirten  Wasser  geftült  nnd  nehmen  eine  anf  sry'  im  Punkte  1^  senkrechte 
Linie  Os  als  die  Axe  der  «  an,  so  kSnnen  wir  die  FlSche  Q  irgend  eines 
der  Horisontalebene  parallelen  Querschnittes  MN  als  eine  Function  ihres 
Abstandes  x  von  derselben  ansehen*  Nach  Verlauf  der  Zeit  in  welcher 
der  Diffusionsstrom  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  gelangt  ist,  sei  in  der 
Schicht  M  NM'N\  welche  die  Dicke  dx  habe,  die  Concentration  durchgän- 
gig =  H.  Sehen  Avir  zunächst  von  der  Einwirkung  der  Temperatur  ab,  in- 
dem wir  dieselbe  für  die  Dauer  eines  Versuchs  möglichst  constant  erhalten, 
so  ist  u  eine  Function  von  .r,  (),  /  und  einigen  unveränderlichen  Grössen, 
deren  Bedeutung  sich  im  Laufe  der  Untersuchung  ergeben  wird.  Aendert 
sich  nun  i  um  das  Zeiteleoient  dl^  während  x  cunstaut  bleibt,  so  ändert  tiicb 
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jTjTj-u-tnnj^r*i-*--~rir-rr'f*i-*-i-*-i-*r^r~t-'- -"^ -"^^       -  -  ■  -  -.— ^- — — -  ^  -  .  -  -  - 


auch  die  Concentration  am  ^^'^  in  Kanmeiiibeit,  folglich  in  der 
Schicht  MNM'N'  =  Qdx  um 

Dieser  Zuwachs  a&  Sals  iXsst  sich  aber  auch  berechnen  an«  dem  Sals- 
gehalt  der  drei  abereinanderstehettden  Schichten  MiNiMlf^  MNM'lf\ 
M'N'M"N'\  welche  wir  kurz  mit  den  Ziffern  0,  i,  2  beaeiehnen  nnd  ist 

gleich  der  3rcn<;o  des  Salaes,  die  aus  0  in  1  tritt,  vermindert  um  die  Quan« 
tiUit  desjenigen ,  welches  ans  1  in  2  während  derselben  übergeht.  Wenn 
wir  nun  annehmen,  dass  der  Salzstrom  in  gleichen  Zeiten  gleich  diclce 

Schichten  durchfliesst,  so  wird  die  Menge  des  Salzes,  welches  aus  einer 
Schicht  heraustritt,  um  so  grösser  sein,  je  dünner  die  Schicht  ist,  also  dx 
nmgekelirt  proportional.  Zwei  aufeinanderfolgende  Schichten  aber  von 
ungleicher  Concentration  haben  das  Bestreben ,  sich  chemisch  ins  Gleich- 
gewicht zu  setzen,  d.  h.  so  lange  auf  einander  einzuwirken,  bis  in  beiden 
gleiche  Concentration  eingetreten  ist.  Diese  Zeit  mag  nun  bei  unendlich 
dünnen  Schichten  unendlich  klein  sein,  indess  wird  sie  bei  verschiedenen 
Salzen  nach  dem  Grade  ihrer  Affinität  zum  Wasser  bald  einen  grösseren 

bald  einen  kleineren  Werth  haben  nnd  wir  können  sie  »  ^  setsen,  wenn 

M 

«r  einen  Faktor  bedentet,  der  proportional  der  Diffiisionsgesehwindigkeit 
eines  Salzes  ist,  weshalb  wir  ihn  den  Diffiisionscoefficienten  des  Salzes 
nennen  wollen.  Wenn  aua  0  die  Basis  Qt  und  di«  Ooncentration  «r, ,  l  die 
Basia  Q  nnd  die  Concentration  »,  2  die  Basis  Q'  xaA  die  Ooneentration  m', 
alle  drei  aber  glefcke  Dicke  d»  besitsea,  so  wird,  damit  chemisches  Gleich' 
gewicht  eintritt,  ans  0  in  1  eine  Sahmenge: 

=  o  — X  at 

%OfC 

ans  I  in  2  eine  solche 

übertreten  müssen.  Der  Ueberschuss  der  ersteren  über  die  zweite  ist  der 
Zuwachs,  welchen  die  Schicht  1  an  Salz  in  der  Zeit  dt  erhält,  also  ist: 
('du\  O.Ut — Qu  Qu  —  Q'ti\ 


Sei  nva 


du 

'  ox 
90 

Q.^Q^^.dx 


so  wird 
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dx  dar 

dx  dar 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  ein,  yemachlässigt  die 
Glieder,  welche  die  dritten  nnd  htihercn  Dimensionen  der  unendlich  klei- 
nen Grossen  enthalten,  dividirt  endlich  milL  Qdx  dly  so  erhält  mau  die 
Diffeieutialgloichung ; 

'  a/  ~"    2  h X* Q  dx dx'^  ~Q  dx^) ' 

welehc  sich  von  der  Fourier'schen  durch  das  dritte  Glied  rechts  unter» 
scheidet. 

§.  3. 

fiersteUuug  des  aligemeinen  IntegpraU  ftir  den  DiffosioxiBStrooi  in  einem 

cylindrischen  Qef&sse. 

Nehmen  wir  nun  der  Einl'aclihcit  halber,  sowohl  der  Rechnung  als  der 
Beobachtung  an,  das  Gefäss  sei  ein  c^liudrisches,  so  wird: 

nnd  es  bleibt  die  bekannte ,  schon  Welfaeh  behandalte  Gleiebnng  swiscben 
partiellen  Diflbrentlalien : 

^  dt  iä«* 

«brig.  Wir  könnten  versuchen,  wie  es  aneb  Fiek  getiian  bat,  dwse  auf  theo- 
retisehem  Wege  gefundene  Gleichung  experimentell  zu  prüfen ,  indem  wir 
für  ein  sehr  kleines  Zeitintervall  Jl  in  sehr  kleinen  Abständen  Jx  die 
Dichtigkeit  der  aufeinanderfolgenden  Sebiebten  beetiwten}  dann  mttsete 
der  Quotient 

Jt  '  Ja' 

eine  constante  Grösse  ergeben.  Indessen  fülut  dieses  Verfahren  selbst  bei 
den  sorgfältigsten  Versuchen  nicht  zu  dem  gewünschten  Resultat,  weil  der 
Einflnss  der  Beobaebtnngsfebler  mit  der  zweiten  Differeni  sieb  so  steigert, 
dass  er  das  in  der  Gleiebnng  ansgesprocbene  Geseta  Tollstilndig  verdeckt. 
Wir  Tersnchen  daher  das  Litegral  der  Gleichung  3)  anfsustellen.  Offenbar 
kann  man  bei  der  Aufsnchnng  desselben  aweiWege  ^nseblagen,  je  nachdem 
man  mit  Hfllfe  des  tfaclanrin*scben  Satzes  u  in  eine  nach  steigenden  Po- 
tenaen  von  t  oder  naeh  steigenden  Potenien  von  sc  geordnete  Reihe  ent- 
wickelt. Im  ersteren  Falle  bleibt  eine  willktthrlicbe  Function  9  (x)  zu  be- 
stimmen, in  welche  u  fttr  t^O  übergeht;  im  anderen  sind  zwei  ebenfalls 
willkührliche  Functionen  von  l  einzuführen ,  auf  welche  das  allgemeine  In- 
tegral und  dessen  erste  Abgeleitete  nach  x  sich  reduciren,  wenn  x^O  ge-' 
setzt  wird.  Den  ersten  Weg  haben  wir  nach  yergeblichen  Versuchen «  die 
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♦ 

Natur  ikr  wUlkaliVliclieii  Fttaotiott  ^(ff)  fttr  <ss«  su  beatioiiMii,  Terlaasen 
und  es  eigab  sich  ckreb  «Ifle  einlMke  Betraoktttiig,  dsss  sk  ftbecliMipt 

Dicht  zu  finden  ist,  veil  für  1  =  0  eine  Unterbrechung  der  Stetigk^t 
in  der  Fnnction  tf  stattfinden  mnss,  indem  dann  zwei  Schichten  an  ein- 
ander Stessen ,  Ton  denen  die  eine  ToUe  Coacentration ,  die  andere  die 
Concentration  Null  besitzt.  Wollte  man  aber  den  Taylor'schon  Satz  zu 
Hülfe  nehmen  und  das  Integral  nach  stoiji^onden  Potenzen  von  t  —  tg  ent- 
wickeln, wo  io  Pino  bestimmte  Zeit  nach  Aufang  des  Versuchs  bedeutet,  so 
würde  auch  dann  die  experimentelle  Bestimmung  von  qo(x)  unüberwind- 
liche Schwierigkeiten  bereiten.  Ebensowenig  lässt  sich  von  den  beiden 
Functionen : 

»* 

—  QO  —  X 

oder 

—  00 

wekbe  .beide  aUgemeine  Int«igr«l^  4er  Differeatialgleiduing 

dt  "  da^ 

sind,  Oebranch  machen,  da,  wie  wir  im  Folgenden  sehen  werden,  die 

FiHu  ti(m  u  die  Eigenschaft  hat,  für  ar=sO  einen  coustantcn,  von  Minabhlin- 
gigen  Werth  anxunehmen.  £s  blieb  uns  somit  kein  anderer  Weg  übrig,  als 
die  Funktion  u  mit  Hülfe  des  Maclaurin'schen  Satzes  in  eine  nach  steigen* 
den  Potenzen  von  x  geordnete  Keihe  zu  entwickeln ,  was  um  so  mehr  ge- 
rechtfertigt erscheint,  als  für  jedes  f>0  und  einen  heliebigen  Werth  von  x 
zwischen  der  obersten  und  untersten  Grenze  des  Diftusionsstromes  keinerlei 
Stetigkeitsunterbrechung  eintreten  kann.  Wir  setzcu  demgemAss: 

.4).      «=.«,+  xQ^)+      (f^)  +  ^  (1^^)^  

Fttr  x=0  werde  u=Mo=9(/),  dann  erhalten  wir  mit  Hücksicbt  auf 
Gleichung  3) :  .  ' 

(du\  £/?!»\ 

\dt/  ™   2  vaW 

©.=-^GI^J=(^)V('). 

Es  lassen  sich  aber,  wie  man  leicht  erkennt,  ans  der  Annahme  u^sss^(i)  die 
wgwra4w  Abg«leit«t«n  Toa  u  naeb  x  niebt  baarimwa«,  aonieni  man  hat 
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Boeh  eine  «weite  willkakrlielie  Fanction  i^  (0  einioltthren ;  zwischen  ihr 
nnd  der  ersten  Abgeleiteten  vou  u  nach  «  für  x=0  m5ge  die  Gleiohang 

bestellen ,  dann  wird  mit  Hülfe  von  3) 

\dx»Jo     uVdtdx)      ,  V 

aKdx^dt)  \a)  ^ 

(|^:)=(-o-a)v-Mo. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  4)  erhattm  wir  das  all> 
gemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung : 

§•4. 

Beftimmiuif  te  willkflhrlidMii  fvnklidaeD  9  (0  und  ^  (<)  dndi 

Baftbauhtnig. 

Ans  nnsern  Beobachtangen  sowohl,  als  aus  denen  des  Dr.  Fick  geht 
hervor,  dass  der  Salzgehalt  der  Mittelschicht,  fDr  welche  «=0  wird ,  con> 
Stent  oder  von  der  Zeit  t  nnabhftngig  bleibt  und  gleich  der  Httlfle  des  ar> 
.spr  (inglichen  Gehaltes  ist.  Nennen  wir  daher  U  die  Concentration  der  an- 
gewendeten Losung,  so  ist: 

9(0  =  1 

woraus  folgt,  dass  q>'{t),  (p"(t)  etc.,  d.  h.  alle  Abgeleiteten  ron  ^(f)  Nnll 
sind.  Hierdurch  wird  die  Reihe  5)  einfaeher 

«)  — f  — +  7  rl-3*' w  -  (!)■  r^.  + 

Durch  directe  Beobachtung  sind  wir  nicht  dazu  gelangt  i^;  (^)  zu  be- 
stimmen. Zwar  würde  in  uiiuiittelltaror  Nalu;  der  i\Iitttdschicht  ohne  bedeu- 
tenden Fehler,  wenn  man  nur  x  recht  klein  nimmt,  nach  Verlauf  der  Zeit  t 

nach  Verlanf  der  Zeit  l' 

X 

gesetst  werden  können,  folglieh 

sein.  Beobachtet  man  nnn  nach  verschiedMien  Zeiten  die  Coneentrationen 
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ia  einem  dOT  Mittebefaieht  Mlur  mtlM  H^^den  Qaetsehaltt,  so  konnte  niit 
hoffm,  «Be  Foaetimi  ^(^  dareh  Indnetion  sn  inden.  Aber  die  nnrermeid- 

lichen  Beobachtaogsfehler  haben  aaf  die  Differens        —  u,  die  natürlich 

nnr  IcMn  mib  kann,  einan  m  gfoernn  ElnflnMi  dasi  sieb  kein  liekerer 
SeklaM  auf  die  Halar  dar  nnbakannten  INmation  sieben  Uaat.   Wir  eneb- 

tan  daher  auf  einem  «Umwege  anm  Ziele  zu  gelangen  tind  bettimmten  die 
Menge  des  Salzes,  welches,  in  der  Zeit  /  dnrch  die  Mittelschicht  in  dai 
Wasser  difinndirla;  freilich  war  dieses  nicht  möglich,  so  lange  Salzlösimg 
nnd  reinos  Wasser  in  demselben  GofSsse  sich  befanden,  weil  sich  die  über 
der  Grenzschicht  stehende  FlUssijtrkeit  nicht  genau  abheben  und  wüf^eu 
Iftaet.  Die  Vermobe  wardea  also  mit  einer  andern  Art  von  DifPusionsatrom 

gemacht,  dessen  Gleiobung  von  0)  nur  dnrcb  die  Constante  —  U  sieb  an- 

terscheidet.  Füllt  man  nämlich  ein  cylindrisches  Gefass  genau  bis  an  den 
Rand  mit  Salzlösung  und  setzt  es  in  ein  verhältDissmMssig  grosses  Becken 
ToU  reinen  WaMora,  ac  wird  das  lAala  aas  dem  kleinen  Cylinder  in  da« 
Wasaar  difhadfann,  T«m8ga  seiner  Sebwera  aber  alsbald  niedersinken,  se 
daas  dia  sbartte  Sebidutisuner  van  rmaem  Wasser  «msptlt  wbrd.  Aa  der 
TraanangsiebMit  Ar  «bO  ktanoa  wir  dsbar  die  Ooneenftfatieii  eonafeant 
nO  aaaebnea;  im  Cebrigen  gilt  die  voriga  Entwiaklang,  wesbalb  wir  ffe 
iKesa  swaite  Ail  des  DiÜBsiansstfamos  dieCHeiclNn^r 

f  rrr«*'»  -  (^)"rTTi*"  w + •  •  •  •  • 

aufstellen  können,  welche  für  jedes  «<  0  gültig  ist.  Die  ganie  Menge  S  des 
diffandirten  Salles  aber  ist  gleicb  der  Quantität  Sali ,  welche  die  oberste 
Scludht  passirt,  .also,  wenn  Q  den  Queisclinitl  des  GefSisses ,  U  die  anfttng- 
licbe  Concentration  bedeutet:  ' 

0  0  ^ 

und  wurde  experimentell  auf  folgende  Weise  bestimmt.  Wir  verschafften 
uns  einen  oben  offenen  Glascylindcr  von  etwa  l"  Höhe  und  1^"  Weite;  der 
obere  Rand  desselben  wurde  sorgfältig  mitSmir^el  und  Oel  auf  einer  Glas* 
tafel  abgetablUfon,  se  dass,  wenn  das  Gliseben  mit  Wasser  angefüllt  und 
mit  einer  Glasplatta  bedeckt  wurde,  selbst  innerbslb  einiger  Minuten  nicbts 
aus  dem  Inneren  vetdunstete.  Dieser  Cjlinder  wog  mit  seinem  Deckel 
28,fNI0  gr.  Er  wurde  mit  Kupfervitriollösung  gelftllt  und  mit  der  Glasplatte 
Torsiebtig  bedeckt,  wobei  namentHeb  darauf  au  achten  war,  dass  ancb  nicht 
die  kleinste  Luftblase  unter  dem  Deckel  sieb  neigte.  Die  ablaufende  Flüs- 
sigkeit wurde  sorg£ttl%,  jedoeb  ahne  dem  Cylinder  die  Wärme  der  Hand 
mitanihetlan,  daveb  Fliesspapier  waggenenmen,  bis  auch  nicht  die  geringste 
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Bpnr  von  Feaohtigkeit  aoflsen  wafargenomnOB  wwdmi  koanle.  Hteraof 
Würde  der  Cylinder  mit  sidnem  Inbslt,  Toa  dem  nar  aasserovdentBeh  wenig 

dareh  Verdanstung  verloren  ging,  gewogen,  sodann  in  ein  gerAamtges  Ge- 
fllss  mit  destiUirtem  Wasser  gesetzt,  so  daas  sein  oberer  Band  genau  in  der 

Horizontalebene  lag  und  endlicb  der  Deckel  langsam  in  vortikaler  Rich- 
tung abgerissen,  nicht  abgezogany  jedoch  in  unmittelbarer  Nähe  über  dem 
Gläschen  noch  eine  Zeit  lang  wagrecht  gehalten ,  wedaieb  M»  atü  deai 
Deckel  abgerissene  Flüssigkeit  vermöge  ihrer  Schwere  wieder  in  den  Cy- 
linder  zurücksank.  Immerhin  wird  ein  kleiner  Verlust  von  Salz  statthaben 
und  man  daher  die  Menge  des  dirtnndiitpn  Salzes  stets  etwas  zu  gross 
finden;  indess  betrug  nach  unseren  Versuchen  dieser  unvermeidliche  Fehler 
noch  nicht  1  Ceutigramm.  Nachdem  der  Diffusionsstrom  mehrere  Stunden 
angehalten  hatte,  wurde  der  Glasdeckel  vorsichtig  auf  den  Cylinder  ge- 
senkt und  derselbe  herausgehoben,  abgetrocknet  und  wieder  gewogen.  Der 
Beobachtungsfehler ,  den  man  beim  Heraasnehmea  des  Cylinders  begebt, 
ist  kaaia  au  bemedcen ,  da  die  obersten  flchiebtea  in  damaeibea  naeb  Vsa- 
lanf  einer  lAngerett  Ze£t  sidi*  aiebt  viel  Ten  der  Diebtigkeit  de»  omgebea- 
den  Flflssigkeit  untofsebeiden,  ein  Salarerlvst  aiser  niebk  an  beftteeliteii 
etebt,  Wenn  mia  das -Oliiaehen  .nach  der  ursprttngliehen  -flaialSsaiig  d«a 
Gewiabt  .ji.  nad  aaeb  der  Dütasion  das  Gewicbt/i'  hatte  t'sa  war  daiv.Ga« 
wiebtsrerlaat  j/  und  diesem  kann  man  ebne  erbebliebea FeUer  die 
Menge  des  übergetretenen  Salaes  proportional  setaen.  Denn  es  sei  m  das 
speeifische  Gewiebt  des  Salaes,  x  das  Gew'iobt  des  diffnndirten  Salles,  so 

« 

wird  an  die  Stelle  desselben  ein  gleich  grosses  Volumen  Wassery  welches  — 

at 

i^iegt,  getreten  sein,  der  Gewichtsverlast  sich  also  ergeben 

(i-i) 

und 

«=ö.-p>:(l-i> 

Hierbei  haben  wir  Ton  der  geringen  VolumSndemng  ganz  abgesehen, 
w^he  stets  bei  der  Hiscbnng  anreier  ohemiseh  yeryraadten  Plttssigk^ten 
eintritt;  wollten  wir  auf  dieselbe  JBlacksiebt  nehmen,  so  blieb  kein  anderer 
Weg  (tbrig,  als  durch  quantitative  Analyse  die  Menge  des  fibergetretenen 
Salzes  zu  bestimmen,  wobei  wir  uns  aber  nur  der  Gefahr  anasetsteii,  dureb 
neue  Beobachtungsfehler  das  Gewicht  der  gefundenen  £esnltate  au  Ter- 
miodern.   In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Wertbe  Ten: 

t 

zusammengestellt;  die  erste  Colomne  enthält  die  specifisehen  Gewichte  der 
angewendeten  Lösungen  von  KapHurvitnel ;  die  aweite  die  dem  Gawiahts- 
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«1 


yeitmte.froyilioari»  Uta««  d«i  dül«»iirteii  ShlMiB;  die  viMtt  die  Mit 
B«Siaai  dM  VermelM  «wfloMie  Seit  in  Bfn«ieii,.die         die  Te»peMtar 

der  Flfi88%keit»n ,  welche  zugleich  «nch  die  der  üngebeadeB  L«ft  w«r; 

die  tlrittr'  und  N'M'fistf  fmdon  üirf  Erkl'iriuiL'  v/oitor  iiT)t(  ii. 


"  

\U  -f  'f.  .  • 

proportio- 

Menge  des  in 
dqr  ersten 

Minute  überp 
getreteneii  , 

DWBeS« 

Specifisches 
Gewicht 
der 

Menge  de« 

Dieselbe  auf 
gtetohe  an- 

CSbnocntra- 
Ak*  Wteciel^ 

<      ■    •  ■* 

.    -  -"  -- 

I 

VerBOBsea» 
Zalt  In 

II  f 

Teaperatur 

IIWHI 

'  Cebliif. 

H    '     1  1 

1,130 

0,369 

0,309 

373' 

180 

0,019t 

1,129 

0,418 

0,421 

475' 

120 

0,0193 

1,127 

0,688 

0,684 

1409' 

HO 

0,0182 

1,122 

0,423 

0,451 

605' 

70,5 

0,0183 

•  1,112 

0,422 

0,490 

752' 

120 

0,0179 

1,11Q 

0,433 

0,472 

756' 

70,6 

0,0172 

1,123 

0,446 

0,471 

565' 

120,5 

0,0198 

1,123 

0,524 

0,554 

853' 

120,5 

0,0190 

1,122 

0,939 

1,001 

2170' 

140 

0,0214 

Sehen  wif  «mächat,  nach  dem  bereits  oben  Bemerkten,  von  dem  Ein* 
flnss  der  Temperatur  anf  die  DiiTusion  ab ,  so  müssen  obige  Werthe  in  der 
2.  Colnnine,  wenn  sie  miteinander  verglichen  werden  sollen,  auf  gleiche 
anfängliche  Concoutrution  reducirt  werden.  Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke 
an,  dass  die  diffundirten  Salzmengen  dorn  anf;ingliclien  Procentgebalt  U 
proportional  sind  und  legen  die  Coucentration  der  ersten  Lösung,  welche 
das  speciiiscke  Gewiclit  1,130  hat,  allen  übri^'cu  /.n  Grunde.  Die  Zahlen 
der  zweiten  Columne  von  der  zweiten  au  müssen  daher  alle  in  dem  Ver- 
hältnisse erhöht  werden ,  als  der  Procentgehalt  der  ersten  Lösung  grösser 
ist,  als  der  ihnen  eiitipreelieBde«  Ana  dem  speciflfitben  pe#ic1it  findet  man 
«te.  den  Fxoeeolg^ajt  aneh  dien^  Ecfabraugssatze,  diecitir  .iinjt^e  Beobedi« 
tongen  binreiehend  eef  an  ist  „  dass  die  Procentgehidte  sweier  Löstingen 
sich  rerhalten,  Wie  die  Üebersclifisse  ihrer  speeifisehen  Qewiehte  ttber  1. 
Bedeuten  abo  p,  p'  die  Procent^halte  aireier  verschiedener  LSsongen  eines 
nnd  d^sselbfitn.jSalMs,.«,/  die.  entsj^rachendep  «pi^cifiachen  Gewichte«  410  ist 

p  : p*sss9  —  1  :  s  —  1. 
Die  rein  theoretische  f^ormel  dagegen ,  die  auf  die  chemische  VerdichtnDg 
keine  Rücksicht  nimmt,  wttrde,  wie  man  leicht  findet,  sein  müssen: 

,     «—1 9—1  . 
s  s 

Jene  stimmt  indess  mit  den  Beabachtangen  viel  besser  überein ,  als  diese 

lö* 
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tfnA  bmIi  ihr  sinfl  die  Zahlen  der  »weiten  Colnmne  nmgeveehnet  Vargltfieht 

man  HUB  die  neuen  Werlfae,  die  in  der  dritten  Cnlumne  stehen,  mit  den 
verflossenen  Zeiten,  so  erkennt  man  anf  der  Stelle,  dasa  die  Mengen  dea 
diffiindirten  Salzes  sich  nicht  einfach  wie  die  Zeiten ,  sondern  siendieh  ge- 
Ben  wie  die  Qnadratwaraeln  ans  denselben  verhalten,  so  daaa  alao: 

S 

m  setaen  ist;  der  Onotient  --=:  gibt  nahem  dieselhe  GvSaae,  nSmlieh  die 

Quantität  des  in  der  ersten  Minute  ttbei^etretenen  Salses.  In  der  letzten 
Columne  der  obigen  Tafel  sind  die  ans  den  Beobachtungen  sich  ergeben- 
den Werthe  zusammengestellt,  die  so  r^nt  untereinantlor  übereinstimmen, 
dass  man  wohl  keinen  Zweifel  an  der  Kichtigkeit  der  Hypothese  hegen 
kann.  Nun  war  aber: 

f 


felglieh  iat: 


v,1.3.5...(2>t-~l><' 


ü 

t 

irorana  dvreh  Differentiation  nach  t  «ich  unmittelbar  ergiebt : 

Bildet  man  weiter  die  Abgeleiteten  dieser  Fnnetion,  indem  man  bedenkt, 
daaa: 

dt' 

nnd  «etat  sie  in  6)  ein ,  so  erhält  man  für  den  ersten  Diffusfonsstrom  die 
01eiehmigs 

Tk    ^i.  IT      /JL     *       g*      _L  1   «»  1.3     1    «♦    1.».5  ,  \ 

Die  tut  den  aweiten  DiAisfonaatrom  sieh  ergebende  Reihe  nnteraeheidet 
sieh  von  7)  nnr  dadurch,  daaa  in  ihr  die  Constante  ^  ü  w^flKUt. 

§.  5. 

ttMdUknmg  im  BtilM  7)  «af  die  ZfiaplMhe  TnuumntalB. 

Dia  unter  7)  aufgestellte  Reihe  ilaat  Bieh  ohne  Mtthe  anf  ein  bettimm- 
te«  Integral  anrttckfilhren.  Ea  ist  bekanntiieh : 
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woraus  durch  »  malige  BiffBrMitiatioii  nach  f  Mch  ere^ebt: 

d"  1)' 


Setien  wir  nun  in  Gleiohnng  6) 


■0» 

OD 


— OD 

CO 


80  geht  rie  in  folgencle  Aber: 

—  «"-TüJ'  'TrY-^  i.t.»  '  1.«..»  — • 

 OD 

Die  in  Klammern  eingeschlossene  Reihe  ist  aber 
folglieh  wird ,  wenn  wir  diese«  statt  der  tteihe  selbst  setsen: 

8)  «ir-./l/-.,'*..,/!. 


Um  das  yorliegend«  Integral  auf  eine  einfachere  Form  au  brbgen,  be- 
autsen  wir  die  Gleichung: 


a 


setien  darin : 


wodurch  wir: 


erhalten»  multipliciren  beide  Seiten  der  Gleichong  9)  mit  dx  und  integriren 
eadlidi  awischcR  den  Grenzen  0  und  x,  indem  wir  Hnks  die  Ordnung  der 
Bit^gration  umkehven.   Auf  diese  Weise  finden  wir: 
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0».     ■  *  t 

Setsen  wir  diesen  Ausdruck  in  8)  ein,  so  kommt 

nnd  Air  den  sweiten  Diffiisionsstrora 

11)  «=  7=  fe'^*äd. 

5  0 

Zur  Bestimmung  der  Constsnte  e  in  10)  berflcksicbtigen  wir,  daas  Atr 
a;=oo  ,  wahrend  /  endltsh  bleibi)  di^  CoaesAtration  ti=0  wird,  also: 


0 

Hieraus  'fihdet  man  diie  Oonstante 

U 


folgUch 


1—1  (7  (l  A 


O 

oder  wenn  wir      -  mit  y  vertansehen: 
Y%üt 

12)  u=\v{i-:^Je->'äy), 

^  0 

Auf  ganz  ahnliclio  Weise  bestiiumeu  wir  die  Constante  c  der  Oleich* 
uug  Ii),  welche  das  Gesetz  des  zweiten Diffasionsstromes  enthält,  indem  wir 
annehmeu,  dass  f&r  ar=s  —  oo,  «ssIT der  yoUen  Concentration  wird;  liier- 
dnrck  erkalten  wir: 


und 


an 
m 


2  V  i*^ 

13)  «=5s-4^ 


Es  lässt  sich  aber  ausser  den  angßfiihrtoit  beiden  DiffusionsstrÖmen 
noeb  ein  dritter  hersteUen  auf  die^  Weise»  dass  man  den  ^sgebalt  der 
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Mittelschicht  constant  erhält.  In  diesem  Falle  ist  für  a^  =  0,  u~U  und 
ebenso  für  a:3=s  —  oo,  u~U^  folglich  können  wir  alö  Gleichung  dos  dritten 
Diö'usionsstromes ,  dessen  Geseta  experimentoli  jedoch  schwer  zu  prüfen 
ist,  folgende  aofstellen : 


B— Biehnea  wir  eMUioIi;die  TvaneooideBtei  < 


mit 


80  sind  die  Gesetze  der  drei  verschiedenen  Diffusioiiflströme  in  folgenden 
drei  einfachen  GloiüUuugea  auegesprochen: 

worin  ir^~=^  die  Eramp*sche  Transe^ndente  für  daa  Argoment  ^ 


/2al 
bedeoteL 

§.  6. 

Frttfang  der  Oleidmiig  12)*  duroh  Yenuohe. 

Von  der  grösHen  Wichtigkeit  für  die  experimentelle  Bestätigung  der 
abgleiteten  Gesetze  war  nun  die  Auffindung  einer  Methode,  den  Procent- 
gehalt der  verschiedenen  Schichten  der  Flüssigkeit  nach  Verlauf  einer 
bestimmten  Zeit  /  möglichst  genau  zu  ermitteln.  Am  geeignetsten  er- 
schien uns  hierzu  der  erste  Diffusionsstrom ,  dessen  Gesetz  in  12)*  enthal« 
ten  ist.  Das  cylindrisclie'Gcfäss,  in  welchem  derselbe  vor  sich  gehen  sollte, 
hatte  etwa  1  Fuss  Höhe  und  ^  Fuss  Durchmesser  und  war  unter  dem  einen 
Arm  einer  Mohr'schen  Wage  mit  verschiebbaren  Wagobalken  so  aufgestellt, 
dass  ein  von  jenem  frei  herabhängender  Körper  iu  der  Gleicligewichtelage 
mitten  ii])or  dem  Gefäss  sich  befand.  Zuerst  war  es  nöthig,  die  Grundbe- 
dingung des  Versuches  zu  erfüllen,  dass  reines  Wasser  über  die  Salzlösung 
gebracht  wird,  ohne  sich  mit  derselben  mechanisch  zu  vermischen.  Dies 
erreiditen  wir  lehnell  und  eieli,^  anf  folgende  Weise.  Der  Cjrlinder  wurde 
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bis  -/.xx  eiucr  gewissen  Hübe  etwa  zur  Hälfte  mit  destiUirtem  Wasser  ge- 
füllt und  sodana  die  Salzlösung  (Kapfemtriol)  ans  einem  hSber  •te]i«iid«B 
GefkM  dttroh  eine  B5bi«  «af  d«a  Boden  des  Cylinders  geleilefc.  Zur  Kegu- 
lirung  des  An^iessens,  da«  nicht  unter  zu  grossem  kydrottatisekMi  Drucke 
geschehen  darf,  war  an  der  B6hre  ein  Hahn  angebracht,  dnrch  welchen 
dieselbe  ToUstindig  oder  theilweise  geschlossen  werden  konnte.  Die  lang- 
sam einfliessende  Salsldsung  breitete  sieh  TermSge  ihrer  grScseren  Schwere 
ruhig  am  Boden  des  Cylinders  aus  und  hob  das  darttber  stehende  Wasser, 
ohne  die  geringste  mechanische  Mengang  bu  TCnirsachen,  in  die  Hdhe.  So- 
bald sie  eine  bestimmte  Marke  des  Cylinders  erreicht  hatte,  wurde  der  Hahn 
geschlossen  und  die  Röhre  vorsichtig  heransgesogen:  Das  Gefäss  blieb  nun 
mehrere  Tage  ToUkommen  in  Ruhe,  bis  sich  an  der  Färbung  der  oberen 
Flüssigkeit  zeigte,  dass  der  Diffusiousatrom  zu  einer  ziemlichen  Höhe  ge- 
stiegt:u  war.  Hierauf  wurde  von  oben  nach  unten  das  Kpecitische  Gewicht 
der  Flüssigkeit  in  verschiedenen,  gleichweit  von  einander  abstehenden 
Querschnitten  und  zur  Contmle  noch  eiumal  in  umgekehrter  Kichtung  von 
unten  nach  oben  in  denselbeu  Intervallen  beobachtet.  Wir  bedienten  uns 
zur  licstimmuug  des  specifischen  Gewichts  eines  Triangels  von  Glas,  wel- 
cher aas  drei  gleichen ,  etwa  2"  laugeu  und  2^'"  dicken  Stücken  eines  nias- 
eiyen  cylindrischen  QlasstabeiB  ausammengesetst  und  an  dem  einen  Arm 
der  Wage  mit  ClooonCiden  dergestalt  aufgehängt  war,  dasa  er  genau  in  ho- 
risontaler  Lage  sich  befand.  Zuerst  wurde  er  an  der  Luft  gewogen ,  so* 
dann  in  die  Terschiedenen  Schichten  der  Flüssigkeit  eingesenkt  und  sein 
Gewicht  in  denselben  bestimmt,  woraus  sich  unmittelbar  sein  GewichtsTor- 
lust  ergiebt.  Ist  derselbe  in  reinem  destillirtem.  Wasser  «,  in  irgend  einer 

salzhaltigen  Schicht  von  derselben  Temperatur  v' .  so  ist  —  für  unsere 

Zwecke  hinreichend  genau  das  specifische  Gewicht  der  darin  befindlichen 
Lösung,  folglich  der  Procentgebalt  oder  die  Concentration  p  proportional 


d.  h.  dem  Ueltcrschuss  des  Gewiclitsverlustes  in  der  SalalÖMWg  äber  den 
im  reinen  Waaser.  Mit  Hülfe  der  Formel  12)* 


wurde  sunüchst  der  Werth  der  Funktion 


berechnet  und  sodann  aus : 


X 
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das  Argument   . —  ennittdt,  wobei  wir  uns  der  ETamp*8e]ien  Tafeln,  die 

y2ai 

aussiu-  in  Kramp's  Werk  über  astronomische  lief'ractiou  auch  iii  Cournot's 
Wahrscheinliclikeitsrechnung  und  in  A.  Meyer  ÜUorie  des  iniegrales  definiet 

SC 

»ieh  finden,  bedienten.  Ans  dem  Argument  -7=  wnrde  ferner  fBr  jede 

eiuelne  Beobeehtnng  die  Grösse  ^,  die  der  Zeit  proportional  ist,  naob 

welcher  zwischen  zwei  unendlich  dünnen  FlUssigkeitsschichten  von  ver- 
schiedener Concentration  chemisches  Gleichgewicht  eintritt,  berechnet. 

80  ergiebt  sich  s.  B.  in  der  ersten  Versoohsreihe,  bei  der  <s=91^,  ^&=0»14ft 
ftlr*=s  — 11,«  =  0,281 

»  -11 


ymä 


— 2L==3i,»i9, 

a 

Ans  jeder  Versnehsreihe  wnrde  endlicb  ein  mittlerer  Werth  für  —  und 

u 

mit  Zugrundelegung  desselbeu  der  Procentgehalt  Kämmtlicher  Schichten 
theoretisch  bestimmt.  Bei  allen  drei  Versuchsreihen  .sind  die  Differenzen 
der  beobachteten  und  berechneten  Werthe  nicht  grosser,  als  die  wahr- 
scheinlichen Beobachtungsfebler  und  es  harmoniren  Beobachtung  und  Theo- 
rie so  gut,  dass  an  der  Richtigkeit  der  anfgeinndenen  Gesetse  nicht  der 
geringste  Zweifel  stattflndm  kann. 

In  den  folgenden  dreiTabellen  entbiUt  die  erste  Colmnne  dieAbstftnde 
m  von  der  Mittelschieht  yon  unten  naeh  oben  geordnet,  jedes  InterraU  be- 
trägt 2,85"";  die  zweite  das  Gewicht  des  GlaskQrpm  in  den  einseinen 
Bchichten;  die  dritte  den  Uebersehnss  des  Gewiebtsyerlnstes  in  der  Lösung 
fiber  den  im  Wasser,  welcher  der  Concentration  proportional  ist;  die  vierte 

die  Werthe  von  K  (—^^\  berechnet  aus  +  (a  — 1  lO  *  4  ^'i  fünfte  die 
Argumente         ,  die  sechste  die  umgekehrten  Diftusionsgeschwindigkeiten 


— ;  die  siebente  endlich  die  mit  Zugrundelegung  eines  Mittelwerthes  von  — 
*  .  ,  a 

berechnete  Concentration  der  aufeinanderfolgenden  Schichten. 
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Erste  Heihe. 

Zeit  des  Versuchs  5.  Juni  4  Uhr  HO  'Sliu.  Nachmittags  bi»  9.  Juni  II — 12 
Mittags,  Dauer  der  Diffusion  Ol  Stunden.  Temperatur  20 — 23°  C.  Gewicht 
des  Glaskörpers  ia  der  Luft  8,024  gr.,  im  Waiwer  5,443.  Specifiscbes  Ge- 
wicht der  Lösung  1,109.  • 


• 

Gewicht 

deaCMms- 

körpMs« 

• 

Beobach- 
teter Pro- 
.oeiniifeDMt 

t 

.r 

Vtut 

1 
a 

Berechne- 
ter Pro- 

cenigetiait 
für 

-  =  2,6«. 

—  11 

R  1A4 

A  04<V09 
« 

1  Q  1  QA 

1  A 

0,  IDD 

1  OA 

0  IAA 

A  977 

A  '>7I 

UjoOtjy  1 

A  979 

Q 

—  II 

U|l0U 

n  OKA 

U,o«UOtf 

A  0>\A 

4,000 

A  9ft'^ 

—  1 

U,f  (ZU 

A 

v,*vv 

O 

ft  107 

A  WUMA 

2  AO 

0  246 

S  9Aft 

A  MAUA 

A  A9IA 

0222 

/ 

A  991 

A  K9AtA 
V,04919 

U,0U11 

S  80 

0.218 

• 

—  o 

R  949 

A  QaA9f 

A  9RAA 

iC,tJ  f 

0  202 

—  Z 

u,  100 

A  Ort'>A7 

0  184 

0,«/O 

U,io7tfO 

9  7dil 

0 

5,298 

0,145 

0,145 

+  l 

5,319 

0,124 

0,14483 

0^120 

3,006 

0,125 

+  » 

5,336 

0,107 

0,26207 

0^2385 

2,5h 

0,106 

-1-  s 

6,354 

0,€80 

0,38621 

0,3568 

1^4 

0,068 

4 

5,367 

0,076 

0,47586 

.  0,4564 

2,307 

0,072 

+  5 

5,381 

0,062 

0,57242 

0,5609 

2,20 

0,058 

+  t5 

5,391 

0,052 

0,04138 

0,6988 

2,128 

0,014 

+  7 

5,403 

0,040 

0,72414 

0,7703 

2,205 

0,031 

+  8 

5,41 

0,083 

0,77242 

0,8531 

2,058 

0,025 
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Zweite  Beikel 

Zeit  dei  Vetravehe  24.  J^si  S— 4  Uhlr  Ndehmlttii^  Im  J«li  $  Wu  90 
mnr.  bis  4  Ubr  40  Hill.  Nackadttege.  Dauer  der  Dlfflarion  m  StoMleik 
Gewicht  des  iGMukdrpess  in  4er  Lull  in  Wasser  tt,m  Bfedisolies 
Gewicht  der  LOsung  1.070.  « 


\jreVTlCIll 

des  Glas- 
körpers. 

• 

A  #V  Vi  n  A 

toter  Pro- 
centgehalt 

\yttttj 

X 

r2jM 

u 

ter  Pro- 
centgchalt 
für 

i 

—  =2,64. 

—  11 

la^tti 

0,41^7 

Q,7;4427 

0,8091 

2,30 

0,465 

—  10 

0,447 

0^70610 

0,742 

2,38 

0,454 

0 

12;t02 

0,410 

O.Mil» 

WO 

—  8 

12|U» 

0,4tS 

0|6145 

0,8180 

2,64 

0^428 

—  7 

12,831 

0,407 

0;5684S 

0,5881 

2,55 

0,409 

—  6 

12,348 

0,300 

0,48855 

0,4642 

2,58 

0,391 

—  5 

12,367 

0,371 

0,41603 

0,3871 

2,58 

0,372 

—  4 

12,388 

0,350 

0,33588 

0,307 

2,54 

0,352 

r-  8 

12,410 

0,328 

0,25191 

0,227 

2,47 

0,330 

12«482 

0,80« 

0^10704 

0|1400 

8,40 

<^808 

12,454 

0,284 

0,06807 

0,0745 

.8,80 

om 

0 

12^0 

0,282 

0^262 

+  1 

12»» 

0,288. 

0,00160 

0^13 

2,655 

0,239 

+  2 

12,526 

0,212 

0,10084 

0,1706 

3,15 

0,216 

3 

12,648 

0,100 

0,27480 

0,2485 

2,964 

0,194 

+  4 

12,568 

0,170 

0,3*5114 

0,3219 

2,797 

0,173 

•+  & 

12,587 

0,151 

0,42807 

0,39öO 

2,696 

0|152 

-1-  0 

UiOOS 

o^m 

,0^48478 

0^46 

2,530 

0,188 

+  7 

12,|U0 

O,U0 

0,54580 

0b5S81 

2,418 

0,115 

•V  8 

12,08» 

0,105 

0,50922 

0^5041 

8,882 

0,098 

+  0 

12^7 

Ofi&l 

0,05207 

0,0044 

2,354 

0,084 

4*10 

12,059 

0,079 

0^69647 

0,7307 

2,306 

0,071 
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Dritte  Keibe. 

Zeit  des  Versuchs  5.  Juli  4  Uhr  15—40  Min.  Nachmittags  bis  &  Juli 
3  Uhr  15  Min.  bis  4  Uhr  30  Miu.  Nachmittags.  Dauer  der  Diffusion  72  8t. 
Gewieht  des  Glaskdrper»  in  der  Luft  18^,  im  Wasser  12,747. 


Vs  9  w  ft  tut  V 

desGlaa- 
kSfpsrs. 

teter  Pro- 
eeatgehalt 

• 

X 

ff 

•■WS  WSMW~ 

ter  Pro- 
centgehah 
für 

1  =  2^. 

0  477 

Ü  Q7107 

1,5446 

2  839 

_  III 

12  STA 

0.473 

0.05454 

vaw*vr* 

1,4144 

2.880 

0  471 

0.407 

0.02075 

1.28 

2.912 

0  404 

• 

—  o 

0  4KS 

080256 

1 1881 

2  014 

0  454 

m 

—  T 

12  AUA 

08S0S8 

0.9710 

2700 

0  441 

a 

—  O 
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—  0 
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—  4 
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0  37ft 
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Q 

—  9 
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A  SM 
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0,4213 

2  864 

—  « 

I2.sa2 

V,oiw 

0.30165 

0.2740 

2.702 

o.ai& 

—  1 

0270 

0,15100 

0,1854 

2.04 

V 

12.505 

0  242 

0249 

1  1 

12.543 

0  204 

0.15702 

A  V  War 

0,140 

2.822 

0.205 

12,577 

0  170 

0.29752 

0,270 

2,624 

0,169 

+  3 

12,608 

0,139 

0,42502 

0,3971 

2,523 

0,136 

+  4 

12,638 

0,101) 

0,54959 

0,5336 

2,562 

0,106 

+  ö 

12,663 

0,084 

0,65289 

0,6648 

2,546 

0,081 

+  e 

12,684 

0,003 

0,73967 

0,7957 

2,532 

0,060 

•f  7 

12,702 

0,04A 

0,8140». 

0,9852 

2,570 

0,048 

+  8 

12,710 

0,031 

0,87100 

1,0758 

2,604 

0,080 

-1-  9 

12,720 

0,021 

0,91822 

1,211 

2,807 

0,020 

12,732 

0,015 

0,93802 

1,82 

2,500 

0,013 

1 

12,737 

0,010 

0,95868 

1,4426 
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0,006 
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FftMen  wir  mm  SehlofS  die  geftindenen  Reaoltiite  noeh  einmal  knn 
intammen,  «o  iMsen  sich  über  DifTusionsstrome  folgende  Q  Bauptsätxe  anf- 
Btellen,  von  denen  jedoch  1  und  2  nur  für  den  ersten  Strom  gültig  sind: 

1)  Die  Concentration  in  der  Mittelschicht  einer  DitTusionsreihe  ist  un- 
abhängig von  der  yerfloasenen  Zeit  und  gleich  der  HAlfte  dee  anfUngliehen 
Salsgehalies: 

i 

2)  Die  Summe  der  Concentrationen  zweier  Schichten,  welche  von  der 
mittleren  gleichweit  abstehen,  ist  gleich  der  anfänglichen  Concentration: 

Ii,-}-  M_X  =  17. 

3)  Die  Menge  dea  aus  der  Salzlösung  übergetretenen  Salzes  ist  dem 
Qnenchiiltldef  Cyündersyia  welchem  der  Strein  ▼ersieh  geht,  der  anßing- 
Keben  ConeentratitMi  mtd  der  Qaadratwond  ans  der  verflonenen  Zeit  di- 
rect  proportional:  ^  '  '  • 

Ss=cQU}/t, 

4)  Der  üebereehnss  dee  Sakgehahes  der  nnrprfinglieben  Grenssehieht 
Qber  die  nfiebstlbigende  ist  umgekehrt  proportional  der  Qnadratworael  ans 
der  TerfloMenen  Zeit: 

t  yt 

5)  Die  Coneentrationen  bilden  von  oben  naeh  nnten  eine  abnehmende 
Reihe,  deren  allgemeines  Glied  eine  transeendente  Fnnetion  des  Abstandes 
▼on  der  Mittelschicht  nnd  der  verflossenen  Zeit  ist,  welche  sieb  äuf  die 
Kramp'sche  Transeendente  snrfieklHbren  Iftsst.  8.  61. 12,  IS,  34. 

6)  Die  Geschwindigkeit  des  Uoberströmens  ist  proportional  dem  Diffn- 
sionscoefGcienten  a,  welcher  nicht  von  der  anfänglichen  Concentratinn  ab- 
hllngt,  aber  wahrscheinlich  mit  der  Temperatur  zunimmt.  Dieser  Diffn- 
sionscoefficient  ist  für  verschiedene  Salze  verschieden  nnd  lässt  sich  zu- 
gleich als  ein  Maass  für  die  chemische  Verwandtschaft  des  Salses  snm 
Wasser  betrachten. 
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Z.  Wn»  ludiertiaiHto  Ae^^bt^  Da  die  Zahl  10  PrinHmnKiel  t 
ist,  so  bildet  der  Bvuek  ^  ia  «111011  Deeim«U>Toeh  rermuidek  mm  6«teUige 
Periode,  und  ebenso  wird  die  Period%irgend  eines  anderen  Siebeal^  eine 
6steUige  sein,  und  ans  denselben  Ziffern,  nor  in  immer  anderer  Beihenfolge, 
bestehen*  Betrachtet  man  diese  verschiedenen  Perioden  als  gnnzo  Zahlen, 
ai>  littb  man  demnach  G  sechsstellige  Zahlen,  welche  difiselbea  Ziffern  be- 
sitscen,  nnd  in  dem  Verhältnisse  1:2:3:4:5:0  stehen. 

Es  liegt  sehr  nahe,  die  Frage  aufzustellen,  oK  nicht  diese  Bedingungen 
genügen,  ura  ahgeschen  von  der  Vorwandhtng  gewöhnlicher  Brüche  in  De- 
cimalhrtichc,  die  Zahl  zu  finden,  welche  wir  als  die  Periode  von  |  kennen 
gelernt  haben.  In  der  That  lasst  sich  auch  ein  ziendich  elegantes  Verfah- 
ren dazu  angeben,  wenn  nwin  nur  die  Bedingung  noch  hinzufügen  darf,  dass 
die  gesuchte  Zahl  keine  Null  enthalten  soll.  Darnach  spricht  also  die  Auf- 
gabe sich  80  aus :  eine  sechsziffrige  Zahl  A  zu  linden ,  welche  keine  Null 
enthält  und  die  Eigenschaft  besitst,  bei  Hnliiplication  mit  1,  2,  3,  4,  5,  6  im- 
mer  wieder  seehsziffrige  ans  denselben  Ziffern  in  Terschiedener  Beihenfolge 
bestehende  Zahlen  an  liefern. 

Es  sei  A=ssabedef,  wo  die  Bndistaben  die  Ziffern  bedeuten  mögen 
nnd  die  Rangordnung  den  Werth  der  einzelnen  als  Zehner,  Hunderter 
n.  s.  w., bestimmen  soU.  Nun  ist  klar,  dass  as=l  sein  ninss,.  weil  sonst  6A 
eine  7 stellige  Zahl  würde.  Femer  kann  f  weder  0  noeh  5  noch  2,  4,  6,  8 
sein,  weil  ja  A  keine  Null  enthalten  soll  und  sonst  die  Produkte  2A^  Aji^  QA 
oder  5  J  mit  Null  endigten,  welche  also  schon  in^  vorhanden  sein  mfissten. 
In  Beaug  auf  /  bleibt  also  nur  die  Wahl 

/•=1,3,  7,  9. 

Wäre  /"=!  so  würden  die  Prodncte  .1,  ^iA  .  .  .öA  sich  auf  1,  2,  3,  4, 
5,0  endigen,  und  da  diese  (I  Ziffern  alle  verschieden  sind,  ferner  alle  in  A 
vorkommen  sollen,  so  miissten  die  Zahlen  a,  b,  c,  d,  e  in  einer  oder  der  an- 
deren Reihenfol;^'o  den  2, 1,  5,  0  entsprechen  (l  ist  schon  durch  f  in  Be- 
schlag genommen).  Darnach  wäre  a  von  1  verschieden,  was  einen  Wider- 
spruch bildet. 
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Ebenioweiiig  kum  f=s9  tein.  Die  betreffnideii  EbdsifibRi  wKren  nim- 
linh  tMnxm  8*  6, 9, S  unter  welehen  keina  1  yorkoami}  «od  gaiis  d««- 
selbe  iit  bei  /aO  der  Fall,  wo  die  Bud^fffBra  0»  8, 7» 6, 4  keiteeii  warden. 
Keim  idio  der  A«%abe  ftberbenpi  geefigt  werden,  so  ipiiss  es  ddreb  /»? 
der  Fall  sein.  In  der  That  endigen  sich  alsdann  die  Prodnete: 

VA,   %J,  9At   AAy  -5^,  . 

anf  • 

7,       4,       1,       8,       5,      2;,  . 
unter  welchen  eine  1  sich  findet,  welche  aae  sein  kann.  Die  gesuchte  Zahl 
heisst  somit: 

A~\h  c  il  e  7, ' 
WO  ^,  C,  d,  e  sich  in  2,  I,  5,  ö  zu  thcileii  haben.  * 

Nun  ist  e=:A  unnuij^Hch,  weil  sonst  2A  mit  9  4  endigen  würde,  wäh- 
rend die  9  überhaupt  nicht  darin  vorkonunen  kann;  e  =  8  würde  in  dem 
l^roducte  die  unmögliche  ZiÖor  ü  ergeben;  e  —'l  endlich  gäbe  bei  \A 
die  ZUEiqr-O.  Wir  erhalten  demnach  für  e  nur  noch  die  Möglichkeit  5  und 
somit  ist 

Asslb^dbl, 
wo       d  sich  in  '2,- 4, 8  theilen.  . 

Dasselbe  Princip  lehrt  uns  d=4  als' nnmSglieh  wegen  2A^  und  <fs=s2 
unmi^lich  ^egen  AA^  Also 

^  =  lfre857, 
wo  6,  c  sieh  in  2, 4  tbeiles.  '  ' 

Da  e  wegen  2A  unmöglich  ==4  sein  kann,  so  muss  also 

^  —  1  42857 

sein,  wenn  überhaupt  der  gestellten  Aufgabe  Grentige  geleistet  werden  kann. 

Oantob.  • 


XL.  TTeb«  di0  Detecniiiaiite  2±  (oo  (ot  +. b^y  , ..(«,  + 
von  pr.  6.  Zbhfuss  w  Darmstadt.  Die  obige  Determinante  is^  fl^r  j»qps-r-.i 
von  Cauchy  {Exercices  et  anal.  2),  und  ftlr  p  =^  —  2  von  Borchardt 
(Crelle's  Journal,  Bd.  53)  betrachtet  worden.  Nach  Cauchy  ist  nitmlich, 
wenn  P  das  Prodtut  aller  Di£Ferens!en  gegebener  Grössen  beaeichnet,.  und 
ildaa  bekannte  Productenzeichen  vorstellt: 

(?_t  =         «I ...,«»).  P  CA» .  ^«)  :  n  {fii  +  . 

und  Xhnlicher  Weise  hat  BorehaYdt  geseigt,  dass 

WO  dieiletatate49nBme  fast  wie  eine  Determinante  gebildet  wird,  nur  mit 
dem  Unterschiede,  dass  die  GHeder  anstatt  mit  abwechselnden  Zeichen 
sttmmtlich  positiv  aniusetsen  sind. — loh  bemerke  hieran,  dsiss  solche  auch 
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▼OB  Joaeh iiB8 tfa  *l  (Crelle,  Bd.  63)  betraehtete  SnniMeB  «i . . . ,  die 

ans  Determinanteii  £±  «o  •  >  •  d^^nrcli  ««irtebra,  dass  man  alle  Glie- 
der mit  pofttivea  Zeichen  ansetst,  eine  einfache  Darstellang  durch  be- 
stimmte Integrale  geitattep.  80  ist  b*  B.,  wenn  das  Prodnet  der  Tier  Fae-- 
toren 

(«0  I"  +  />o     4-  r„  IV  +  rf„  IS)  (a,  1«  +  6,  1^^  -f  r,  IV  +  rf,  l9) 

X  K  l«  +  ^  1^  +  c-,  lY      d,  Ii)  («,  1«  4-  +      l''  +  rfa  1^) 

worin  l'' für  cosixu-^isintna  gesetst  ist,  dnrch  A'  beseichnet  wird: 

l 

JSflo  *i  «t     =  ^  ^l-«-iJ-y-d  da  d/J  dy  dd. 

Joachimsthal  beweist  in  seinem  Aufsätze:  De  aeq.  qunrli  ei  sexti 
grqdus  elc.  png.  171,  {ihid.),  dass  wenn  man  von  einom  Punkte  aus  ß  Xorma- 
len  auf  eine  I'liiche  zweiten  Grades  fiillt,  und  die  Fussj)uukte  von  dreien 
derselben  durch  {x^  y,  c,),  (x^  1/^  z^) ,  (j,  r,)  bezeichnet,  die  Fusspuiikte 
der  drei  übrigen  in  einer  P^ljono  liegen,  deren  Gleichung  aus  24  Gliedern 
besteht.   Setzt  man  aber  das  l'roduct  der  4  Factoren 

{x  1«  +  x«x  -f-  X,  1«2  +  5-,  l«0  (y  1«  +     l«.  +  y,  1"2  4- 

gleich  r,  so  lässt  sich  jene  Gleichung  unter  der  einfachen  Form 

t 

> 

ri-«-«'-««-«*d«d«jd«,d«.  =  0 


darstellen. 

Wir  kehren  wieder  zur  Determinante  Qp  zurück.  Ist  der  abscdute 
Werth  des  negativen  Exponenten  p  grössor  als  2,  so  ergeben  sich  keine 
einfachen  Gesetze  mehr.  Wir  wollen  daher  die  Determinante  Op  für  po- 
sitiye  Werthe  von  p  betrachten,  in  welcheui  Falle  ihr  Werth  stets  durch 
P{ao. ..  An)  P{bff...  ü„)  theilbar  ist,  weil  Q  offenbar  Terschwindet,  wenn 
man  s.B.  ao=''i  s^tst,  indem  alsdann  in  der  Determinante  swei  Reiben 
oder  Coloonen  gleich  werden,  was  bekanntlich  ein  Verschwinden  von  Q 
snr  Folge  bat.  Wenn  aber  Q,  ein  ganses  Polynom,  verschwindet,  sobald 
a^sat  wird,  so  entbttlt  es  den  Factor  —  >lso  fiberfaaupt  sXmmtliehe 
Faetoren  P(a,. . P{bf . .  .6«).  —  Nnn  ist  P  in  Bezug  anf  Op  vom  p**",  und 

. . .  Om)  bezüglich  vom  Grade;  also  kann  nnmSglich  Q  dnreb  P 
theilbar  sein,  sobald  p  <  »,  d.  b.  man  bat 

=3  0,' wenn  I»  <  a. 

80  ist  z.  B. 

-s  ±  («• + K  +  *i  )•  («.  +  *.)•  («.  +     =  0. 

Wenn  dagegen  p  =  n  ist,  so  kann  ()  den  Factor  P  enthalten,  und  der 
Werth  von  Q  ergibt  sich  dann  direct  auf  folgende  Weise.  Multiplicirt  man 
die  beiden  Det^minaiiten 
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1  «,  «0  »t  %*  n» 
1  «,  «,  «,  ff,*  /jj 
1     II,  o,     «,  «,*  /lg 


miteiii«nd«r,  wo  »/  den  Coeffieienten  der  Entwiekelmig  von  (a^+y)*  be- 
zeichnet, so  erhält  man  nach  der  Gans  stechen  MuItipKcationsregel  eine 
Detemünante,  deren  allgemeines  Element  c^,  s  offenbar  gleich 

ist,  nnd  die  mithin  mit      znsammenfKllt.  Es  wäre  daher  Q„  =  Ji.S.  Zieht 
man  aber  nns  den  Verticaleolonnen  von  R  die  gemeinsamen  Factoren  ii| , 
. . .  heraas,  so  entsteht 

R  z=  H,      «s .  .  .  2"  + 
d.  h.  nach  einem  Satze  von  Vandermoude: 

J{  z=^  n,  tl^  Hj  .  .  .  P((7o  .  . .  <tn) 

Um  den  Werth  von  S  zu  linden,  nehmen  wir  in  dieser  Determinante 
solche  Vertaaschungen  der  Colonnen  vor,  dass  die  Diagonalreihen  ihre 
Sfellen  weebseln,  wodurch  eine  Determinante  Hjr  V  bt*  b^' ..,  snm  Yor- 
sehein  kftme.  Indem  man  aber  in  einer  Determinante  21  +  nr,  /?i  . . .  solche 
Vertanschnngen  yomimmt,  dass  die  Di^^nalreiben  ihre  Stellen  wechseln, 
Terwandelt  sich  das  erste  Glied  j}| . . .  v«,  welches  nach  Cr  am  er  kein 
Derangement  darbietet,  in  das  letate  Ou  ßm-'i  Y»-*  •  •  •  f'o*  1+2+8... 

+  na=**^^^^^  Derangements  besitzt.  Durch  die  Verwechselung  der  Dia- 
gonalreihen  geht  mithin  ein  Factor  ( —  1)    ^     ein,  so  dass  man  hat 

Wir  bitten  also  endlich  für  p  =s  n  den  Werth 

»  /'(a,...a.)P(6....6.). 

So  ist  z.  B. 

Wenn  endlich  p  >  n,  so  ergeben  sich  wieder  keine  einfache  Gksetae 
für  den  l/fTerth  Ton  (^,' obgleich  sich,  wenn  man  in  den  einseinen  Elementen 
(or  +  bgy  a  Opi*  ^  |>| .     -1  fr«  +  etc.  ansflthrt,  mit  Anwendung  eines  Ton 
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Jaeobi  in:  DeformaL  et  propr.  de/,  S<  14.  ftngef&brten  Saties  eine  Zerleg- 
ung in  eine  Ansahl  Aggregate  anderer  Determinanten  ergibt,  von  denen 
einige  einfache  Bestimmnngen  anlassen. 


Xn.  Zu  der  Lehre  vom  Viereck.  Im  dritten  Heft  des  dritten  Jahr- 
gangs dieser  Zeitschrift  hat  H.  Vorländer  für  die  dem  G e r  1  i n g ' sehen 
Werke  über  ,,die  Ansgloicliungon  der  prJiktischcn  Goomctrie"  entnommene 
Aufgabe  der  Ausglcicliimg  zwiscbon  den  vier  Seiten  nnd  zwei  Diagonalen 
eines  Vierecks  eine  Autbisung  niitj^etheilt,  welche  im  Gogonsatz  gegen  die 
von  Herrn  Prof.  Gerling  selbst  g(^gebene  auf  einer  directen  Etitw  ickelung 
der  Beadiguogsgleichuug  zwische»  den  Verbesserungen  der  sechs  gemesse- 
nen Lftngen  beruht.  Ein  andrer  Weg  zu  dieser  Bedlngungs^gleichung  wird 
hier  nicht  sowohl  nm  der  Aufgabe  selbst  willen,  als  wegen  der  fUr  die 
Lehre  Tom  Viereck  erheblichen  Folgerungen ,  welche  sich  an  dieselbe  an- 
schliessen,  Terdffentlicbt. 

1.  Wir  beaeichnen  die  vier  Seiten  und  die  zwei  Diagonalen,  oder  die 
vier  Gegenseiten  des  vollständigen  Vierecks  mit  o  und  a\  b  und  b%  c  nnd  e 
in  solcher  Auswahl,  dass  e  einen  hohlen  Winkel  a wischen  o^und  6  theilt, 
a ,  fj\  /  aber  ein  Dreieck  bilden.  Nach  einer  Schreibart,  welche  wir  aneh 
für  die  anderen  Winkel  und  Dreiecke  der  Figur  in  Anwendung  bringen, 
heisst  jener  bohle  Winkel  (a,  6),  der  Flächeninhalt  des  besagten  Dreiecks 
aber  («',  //,  c'). 

Zur  Entwicklung  der  Difforentialgleicbung  zwischen  den  sechs  Seiten 
stehen  uns  unter  anderen  Wegen  die  folgenden  zwei  offen: 
Die  Gleichung 

1)  C^c}  + (^•,«)  =  K6)  *  . 
gibt  difTcrenziirt: 

2)  d  (6,  c)  +  d  (r,  «)  —  d  («,  ü)  —  0. 

Ersetsen  wir  htor  die  Differentiale  der  Winkel  durch  ihre  Ausdrücke 
in  den  Differentialen  der  mit  den  Winkeln  in  einerlei  Dreieck  vorkommen- 
den Seiten,  so  ist  der  Zweck  erreichtT 

Oder:  ans  der  Gleichung 

3)  («',  6,  c)  +  («,  b\  €)  =  (a.  fc,  c')  +  («',  b\  e% 

'  in  welcher  das'obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  die  iwei  letsten 
Dreiecke  von  e*  getrennt  sind  oder  nicht,  ergibt  sieh: 

4)  d  («',  ft,  c)  H-    (a,  b\  c)  —  d  (u,  6,  c)  +  d  (a,  b\  c)  =  0; 
ersetzen  wir  das  Differential  jeder  Dreiecksfläcbo  durch  einen  Ausdruck  in 
den  DiiTerentialen  der  drei  Seiten,  so  ist  ebenfa^s  das  verlangte  geleistet. 

2.  II  ii  1  f  s  f  0  r  m  e  1  n  für  das  Dreieck. 

Liegen  die  Winkel  or,  ß,  y  den  Seiten  eines  Dreiecks  vom  Inhalt  /'ge- 
geuUber,  so  gibt  die  Gleichung: 
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a  S3S  6  cos  f  "i-  c  cos  ß 

differenziirt : 

dn^db  .  cns  y      d c  .  cos  ß  ~  h  sin  y  .  dy  —  r  sinß,dß 
wird  beiderseits  mit  b  «w  y  =  c  siti  ß  dividirt  und  vermöge 

«  +  j5  +  y  ~  TT 
nneh  da  anstatt  — äß  —  dy  eingeführt,*  so  aeigt  sich: 
.V  ada     db  de 

Ferner  gibt  die  Oleiehnng: 

differenziirt; 

Wird  Uenron  di«  mit  Accm«  mnltiplleirte  Gleiehnng  »)  Abgezogen , 
so  fo1§|t:  ; 

2dF  — ada. roius=sc4b,{tmweoif, Cosa)  •^bde,{sittß  —  eotßco8a) 

bdb      .  .  cdc 

=  -: —  COS  B  T  : —  cos  y, 

siny  swy  ' 

6)  2  rf F=  adu  .  cot  a  +  bdb  .  col  ß      cdc  .  coi  y.' 

3.  Differcutialgleichung  zwischen  den  aecha  Seiten  des 
vollst Jindigen  Vierecks.  i 

Die  Gleichung  5)  auf  die  Dreiecke  (a',ö,c),  (ö,6',c),  (a,  6,c')  ange- 
wendet i^t: 

! n'  dd        db  de 
j^^^^=»ycof(a',6)  +  -co/(c,a')  +  d{b,e) 
^^^^  =  ^  co<  C*>)  +  ^%o<  («,  O  +  <J  «) 
=  -  CO/  Cc  ,a)  -i-  -  CO/  C6,c  )  +  d  («,6) 

4>der  ▼ermtfg^     nach  einigen  naheliegenden  ümwaadlu^n: 

gv  g  rfg  h'  db'         c  de  ^ 

'  2  (a ,  6,  c)     2  (a,b\  c)~'2  (a,  A,  c') ~" 

 ^'w  (y,  c )  dft   (c\a)  de         sin  {a\  b') 

u  '  süi  («,  6') .  sm  {c\  a)     b  '  sin  (a ,  bjstn     c')      ü  *  sin  {b\  e)  sim  {e,  a) 

2 

oder  endlich,  wenn  mit      ,     dnrehmoltiplicirt  nnd  auf  Null  gebracht  wird: 

\^     ^e  j  , 


9) 


ada 

a'  da' 

(«1  ^\ 

c) .  (rt,  6,  c  ) 

c)  .  («',  6',  c) 

bdb 

b'db' 

(«', 

c)  .  (a,  6,  c') 

(a,  b, 

c")  .  {a\  b',  c) 

ede 

c  d  c' 

c)  .  (ä,  6',  c) 

(«,  6, 

c)  .  («',  6',  c') 

16* 
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Andere  K  n  t  w  i  ci  k  1  u  n  f;.    Formel  6)  gibt  &u(  die  vier  Dreiecke  an- 
gewendet vermöge  Gleichung  l) : 

rt'  d  a  .  cof  {h,  r)  4-  6d6  .  cot  (<•,  a)  -f-  cdc  .  cot  («',  b)  - 
4-  (I  (l  (t  .  rot  {h',c)  -J-  b' db' .  cot  {c,a)  +  cdc  .  cot  (<r,  b') 
—  a  d  a  .  cot  [b,  c)  —  b  d  b  .  cot  {c\  a)  —  cdc  .  cot  («,  b) 
+  ada  .  cot  {b',c')  +  b'äb\  cot  (c\a)  +  cdc  .  cot  («',6')  =  0. 
4 

wird  mit  ■  ,    ^  jdvrchmultiplicirk,  so  folgt  naeh  einigeii  naheliegenden 

aa  •  00  • ce 

Umwandlungen: 

ida  Hn  [(b,  e")  ^ {b\  e)\  .  da'  tin  {{h\  c)  +  (6.  c)] 
7*  (a, b\ e) .  («,  d,  c )       a  '  («',  ft,  c),(«,  6',  <?') 
rffr  irtii[(c,g)~(r,/»')]     rffc;       [(c-,  a)  T  (r, «)] 
b'*  Xa\b,c).{a,  h,c)        6  *  (a,  6',  r) .  (a  , //,  r') 
gm  [(g,  O  +  {a\  b)]  de   sm\{a\  b')  +  (a,  ft)J  _  ^ 
«  *  («',         .  («,  6',  c)         c   '  (0,6, €').(«', 
Die  nothwendige  Identität  der  Gleichungen  9)  nnd  JO)  weist  nns  auf 
folgende  Beziehnngen  hin : 

an  [(6,  O  -  ib\  c)]  ^  sin  [(fe',  c)  +  e)\ 
a  a  a  a 

_sin  [(c\  a)  —  ic,a)]_sin  +  {c,a)] 

b  b'  bb' 
I         sin  [(a,  //)  +  (a\b)\      sin  [{a\  b')  ±  («,  b) 
c  c  c  c 

Handelt  es  sich  um  einen  unmittelbaren  Beweis  dieser  Beziehnngen, 
80  können  wir  ans,  da  die  Gleichheit  je  iweier  neben  einander  stehenden 
Quotienten  ans  einfachen  geometrischen  Betrachtungen  folgt,  auf  die  drei 
Torderen'beschrttnken.  Wird  der  Zähler  des  dritten  derselben  auf  die  Form 

[*«(«,*')  —  (»-(«'.  6))J 
gebracht,  so  finden  wir  in  unseren  Gleichungen  den  analytischen  Ausdruck 
für  folgenden: 

4.  Sati.  Besch  reibt  man  die  vier  Kreise  um  je  drei  Ecken 
eines  ToUständigen  Vierecks,  so  sind  die  drei  positivei) 
Qnotienten  zweier  Gegenseiten  nnd  dem  Sinus  des  Unter- 
schieds sweier  Peripherie- Winkel,  welche  auf  einer  von  bei- 
den in  zwei  nicht  von  ihr  getrennten  Bögen  stehen,  einander 
gleich. 

B  0  w  e  i  8.  Vermöge  der  Wahl  unserer  Bezeichnungen  ist  unter  allen 

UniKtänden ; 

b'  c  .sin  —     tc)]  =  c  sin  (//,  r')  .  b'  cos  (b',c)  —  r'  cos  (b,  r')  .  b'  sin  (//',  r) 

^rajfj/J  (o,b)  .  [r  —  neos  (<■,  a)]  —  [/>  —  a  r(is{a,  b)]a  .  sin  (c,a) 
12)  b' c.sin[(b,c')  —  {b\c)]=a.[ — asin(b,r)  —  hsin{c,a)  -\-  csin  {fi,h)]. 

Deshglcichen  vermöge  der  hier  stets  zulässigen  Vertau8<^ung  zwischen 
«und  fr: 
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1 3)  c  a  .  «IM  [(c',  a)  —  (c',a)J = b .  [ — a sin     c)  —  b»m  (c, «)  +  c*»i  (a,  6)J. 

l'erner ; 

— a'*' .«>i[(a,ö')  +  («',Ä)J  =  — b'sin («, 6') . a  cos (a, 6) — b' cos (a,6') . a' gitt {a  b) 

=  c  sin  (c,  a)  .  [c  ms  {b,  c)  —  b] 

-f-  [c  cos  (f,  a)  —  u]  .  c  sin  (^/,  f) 
14)  —  u'  h'  sin  [(a,  b')  -f-  («',  /y)  =  e .  [  —  asitt  (b,  c)  —  c siu  (c,  a)     c     (o,  <»)J. 
Die  Qleichangen  12),  13),  14)  •teilen  aber  den  Ausdrtiek 
—  fl  1»  (6,  c)  —  6  jfa  (c,  «)  +  c  wi  (a,  6) 

als  gemeinaebaftliGhen  Werth  der  drei  Qaotieaton  dar,  deren  Gleichheit  be- 
hauptet wird,  es  ist  diese  also  bewiesen. 

Fttr  den  Fall  des  SehneaTiereeke  sind  die  Qoeiienten  vermöge  der 
Gleichheit  sweier  auf  einerlei  Bogen  stehenden  Peripheriewinkel  alle  Nnll, 
nnsere  Gleichungen  bieten  also  eme  Verallgemeinerong  des  betreffenden 
Satzes  der  Kreiülehre  dar. 

Weil  aber  alsdann  auch  der  gemeinschaftliche  Werth  der  drei  (.Quotien- 
ten Null  sein  muss,  so  ist  für  das  SehnenTterecfc  (wie  auch  unmittelbar  leicht 
nachgewiesen  werden  knnn) : 

c  sin  (rt,  h)  "  a  sin  [b,  c)  -\-  h  sin  (r,  a). 

Mit  anderen  Worten :  Vier  Punkte  liegen  auf  einem  Kreise,  wenn  zwi- 
Kchcn  den  Kntfeinungen  r,r',r"  eines  derselben  von  den  drei  anderen  und 
den  gegen  über  liegenden  Theilen  a,  a',  a"  der  vier  Rechten,  die  Beziehung 
besteht: 

Eine  andere  Zerlegung  des  unter  4.  ausgesprochenen  Sataes,  die  hier 
nicht  ausgeführt  su  werden  braucht,  gibt  noch  eine  w^tere, Verwandtschaft 
desselben  mit  der  Kreislehre  su  erkennen. 

Beieichnet  man  nilmlich  mit und  y,/  die  Eotfemungen  der  Seiten 
b  und  b*  vor  ihrem  Schnittpunkte,  so  dass  fttr  den  Fall  des  Sehnenvierecks 

mit  m  aber  den  Winkel,  unter  welchem  dcv  Sdinitt  stattfindet,  so  ist : 

e  c  sin  [(6,c')  —  (b%  e)]  ~{yy*  —  »  x)  sinu=  —  a  a  sitt  [(«,  b')  +  (ü%b)]. 

Eine  entsprechende  Gleichung  findet  zwischen  den  Entfernungen  der 
Seiten  a  und  a  vor  ihrem  Schnittpankte  statt* 

5.  Verallgemeinerung  und  Converae  des  ptelem&ischen 

Lehrsatzes. 

Endlich  erinnerte  ich  mich  bei  Wahrnehmung  der  Analogie  zwischen 
dem  Satze  in  4.  und  demjenigen  vor  der  Gleichheit  der  Peripheriewinkel 
auf  einerlei  Bogen,  an  einen  anderen  Satz,  der  mir  vor  längerer  Zeit  von 
Herrn  Oberstudienrath  Biecke'*')  als  eine  Frucht  seiner  Methode  des  6e- 

*)  Bieeke,  die  Rechnung  mit  Bichtungszahlen,  Stuttgart,  Metzler  18r)6.  Nach 
einer  erst  neuerdtnp^s  nn  mich  er^^angenen  Mittheilung  ist  Herr  Jiieeke  bei  derselben 
Gel«geulieit  auch  auf  diu  (jiluiuUuugeu  11)  gekummeu. 
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brauchs  der  Richtunf!:szahlon  mitgotlieilt  winde,  und  der  eine  Verallgemei- 
nerung des  ptoleniai.schcu  Lelirsatzes  für  andere  als  Öehncnvicreckc  bildet. 
Anstatt  ihn  au  neouen,  will  ich  ihn  sogleich  aus  den  Gleichungen  Ii)  ab- 
leiten. 
Aus 

(«,*')  +  («1     ^  (c-,  ö)  +  {h\  c)  +  {b,  c)  +  (c',  a') 

•    =  {c\  a)  +  (ö,  r')  +    —  (/>',  c)  —  (c,  a) 

folgt: 

—  Sin  ((a,  6')  +  («',  fr)]  =  *«»      0  —  (6-,  c)  +  (c\  a)  ^.  (c,  a% 
wird  ako: 

(d,  c  )  -  (b\  c)  «5  «  und  (<?',  a>  —  («,  a*)  t 
geseilt,  80  können  unsere  Glelduingen  so  goBehriebon  worden: 

aa      bb'   cc 

tin  d     «ölt     »in{i  +  «) 

und  geben: 

c  r'  aa'  cos  «  +  <>6'  cos  6 

sin  (ö  +  c)         ö  cos  c  -|-  sih  ecosd 
c         na  cos  \(r\     —  (r,  a')]  -|-       f'"*'  [(/^> '-')  —  'Ol* 
Wie  aus  dieser  Gleichung  d(!r  ptolcmäischc  Satz  für  den  Fall  des  Seh- 
uenvierecks  vermöge  der  Gleichheit  der  Peripheriewiukel  hervorgeht,  ist 
deutlich. 

Auch  für  die  Converse  des  ptolemäischen  Satzes  geben  unsere  Gleich- 
ungen einen  bequemen  Beweis.  Ist  nämlich : 

ce=aa'  +  b  b\ 

80  wird  Bueli 

«*»(d  +  «)  =  *wd  +  «in c  oder  co9^  'saco»^"7* 

— - —  =  +  — : — ,  also  0  =  0  oder  «  =  0, 
2—2- 

beide  Folgemi^ai  aehlieBien  sieh  nielit  «u,  sondern  bedingen  sieli,  inso- 
fern sie  beide  das  SehaeiiTiMreck  na  erkennen  geben*  (Ein  elomentargeo- 
metrischer  Beweia  dieser  OonTerse  ist  bei  Kinns e,  2.  Anfl.  L  §.  190,  in 

finden.) 

6.  Ausgleichung  zwischen  den  gemesaenen  L&Bgen  der 
sechs  Seiten  des  voll  ständigen  Vierecks. 

Wollen  wir  die  Bedingung  zwischen  den  Verbesserungen  der  dnrch 
Messung  erhobenen,  also  nicht  genau  richtigen  Werthe  der  sechs  Seiten 
dos  vollständigen  Vierecks  nach  Gleichung  9)  anschreiben,  so  ist  vor  allem 
das  Absokitglied ,  das  die  Gleichung  vermöge  des  Widerspruchs  zwisclien 
den  sechs  Wertheu  erhalten  muss,  zu  ermitteln.  Hat  man  die  Winkel  in 
Gleichung  l)  aus  den  Seiten  der  hetretfendun  Dreiecke  berechnet,  und  findet 
durah  die  geftindenen  Werthe  diese  Gleichung  nicht  befriedigt,  sondern 
den  Widerspruch: 
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w=  (6,  c)  +  (c,  a)  —  (fl,  b), 
8u  wird  an  die  Stelle  der  Gleichung  2),  wenn  man  sich  unter  den  Difi'eren- 
tialea  eudliciie  aber  kleine  Veränderungen  denkt,  die  folgende  treten: 

w      d  (b,  c)  -f  d  {c,  a)  —  d  (a,  b)  =  0. 
Dilti  Absolutglied  der  uacli  9)  augeschriebeucn  Bediugungsgleichung 
wird  demnach  mit  Kücksicht  auf  den  Uebergaug  von  8)  auf  9),  und  wenn  n> 
in  Secanden  angegeben  ist,  q  aber  den  Halbmesser  in<86eMnden  bedeutat, 
folgendes  sein: 

Ich  kabe  AMb  ^eaer,  eine  sehr  bequeme  luid  ttbeniditllelie  Bechaug 
gewibxenden  BedingnngsgleiobiiDg  die  VerbeMenuigen  der  'mcIm  SeHen 
bese^net,  nnd  stelie  die  Remltate  mit  dei^enigen  'Heim  VotlllndeTS 
sosammes: 

Seitenlüngen  in  Millimetern. 
4,06  30,03  3,85         30,13        30,21  30,98.- 

Bei  üerrn  Vorländer : 
Bezeichnung        a,  Ot 
Verbesserung  +0,0103,  +0,1281,  +o,oi73,  +  0,1274,  —  0,l2«ö,  —0,1316. 

Bei  mir : 

Bezeicbnung         h  a  b'  a  c  e 

Verbesserung  -f- 0,01(il    -f  0,1271    +  0,0171   +  0,1250  —  0,1253  — 0,1321. 

Wenn  auch  die  sich  höchstens  auf  0,003  Milliin.  sich  belaufenden  Un- 
terschiede «wischen  beiderlei  Ergebnissen  für  die  Praxis  des  Tor^iegenden 
Falls  ohne  Bedeutung  sein  mögen,  so  nrassten  sie  doch  zu  einer  Nach- 
forschung  nach  ihrer  Ursache  auffordern,  welche  sich  in  folgendem  Um- 
stand  vorerst  genügend  in' erkennen  gab: 
Beim  Uebergang  von  7)  auf  8)  wurde 
(c',a)-(a,0=-(*'.Oi  (ft,c')-(«»=-.(c',«')i  (ft'.c)  +  (c.a')=(a',ft') 
gesetst,  und  swar  mit  ToUem  Rechte,  so  laiige  es  sich  nur  um  die  Differen- 
tialgleichung zwischen  den  sechs  streng  richtigen  Seiten  des  geschlossenen 
Vierecks  handelte;  finden' aber  zwischen  beiden  Seiten  der  obigen  Gleich- 
ungen Widersprüche  statt,  die  sich  in  unserem  Falle  bis  gegen  aeht  Grade 
belaufen,  so  muss  dadurch  die  Richtigkeit  der  Coefficienten  unserer  Be- 
dingnngsgleichung  wesentlich  beeinträchtigt  worden.  Auch  die  kleinen 
Diftcrenzeii  zwischen  Herrn  Prof.  Gerlings  und  Herrn  Vorl anders  Re- 
sultaten mögen  auf  dem  Umstand  beruhen,  dass  ersterer  die  V'erhältnisse 
zwischen  den  Coefficienten  der  Bedingungsgleichung  an  einer  gesclilosae- 
nen  Figur  entwickelt  hat,  welche  fünf  gemessene  Längen  mit  der  aus  ihnen 
berechneten  sechsten  Länge  bilden.  Erinnern  wir  uns  nun,  dass,  wenn  nn- 
~  ter  solchen  Umständen  die  Coefficienten  aus  gemessenen  Werth&n  der  nicht 
schliessenden,  anstatt  aas  den  ausgeglieheiiea  Werthen  der  schHessenden 
Figur  berechnet  werden,  nichts  anderes  vor  sich  gebt,  als  eiae  Vemach- 
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IfissigtiTig  von  Glioilorn  mit  hölieren  ]^Jtcn^en  clor  Verbesserungen  gegen 
solche  mit  der  ersten  Potenz,  so  wird  e.s  uns  nicht  befremden,  wenn  auch 
die  Kechiinng  nach  Gleichung  10),  bei  deren  llerleitung  doch  keine  nur  für 
das  geschlossene  Viereck  gültigen  Zusanimenziehungen  statt  gefunden  ha- 
ben, fehlerhafte  und  sogar  noch  fehlerhaftere  Kesaltate  gibt,  als  die  obigen. 
Ist  nämHeh  nach  Ermittelung  des  Widerspruchs 

w  =  («',  b,  c)  -f  (a,  b\  c)  —  (o,  6,  c)  —  (a,  b\  c) 
8  fit 

das  AbsolutgUed  mit  hergestellt  and  man  berechnet  nach  der 

bekannten  Methode  die  YerbesseningMi  der  Seiten,  indem  man  alle  in  10) 
Torkommenden  Winkel  nnr  den  betreffenden  Dreieeken  entnimmt,  maeht 
sodann  an  den  ToHbesserten  Seiten  nach  3)  die  Probe  anf  die  Dceieeks- 
fliehen,  so  trifft  diese  nieht  au.  Vergleieht  man  nnn  die  Aendenmgen, 
welche  in  Folge  der  Yerbessernng  der  Seiten  in  den  Dreiecksflftcfaen  vor 
sieh  gegangen  sind,  mit  denen  welche  nach  16)  hätten  vor  sich  gehen  sollen, 
so  zeigt  sich  ein  Unterschied,  der  sich  sogar  durch  die  Glieder  zweiter ■ 
Ordnung,  wenn  anoh  diese  nachgerechnet  werden,  beim  Gebrauch  fünfstel- 
liger Logarithmen  nicht  vollständig  erklärt.  Wenn  im  Vorstehenden  somit 
Ausgleichungsmethoden  erörtert  worden  sind,  welchen  für  den  betreffenden 
Fall  ein  zweifelhafter  Werth  zukommt,  so  glaube  ich  doch  den  Freunden 
der  Auügleichungsrechnung  mit  der  Hinweisung  auf  eine  hier  und  da  wirk- 
same Ursaclie  von  Störungen  des  Geschäfts  einen  Dienst  erwiesen  zu  ha- 
ben. Schliesslich  erlaube  ich  mir  noch  den  zum  vorhin  erwähnten  Zweck 
gebrauchten  Ausdruck  für  das  zweite  Differential  der  Dreiecksfl&che  an- 

1 

anschreiben,  in  welchem  «  für  -:  r-r-s — : —  gesetst  ist 

fwi  M  •  SM  p  •  na  / 


1.2 


2 .  T-^  =  (co<  «  +  «)  \   '  —  ucosu.db  ,dc 


4-  (cot  ^  -^u)         —  «  cos  ß.dc.da 
(deY 

+  (cot  y  +  u)  \ — {-  —  u  cos  y  .da  .  db. 
^     '       '  1.2  •  ' 

Stuttgart,  im  November  1808.  C.  W.  Baur. 


XTTT.  XTeber  den  mittleren  Radius  des  dreiachsigen  Ellipsoides.  In 

den  §§.  15  und  10  seiner  Untersuchungen  über  die  nnttleren  Radien  geo- 
metrischer Gebilde  entwickelt  Herr  Prof.  D  robisch*)  zwei  auf  das  Ro- 
tationsellipsoid bezügliche  Sätze,  die  soviel  Analogie  zu  einander  besitzen, 
dass  man  ein  allgemeineres,  das  dreiachsige  EUipsoid  betretendes  Theoiem 
als  deren  gemeinsebaftliehe  Quelle  y^mnthen  kann.  In  der  That  «rgtebt 
neh  ein  solehes  anf  folge adem  Wege. 

*)  ii.  Jaiirg.  111.  d.  Zeitschril't,  S.  1. 
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Die  Halbachsen  des  Ellipsoides  mögen  et,  fe,  c  nein  und  a'>h'^c\  das 
Volumen  desselben  heisse  T,  endlich  sei  r  das  arithmetische  HUtel  aas  deo 
Radien,  welche  von  allen  Punkten  des  umschlossen  Baumes  nach  dem  Mit- 
telpunkte der  fläche  gezogen  sind.  Es  ist  dann 

n  29  R 

Fr=  J*J*J^*sm9d^diifdQ 

0  0  0 

und  hierin  bedeutet  R  den  zu  ^  und  ^  gehörigen  Radiusvector  des  Ellip- 
boides;  derselbe  findet  sich  aus  .der  Polargleichung  der  riäche,  n&mlich 

*•  • 

oder 


/  cos  i>Y     ( sin  ^  ms  t|;\*     /sin  ^  6m  t/;  \« 


worin  lor  AbkUrating  gesetst  wnrde: 

Nach  Ansfühning  der  anf  9  besfiglichen  Integration  erhalt  man  aus 
No.  1) 

n  2« 

Frsi   /*/*      sin&  (If^d-tj; 

J  J  im  cos*  Mf  -\-  n  sin* 
0  0  -r/ 

hier  kann  wieder  die  Integration  naeh  ^  ansgefahrt  werden  und  «war  mit- 
telst der  bekannten  Formel 
2sr 

(m  cos*  1//  +  n       t/;)*     V w      «  /  ' 
dies  giebt  /.utolge  der  Werthe  von  m  und  n 

n 

Aus  naheliegenden  Gründen  darf  man  das  Integrationsintervall  auf  die 
Hllfte  (^&=o  bis  4^=s  4"*)  'oduciren,  wenn  man  gleichzeitig  denFneter 
verdoppelt;  substitnivt  man  nachher  eet#sti,  so  wird 
i 

rr=^  /)  '    -  +  '  (  ^ 

Um  eine  elegantere  Form  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  mit  «,  ^,  y  die 
numeiisclu'n  Excentricitäten  der  Ellipsen  aas  den  Halbaehse|i  6  und  e 
und  A,  a  und  6,  nehmen  al»o 
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2) 

dies  giebt  *  ' 

3)  rr=i««>  /-<  r!^^  +  -L^il!  -  - 

Unter  einer  ganz  ähulicheu  Form  kann  aber  auch  die  Oberfläche  einOB 

dreiachsigen  Ellipsoldes  dargestellt  werden.   Sind  nämlich  o',  ü\  c  dessen 

Halbachsen  nnd  a\  ß',  y  seine  numerischen  Excentricitfttcn,  80  ist,  unter 

der  Voraussetsung  a  >  b'     c\  seine  Fläche*) 

1 


Nun  wird  aber  für  a's=<i,  ft's=  ^ ,  c'kc  die  ExcentricitÜt  /l*  identisch 

mit    und  gleichzeitig  a'=)r,  mithin 

5)  S  =  2« a« c  +    . 

die  Vcrglcichuog  von  Vr  und  8  führt  zu  der  Relation 

die  naeh  Substitution  des  Werthes  von  V  übergeht  in 
6}  naerss^hS» 

Die  Bestimmung  des  mittleren  Radius  eines  aus  den  Halbachsen  a,  6, 
c  eonstruirten  Ellipsoides  reducirt  sieh  hiemach  anf  die  Complanation  eines 

ü  c 

Ellipsuidcs  mit  den  Halbachsen  a,  — ,  6,  auch  kann  man  die  Formel  G) 

leicht  geometrisch  interpretiren  z.  B.  mittelst  der  Proportion 

«  a  c S=h  :  r. 
i'ür  b~c  wird  das  erste  Elli])soiJ  zu  einem  gestreckten,  das  zweite  zu 
einem  ubgeplattetcn  Sphäioid  aus  denselben  Achsen 5  tur  b^a  ist  das  erste 
ein  ab^epbittctes,  das  zweite  ein  ^estreckiesj  man  kommt  dann  auf  die  an- 
fangs erwähnten  Sätze  zurück. 

(Znerst  mitgetheili  derK.  S.  Gesellschaft  der  Wisseusohaften  in  der  Sitzung  vuui 
12.Fefemsrl8i9.) 


SCULÜUILCU. 


*)  8.  Jahrg.  I.  d.  Zeitschrift,  B.  876. 


XIV.  XJeher  eine  Aufgabe  der  Elementargeometrie.  Bei  der  Tracir- 
ung  von  Eiseubalmliuien  kommt  nicht  selten  folgende  Aufgabe  vor  (Fig.  20» 

Taf.  II): 
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SWrei  Punkte  A  vnd  B  sind  gegeben -al»  AnfangHpunkte  vweier  ge- 
radlinigen Streeken  TOB  beatimmten  Bichtungeu;  man  aoU  A^BalA. 
B  durch  eine  ava  köckatena  «wei  Kreisbögen  saaaaimengeaetate 
Oorve  mbindon,  wekke  AA'  in  A  nad  BB'  in  B  berttkvt. 
£rr!ektefc  man  in  A  und  B  anf  den  gegebenen  Btreekoi  Nonnaie»)  die 
aiek  im  C  aekneiden,  ao  nliaaen  die  Ifittelpnnkte  M  und  N  der  geatiekten 
Kreiabögen  in  ^Cnnd  BC  oder  deren  Verlängerungen  liegen;  den  Halb- 
messer A  M  des  ersten  Kreises  kann  man  willkührlich  wählen  und  üudet 
nachher  den  Radius  des  zweiten,  wenn  man  auf  BC  die  Strecke  BQ^AM 
abschneidet  und  den  Durchschnitt  iV  der  verlängerten  BC  mit  derjenigen 
Geraden  SN  aufsucht,  welche  3f(J  normal  halbirt.  Die  beiden  aus  M  und  -V 
mit  den  liadieu  M  .1  und  N  Jl  bescliriebenou  Kreisbögen  stosscn  dann  in 
einem  Punkte  T  der  verlängerten  N HI  aneinander.*)  Umgekehrt  kann  auch 
/>' A'  willkührlich  gewählt  werden;   man  nimmt  dann  AP  =  BN^  zieht  die 
Gerade  liM,  welche  iVP  normal  halbirt,  und  bestimmt  iliren  Darchschuitt 
itf  mit  AC. 

So  einfach  die  Sache  an  sich  ist,  so  bietet  me  dock  Gelegenheit  sa 
einigen  Bemerkungen  von  geonetriaehem  Intereaae.  Die  Q«vad«n  MR  nnd 
NS  aehneiden  aiok  näraliek  in  einem- Punkte  0,  vdeher  ana  aekr  nahelie- . 
genden  Gründen  der  Süttelpnnkt  dea  in  daa  Breieek  CMN  beaekriebenen 
Kreiaea  aein  moss.  Dieaer  Funkt  ist  aber  aack,  wie  man  ans  congrnenten 
Draieekfin  leioht  eraiidili  von^,  7nn4 ^^Icüekweiit  entfernt». midnm  kann 
0  ala  der  Bnrcheehnitt  sweier  Geraden  bedachtet  werden,  deren  eine  den 
"Winktli  ACNf  und  deren  andere  die  Gerade  normal  halbirt;  auch  findet 
man  leioht,  daaa  0  auf  dem  am  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreise 
liegt.  Mau  mag  daher  den  ersten  Hadius  ^  wählen  wie  man  will,  so  geht 
doch  die  Gerade  iSiV  immer  durch  den  festen  Fankt  0,  und  der  Punkt  T 
liegt  jederzeit  auf  dem  Kreise,  welcher  aus  dem  Centrum  0  mit  dem  Halb- 
messer OA-—OB  beschrieben  ist;  endlich  berührt  die  Gorade  TiVA' immer 
den  unveränderlichen  concentrischen  Kreis,  welcher  die  grössere  Gerade 
^6' und  die  Verlängerung  der  kleinereu        lu  rührt. 

Lässt  man  die  Tangente  NT  sich  um  den  festen  Kreis  herumdrehen, 
so  erhält  man  der  Reihe  nach  alle  Lösungen  der  Aufgabe.  Für  NT  jj  BC 
fällt  N  in's  Unendliclio,  und  der  eine  Kreis  degenerirt  in  eine  Gerado ;  die- 

Ghreufifall,  der  nicht  mehr  im  Sinne  der  ursprünglichen  Aufgabe  ist, 
kann  man  auek  »nf  kfinefiuWege  finden.  Betst  man  die  Drabnng  (reckta 
kemm)  veiter  fort,  so  kommt  N  auf  die  Verlängerung  von  CB  an  liegen, 
and  die  Onzve  erkftlt  dann  die  Geatalt,<N»  mit  einem  Wendepunkte  bei  T. 
Lttaa*  man  bei  weiterer  Dreknng  iwiacken  C  nnd  B  fallen,  ao  geräik  T 
aas  dem  Winkelraume  ACB  kerana,  und  die  Curv»  bildet  dann  einen 

*)  Für  den  speciellon  Fall,  dass  Z.^6'Ä=:90o  ist,  hat  bereits  Herr  Prof.  Kunze 
dieselbe  Coustraciiou  su  einem  otwatt  anderen  Zwecke  angogoben  im  Anhange  zu 
Cap.  y.  seines  rfthmliobst  bekannten  Lehrbuchs  der  Oeonwtrie. 
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Sehnabel  mit  dem  Bflckkehrpnnkte  Tn,  e.  w.  Unter  der  BedingtiDg,  dass 
die  KreiebVgen  A  T  and  ihre  conomn  Seiten  dem  Scheitel  C  enkehren 
und  dass  T  swisehen  ^Cnnd  ^(7  liegt,  ist  ttbrigena  die  Aufgabe  nicht  im- 
mer Itfsbar,  sondern  nur  dann,  wenn  die  I^ojection  von  A  auf  £{7 in  die 
Gerade  yon  B  nach  N  hin  fällt.  Bei  einem  stumpfen  Winkel  ACB  versteht 
sich  diesB  ron  seihst ;  bei  spitzen  ACB  mttss  jene  Projeetion  swischea  B 
nad  C  Hptren  {AC>BC>  AC.  m.t  C). 

Da  die  Aufgabe  unbestimmt  ist,  so  kann  noch  eine  Bedingung  hinzu- 
gesetzt werden,  um  sie  zu  einer  bestimmten  zu  maclieu;  so  Hesse  sich  z.B. 
verlangen,  dass  die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  7' dos  aus  O  mit 
dem  Kadius  ÜJ  -  ~0B  beschriebenen  Kreises  ginge.  Von  grösserem  Inter- 
esse ist  die  Forderung,  den  Unterschied  dcrliadieu  BN  und  AM  zu  einem 
Minimum  zu  machen;  da  die  Kadiendifferenz  durch  die  Gerade  MN  dar- 
gestellt wird,  so  genügt  man  jener  Forderung,  indem  man  die  Kreiataugento 
MN  senkreebt  an  der  winkelhalbirenden  Oeraden  CO  legt. 

Diese  flttcbtigen  Andentangen  sebliessen  wir  mit  der  Bemerkang,  dass 
sieb  die  yorstebende  Aufgabe  wohl  recht  gat  an  einem  kleinen  Excorse 
beim  Elementarunterrichte  eignen  dilrfte  und  awar  hauptsJtcliIieh,  weil  sie  sur 
graphischen  Aosfährong  Terscluedener  Constmctionen  Gelegenheit  bietet. 

SOHXiÖMtLCH. 


XV.  Veber  daa  ImUmi  der  Dtaaaiitibildiiig  Mok  ThaedAr  ffiaalir.*) 

Im  Jahre  1820  lenkte  Brewsterdie  Auftnerksamkeit  auf  die  bisweilen  in 
mineralischen  Krjstallen  eingeschlossenen,  sehr  ezpansiblen  Flüssigkeiten, 
welche  zwar  meist  im  Topas,  Quarz,  Amethyst,  aber  auch  in  vielea  aaderea 
Mineralien  wieKalkspath,  Cölestin,  Schwerspath,  Flussspath  etc.  sowie  auch 
im  D  i  a  m  a  n  t  vorgefunden  worden  sind.  {Pogg.  Annal.  Bd.  7,  S.  409.)  Die  Un- 
tersuchung der  Höhlungen  und  ihres  Inhaltes  beim  Diamant  führt  Brewster 
auf  die  Ansicht,  dass  dieser  Edelstein  ein  erstarrtes  jrummiartiges  Secretions- 
product  einer  Pflanze  sein  sollte  (vergl.  Pogg.  Annal.  Bd.  30.  S.  5(>4,  Bd.  91, 
S.  605).  Ueber  die  Natur  der  in  den  Höhlungen  genannter  iMineralien  ange- 
troffenen Flüssigkeiten  hat  Brewster,  obgleich  mehrere  physikalische  Eigen- 
schaften derselben  zum  Theil  auf  sehr  sinnreiche  Weise  von  ihm  beobachtet 
worden  sind,  keine  bestimmte  Ansicht  ausgesprochen..  Herr  Simmler  stellt 
dne,  gestttat  aaf  mehret»  der  darek  Brewster  aad  andere  Beobachter  be- 
merkten  Eigenschaften  dieser  Flflisigkeitea  die  Vermathong  auf,  dass  in  den 
meisten  Fillen  diese  FlOssigkeit  liqaide  Kohlenslose  gewesen  sei.  Zaaitohst 
wird  diese  Aanakme  bestStigt  dorek  das  ttbereinstimmende  Aosdehnoagsrer- 
m9gen  der  liquiden  Kohlensinre  and  der  fragliehen  FlOssigkeit,  das  inner- 
halb der  Grenien  10*  bis  31*0.  nahe  gleiehmllssig  an  0,015  fliri*  0.  sieh  erge- 
ben hat  Brewster  hat  diese  Uebereinstimmong  sur  angegebenen  Zeit  nicht 


*)         AmiaL  Bd.  lOft,  6.  400  u.  folg. 
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bemerken  können,  weil  erst  ktivz  vor  seinen  Untersncbnngen  derliqaide  Zn- 
stand der  Kohlensäure  von  Faraday  entdeckt  worden  ist.  Ausserdem  hat 
Brewster  beobachtet,  dass  die  Flüssigkeit  in  den  Höhlen  der  genannten  Mi- 
neralien ein  viel  geringeres  Hrcchungsvermögen  als  Wasser  besitze;  ebenso 
bemerken  Davy  und  Faraday  im  Allgemeinen,  dass  auch  die  liquide 
Kohlensäure  das  Licht  schwächer  als  Wasser  breche.  Ferner  beschreiben 
Thiloricr  und  Mitchel  die  liquide  Kohlensäure  als  nicht  mischbar  mit 
Wasser  und  gleiche  Eigenschaft  bat  Brewster  an  denjenigen  eingeschlos- 
Benen.  FIttsaigkeiten  der  KrystaUe  !>eob«ehtet,  welche  rfch  I&  batooderam ' 
Gvade  expaasihei  seigten,  wKlireiid  dit  nuader  expansiMen  FlttMigkeiten 
sieh  alt  Waim  od«r  alf  wtinrige  Löraageo  tob  faslea  aad  glatftnaigeB 
Kttrpem  heraanttlUaa.  Di«M  Terechiedeatliehe  UebereiBtliBiniaag  der 
genanatea  physilMliaehea  Eigeaaehaftea  iUirtea  aaa  saaSchit  Herm  8. 
BU  der  Anaahme,  dao'  ia  dea  laewtea  FlUea  die  eingeeehlosMami  Fttti- 
iigkeitea,  namentlich  wenn  sie*  mit  bedenieader  Spaaaaag  aich  ia  dea 
HShlnngen  befanden,  liqaide  Kohlenaftare  gewesen  sei,  die  tibrigeaa  eia 
nicht  geriagea  Auflösaagfrermögen  ftir  mancherlei  andere  feste  Snbftaasea 
haben  mag,  so  dass  hieraus  noch  die  bisweilen  beobachtete  Thatsche  zu  er- 
klären ist,  wenn  nach  Oeffnen  der  Höhle  und  Verdunsten  der  Flüssigkeit 
mineralische  Niederschläge  zum  Vorschein  gekommen  sind. 

Tm  Zusammenhange  damit  steht  ferner  die  Vermuthung  des  Herrn  S., 
dass  insbesondere  auch  der  Diamant  ein  Condensations  -  und  Krystallisa- 
tionsproduct  von  in  liquider  Kohlensäure  aufgelöstem  Koblenstoft'  sei.  Be- 
kanntlich zeigt  der  Diamant  nicht  selten  Höhlungen,  in  deren  Innern  allem 
Anscheine  nach  ein  nicht  unbedeutender  Druck  vorhanden  ist.  Diese  Höhl- 
ungen, auch  wenn  sie  mit  einer  Luftart  er^lt  sind,  kSnae»  doeh  gerade 
gasförmige  KohlensUnr;  nnter  hohem  Dracke  eatiialtea,  eiae  Aaaahnie, 
welehe  eiae  recht  aageswaagene  ErklAmng  der  Toa  Brewster  beobachtetea 
Farbenringe  mit  dem  sebwanea  Krens  imDiamaatea  riags  am  die  bemerk* 
tea  Höhlaagen  aalXasig  macht.  Der  starke  Draek  der  von  dem  eiagesehles- 
senen  Gase  anf  die  aftefasten  Wandungen  der  HoUe  aasgettbt  wird,  setai 
aftmlieh  diesea  T1i|ul  dea  Kryatattea  ia  einea  fthnUchea  Znstand  und  in  ein 
Ihaliebea  Verhalten  snm  Licht,  wie  das  ungleich  gepresate  Gas  zeigt.  I>ie 
Kohlensäure  wäre  dann  in  ähnlicher  Weise  im  Diamanten  eingeschlossen, 
wie  die  Flüssigkeiten  oder  Mntterlaagea  ia  maachen  andern  natürlichen 
«nd  künstlichen  Krystallen.  Die  ausgesprochene  Hypothese  würde  nun 
sehr  wesentliche  Stutzen  dadurch  erhalten,  wenn  erstlich  das  Vorkommen 
grösserer  Massen  liquider  Kcdilensäure  in  dem  Erdinnern  und  sodann  die 
Auflösbarkeit  des  Kohlenstoffs  in  der  tropfbaren  Kohlensäure  nacliweisen 
konnte.  Das  er.'^teie  ist  aber  nicht  unwahrscheinlich,  wenn  man  den  starken 
Druck  und  die  ungemeinen  (Quantitäten  der  vielen  Säuerlingen  entweiehen- 
deil  Kohlensäure  erwägt.  So  führen  nach  Dunsen  die  Nauheimer 
SauerqueUeu  jährlich  10,000  Centner,  nach  Bischoff  eine  einzige  Gaa- 
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qucllo  bei  Burfchrohl  2017  Contner  dor  Atinospli'iro  zu.  Wsih  (Up  Auf- 
lösliclikeit  dos  IvohlcnstotYs  in  liquider  Kohlensäure  hotiitVt,  so  bat  Herr  S. 
in  Krrnangclung  eines  Natterer'scbcn  Contlensationsajiparats  keine  directcn 
Versuche  inachon  küunen  und  fordert  daher  diejenigen  l'hysiker,  die  besser 
ausgerUbtet  sind,  sn  den  erforderlteheiL  Yenuelien  auf.  Die  Kohlensiltire 
in  einer  mit  etwas  Kohlenstoff  gefällten,  stumpf  umgebogenen,  beiclerseite 
goscbleaMnen  tUurken  Glasröhre  naeh  dem  Voq^ange  von  Faradaj  in  ent- 
vie(eln,  ist  Herrn  Simmler  nach  roehrfaehen  vergeblichen  Versnchen  nichit 
gelungen,  indem  die  Bi^hren  jedesmal  sersprangMi. 

So  ▼ielfach  seit  der  En^ecknng  der  AUotropie  des  Kohlenstoß  auch 
Verwnche  über  künstliche  Diamantenbildung  angestellt  sein  mögen,  so  wenig 
ist  doch  mnVcrhältniss  davon  bekannt  geworden,  w  ahrseheinlich,  wie  Ilr.  S. 
bemerkt,  aus  der  Scheu,  einen  vergeblichen  Versuch  an  pttbliciren,  der  mit 
der  berüchtigten  «Goldmacherei  leicht  in  eine  Classe  geworfen  werden 
könnte.  Herr  S.  bedtauert  dieses  mit  Reolit  ans  dem  Grunde,  weil  die  Be- 
kanntmachung negativer  Kcsultate  insofern  grossen  Nutzen  habe,  als 
dadurch  andere  von  Hlmlichen  fruclitloscn  iJemiihungen  abgclialten  werden. 
Man  mnss  es  mit  Dank  aucrkeunon,  wenn  Herr  S.  auf  der  gegentheiÜgen 
Bahn  in  muthigor  Weise  mit  gutem  Beispiele  vorangeht. 


X7t  Yersuohe  tibor  4ü  VMtigkAit  des  Aluminiums  und  der  Aluminium- 
bronze  (Legirung  von  00  Proe.  Kupfer  und  10  Proe.  Alimininm)»  Von  A; 
Bitter  von  Bono.  Es  wurden  Fdsmen  ans  reinem  Aluminiom  (Mos  mne 
Spur  Eisen  enthaltend)  bei  einem  Quersehnitte  von  ^  bis  ^  QoadrateoU 
den- Versuchen- unterworfen,  und  der  Versucher  erhielt  für  absolute  Festig- 
keit dieses  Metalles  folgende  Besultate. 

Für  gegossene  Stangen  ergab  sieh  die  Festigkeit  per  QuadratsoU  Que^ 
schnitt  beim  eisten  Versuch  au  18570  und  heim  sweiten  Versuch  an  18,010 
Pftmd,  also  im  Mittel  an  18800  Pfund  (10,0G  Kilogr.  pro  Qnadratmillimeter). 

Für  ein  kalt  gehämmertes  Prisma  betrug  die  absolute  Festigkeit  25120 
Pfund  (20,26  Kilogr.)  und  auf  den  zusammen  gezogenen  Querschnitt,  wel- 
cher sich  durch  die  Dehnung  von  0,106  auf  0^17  reducirte ,  3&550  Pfund 
(28,07  Kilogr.). 

Nachdem  die  abgerissenen  Stücke  abermals  uingogosson  und  kalt  gehäm- 
mert worden,  bildete  sich  ein  Gefuge,  welches  ungefähr  in  der  Mitte  zwischen 
dem  blos  gegossenen  und  stark  gehämmerten  Prisma  lag.  Der  Versuch  mit 
diesem  letzteren  Prisma  gab  in  der  That  auch  eine  Festigkeit  zwischen  den 
beiden  vorher  genannten ,  nämlich  in  runder  Zahl  zu  10900  Pfund  (13,02 
Kilogr.).  Auch  zeigt  der  Querschnitt  beinahe  gar  keine  Zusammonziehong. 

Was  ferner  jene  Legirung  aas  00  Proe.  Kupfer  und  10  Proe.  Aluminium 
betrifft,  welche  ausser  der  schönen  goldgelben  Farbe  noch  so  viele  andere 
sohfttsenswerthe  ESgenschallCn,  namentUeh  den  geringeren  Preis,  besitnt. 


Digilized  by  Google 


Kleinere  MiitheiHmgen.  249 

dMS  der  Verfasser  diesem  Metalle  vor  Allem  die  grösstc  ZukoaCk  ptophe- 
zeien  zu  können  glaabt ,  so  wurde  ein  Heise  fehimraertes  Prisma  ▼00  0,108 
Qnadratzoll  Querschnitt  bei  einer  Belastung  vo»  8650  abgerissen,  was,  auf 
den  Qiindratzuli  bezogen  ,  eine  absolute  Featigkeit  TOB  SO^OOO  Pfund  (64»&9 
KÜogr.  pio  (^uadratmilliuietei)  giebt. 

Ein  zweites  Prisma  ans  derselbpn  Legirung,  jedoch  blos  g^possen ,  er- 
gab eine  Festigkeit  von  01530  Pfund  (49,62  Kilogr.). 

Da  nun  die  absolute  Festigkeit  der  Metalle  folgende  ist: . 

Stahl   00000  bis  120000  Pfund, 

WeiohesBken  .    .    .    40000  •  60000 

Stalilarliges  EImh  .   .    00000  •  88100 

Kiffer  (geMmmerk)   .    88000  -  SMOO 

Kupfer  (gegoasen)  .    .    14000  -  18000 

Hewing  14000  -  16000« 

Zink   7000  -  8000 

Ziak'CgegoaMii) .  .  .  8800  -  4000 
80  fliUt  die  Festigkeit  des  gegossenea  Aluminiums  zwiiebmi  2Aak  und  ge- 
gowenes  Kupfer;  jene  des  gut  gebüramerten  Alumimume  uwiMhail  gegOMe- 
nea  und  gehämmcrtee  Kupfer;  die  Festigkeit-  der  gegossenen  Bronce  von 
der  genannten  Legirung  zwischen  jene  des  Eisens  und  Stahls;  sowie  end- 
lich jene  der  gehämmerten  Legirung  nahe  mit  der  Fertigkeit  von  atahl" 
artigem  Eisen  ausammen.  (Oe«tr.  Ingen.  •Ver.) 


XVIL  Heber  die  Ursachen  der  TTebersohwemmiingen  in  den  Gegenden 
des  Harset,  des  Erzgebirges  und  Riesengebirges  am  Ende  des  Juli  und 
SU  Anfang  daa  August  1858.  Die  heftigen  Regengüsse,  welche  im  Sommer 
1888  die  ▼eAearendcoa'  Uebemehwmmnuogea  am  Haim,  in  Sachten  und 
Sehlesien  snr  Folge  hatten,  sind  Ton  Do  ve  uuker  Benuteung  gleichzeitiger 
BeobachtoBgen  und  Veiglaiehung  deneUben -mit  den  aüttleren  Werthen, 
welche  demselbot  Zeiträume  in  einer  llingeren  JahrcMtreibe  «ntapreekea,  auf 
ihre  ürsaehen  surttekgeftthrt  werdea.  Diera  Arbeit  Ton  Doye  {Po(fg.Jmuil, 
Bd.  106,  8. 490)  aeigt  wieder,  wie  wiebtig  die  Baitimmwig  der  mittlereB 
Werthe  ist,  da  sie  allein  entsoliaideB  kfinnen,  ob  das  jetst  Beobachtete  eine 
besondere  Beobachtung  verdieat  oder  in  den  Kreis -des  Gewöhnlichen  fällt 
gestützt  auf  die  Beobachtungen  des  Berliner  meteorologiseheB  Inatitute, 
welche  das  ganze  nördliche  Deutschland  —  Sachsen  ausgenommen  —  um- 
fassen,  hat  Dovo  schon  früher  nachzuweisen  gesucht,  dass  die  in  Deutsch- 
land Ende  Juni  beginnende  Kegenzeit  ihren  Grund  dann  hat,  dass  im 
Sommer  sich  die  Temperatur  im  Innern  des  Continents  unverhiiltuissmässig 
steigert,  während  dagegen  die  dos  atlantischen  Occans  auffallend  zurück- 
bleibt, die  Luft  über  dem  Meere  daher  in  die  erwärmte  aufgelockerte  des 
Continents  eindringt  und  durch  die  Yermittelung  beider  mächtige  Nieder- 
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sehUge  eBtstebmi.  Steigert  sich  in  einem  bestimmten  Jahre  dnrch  anomale 

Temperatorrertheilnng  dieser  Oegensatx  in  dem  angegobenen  Sinne,  so 
ist  die  nothwendige  Folge  eine  Stpigernng  der  durch  diese  Temperatar- 
Differens  hervorgerufener  NiederschlÄge.    Dies  war  nun  im  Sommer  1858 
in  nngewölinlicheni  Grade  der  Fall.   Dovo  stellt  zunHchst,  um  die  Verbrei- 
tnnf^  der  mächtigen  Niederschläge  zu  heurtlieilen ,  die  im  Jnli  und  August 
an  Ol  verscliiedenea  ( )rton  im  nördlichen  Deut.schland  gom(\s.senen  Kegen- 
hölicn  mit  den  mittleren  ^Ve^tll('n  derbt'lben  tnr  diese  ]\fonate  zusammen. 
Ans  dieser  Zusammenstellung  ersieht  man,  dass  während  von  Trier  bis 
Frankfurt  am  Main  die  gowolinliche  Wassermenge  gefallen  ist,  diese  am 
untern  lihein  und  in  Westphalen  entschieden  grösser  wird  und  am  nord- 
westlichen Abhänge  der  norddeutschen  Ctobiige  eine  ungewfihnliche  Höbe 
erhiüt.   Der  fiberatl  gleichseitig  beobachtete  Nordwettwiad  dentet,  sowie 
das  frllhere  Eintreten  der  Erscheinung  in  den  westliehM  G^nden,  darauf 
hin,  dass  die  Ursfiche  nach  Nordwesten  hin  mu  suchen  s^.  Dove  hat  nun 
ffir  ao  Stationen  in  Norddeutschland  aus  sehigihrigen  gleichseitigen  Beob- 
achtangen  die  mitderen  Werthe  der  Temperatur  der  sechs  fttnftltgigen  Zeit- 
rftume  vom  5*  Jnli  bis  3.  August  bereehaet  und  damit  die  im  Jahre  1559  fttr 
denselben  Zeitabschnitt  erhaltenen  Werthe  verglichen.    Ans  dieser  Ver- 
gleichang  ergiebt  sich»  dass  schon  zu  Anfang  des  Zeitraums  vom  5.  bis  zum 
9.  Juli  in  Preussen,  Pommern  und  Schlesien  bis  nach  Sachsen  hin  eine 
Temperaturerhöhung,  d.  i.  ein  Ueberschnss  über  die  normale  mittlere 
Wfirme,  am  Rhein  eine  Abkühlung,  d.  i.  ein  Herabsinken  unter  den  mittle- 
ren Werth  des  zehnjährigen  Zeitraums,  stattgefunden  hat,  die  sich  in  dem 
darauf  folgenden  Abschnitt  vom  10.  bis  14.  Juli  etwas  weiter  östlich  aus- 
breitet;  im  nHchsten  A schnitt  (15.  bis  19.  Juli)  ti-itt  eine  neue  starke  Tem- 
peratur-Erhöhung hervor,  die  in  Ostpreussen  viol  stärker  ist  als  weiter 
westlich,  denn  in  Merael  ist  sie  5*/^",  in  Trier  nur  2W.    Vom  20.  bis  24.  Juli 
wird  das  Extrem  noch  grösser  j  Cöln  zeigt  schon  eine  Temperaturerniedrig- 
nng  yott  fast  einem  Grade,  wfthrend  der  Ueberaehuss  in  Hemel  noch  5  Grad 
betragt.  Die  schon  in  gewöhnlichen  Vevhftltaissen  das  Emströmen  der  Luft 
vom  atlantischen  Ocean  bedingende  Temperatur-Differena  steigert  sich  also  ^ 
hier  noch  von  der  russischen  bis  snr  hoUiadischen  Grftnse  hin  um  ToUe  6 
Grade.   Wird  man  sich  nun  wundem,  sagt  Boye,  dass  die  kiHe  feuchte 
Luft  des  Oceans  hereibbrieht  und  in  der  WSrmeabnahme,  die  sie  eraeugt, 
den  Wasserdampf  niederschlifgt,  der  in  einer  yorher  so  ungewöhnlich  ge- 
steigerten Verdunstung  sich  in  dem  Luftkreise  verbreitet  hatte?  Diese  Ab- 
kühlung tritt  nun  auch  deutlich  in  den  folgenden  Abschnitten  (25.  bis  20. 
Juli  and  20.  Juli  bis  9.  August)  herror  und  «war  ist  sie  in  der  Mitte  des  Ge- 
bietes am  stärksten,  nur  unbedeutend  an  der  östlichen  Grense»  da  ein 
Nordwestwind  es  war,  der  sie  heryorrief. 
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»  IX. 
Studien  Aber  DUfereiitiAjgleieluiiigeBi  Vim  d«r  Fonn 

Von  Professor  Simon  Spitzek. 


Die  Diflerentialgleiclmngen  der  eben  angeführten  Form  waren  aehon, 
namentlich  in  vielen  speciellen  F.Hllen,  Gegenstand  der  IJntersuchnng  von 
bedfutouden  Mathematikern;  icli  erwähne  nur  die  merkwürdige  Art,  wie 
Jviouville  im  XTTI.  Band  des  Journal  de  fecole  polt/t.  diese  Gleichung  auf- 
löst, ferner  die  scliöne  Arbeit  von  Scrret  in  Liouville's  Jounial  tomo  TX. 
pag.  211,  und  im  Oinrs  ifalgehn'  sup.  sec.  edü.  pag.  IIK),  dann  Jiaabe's  Arbeit 
im  3.  Bande  seiuer  Integralrechnung  pag.  2bO,  Wantzel  in  den  tomple 
rehdu  tome  XV IL  pag,  1191,  Jacobi  in  Grelle'»  JquniHl  Band  56,  Seite  149, 
Weiler' im  selben  Jonrn«!  Band  51  etc.  DenBoeh  hoff»  ich,  den  auch 
meine  Arbeit,  die  ich  mir  lüer  mitentheilen  erlaube,  von  dnigem  Werthe 
sein  dflrfke. 

Ich  nahm  mir  snm  Vorbilde  Eni  er  {In^tutione»  4U^,  üUegr,  VoL  IL 
Seck  L  Cap,  X),  der  particnlKre  Integrale  von  beetimmter  Form  vorMu» 
setste,  und  0ifi(Brentialglei6hitngen  bildete,  die  durch  diese  ▼oranagesetsten 
Formen  erfüllt  wurden,  und  «etae  demnach  Torans 

/ 

1)  ,  =J  (tt  _  „)A-\      _  („  +  jj)«  au. 

Um  nun  die  linoare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu  finden, 
welche  durch  den  in  t)  hingestellten  Ausdruck  befriedigt  wird,  bilde  ich 
y  und  y"  und  finde 


(II  — ^)Ä->  (II  +        »  du, 

ß 


y'i=  m («•  —  1)^ (II  ^ a)       («  — /J) («  +  ä)--»  d II. 

Zeiuclirin  r.  iUalliemaUk  u,  PhyRik.  IV.  17 
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Wenn  daher 

2)  ir.y"+^ii<  +  A;y=o 

die  DifferentialgleidinDg  ist,  welche  1)  sum  particnlSren  Integrale  hat|  so 
moss  dieser  Werth  1)  der  Gleichung  2)  genflgen.  Nun  ist: 

y '  +  X.  y'  +  Aiy  «Je«  -  «)  ^-M«  —  Ä («  +  *)— '  [m  (m  - 1 ) ^, 

« 

+  m(ii  +         +  («  +  «)»A;)  Ai 

und  wihlt  man  nun 

derroassen,  dass 

3)  J {u  — o)-^  ^  '  (iz—  /3)'^-'  (u  +  ;r)'«-2  [»,  (m  —  l)  A-,  +     (,/  -f  a)  A\ 

+  («  +  .r)*  X„]  du=  {u  —  «)  '  [u  —  /j)»  +  j-)«- > 
wird  ,  8o  ist  alKdann  gewiss  dieses  zwischen  den  bestinuntcn  Grenzen  «und 
ß  genommene  Integrale  gleich  Null,  falls  nur  A  und  B  positiv  sind. 

Durch  Dift'erenziren  der  Gleiclmng  ;j)  bezüglich  u  erlinlt  man: 

(«  —  «) (m  —  ß)°-^("  +  a:)«--' [m  (m  —  1 )  .\\  +  m  (u + A^,  +  (m  +.r)U;]  = 
(«  —  «)^- » («  —         » («+  «)-- 2     ^„  —  ^)  («  H-  a)  +  B („  —  a)  («  +  .r)  + 

{m  —  l)iu~a){u-ß)] 

und  wenn  man  beiderseits  durch  (u  —  a)^~^(u  —  ß)^  ~  ^     -\- x)"*  ~  ^  dividirt 

m  (»I  —  1)  A',  +  m  (m+a-)  ä\  +  ("+x)«     =  ^  (»'  + 

+  /?(«  —  a)  (M  +  ar)  +  («  —  1)  (m  -  tt)  («  — 
Ordnet  man  beiderseits  nach  u,  so  hat  man: 

[m  {m  —  1)      +  wi  a-      +     ,\    +  «  [tn  A\  +  2x  X^]  +  "*  K  = 
[« i3  (w  —  1)  -  a-  (^i?  +  ^a)]  +  «  [x  (vi  +  ^)  —     ^  +    «)  —  (w  —  1)  (o  +  ß)] 

+  tt«(^  +  5  +  m  — 1), 

folglich  ist  die  Gleichung  3)  eine  identische,  wenn 

4)  «  X,  +  2*^0  =       +  5)  —       +  i?a)  —  (m  -J)  (a  -h  jJ) 

m  (m  —  1)  Tg  +  «  » JT,  +  «•  Ji; = o  jS  (m  —  1 )  —  «  (i<  ^  +  5  «) 
ist.  Hieraus  folgen: 

JToss^-H^+m— 1 

Xt  «  — i      +  a)      +  ^«-l)  +     +     U       -  l)j 
in 

In 

und  die  Differentialgleichung,  welcher  genOgt  wird  durch 

« 

ist  somit  folgende : 
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5>  («  +  «)  (»  +  «  y"  —         «  —  1)  (»  +  a)  -K^  +  m  - 1)  (ar  +  /J) J  y 

+        +  B  +  m  —  l)y=ssO. 
Ich  setie,  um  ein  «weites  particnUresIute^ial  der  Gleielinng  3)  za  er- 
halten,  in  die  Gleichnng  5) 

unter  t  ein»  neue  Vnriftble  «nd  unter  %  nnd  ^  eon«tMite  Zahlen  verttandeh; 

alsdann  ist  ' 

+  tt         1)     +       (a-  +  ^  +  2  A  (a-  +  a)i-i  (ar  + jS)"  z' 

und  somit  bat  man 

(X  -f  a)  i  1  (x  +  /S)  ^ + •  z"  +  (or  -I-  a)  -l  (x  /3)  1  (2  ^  —  —  m  +  1 )  ( +  «)  + 
(2 i -  —  ,„  +  1)  4-  ^)]  2'+  +  a) i  "Har  +  1  —  ^  —  )  (:r  +  „)» 
+  {2 A  —  A  (ß  4- m  —  1)  —  Iii  (.4  -I-  m  - 1)  +  /»  +  ^  4- 0|  C*+a)  («4-e) 
+  A(A-^— m)(x  4-/3)1 

Dioso  Gleichung  vereinfacht  sich  wesentlich  durch  vor^M^hietlene  An- 
nahmen für  A  und  fi,  so  z.  B.  ist,  wenn  man  A  und     so  w&hlt,  dass 

fi=  ^  4-  m 

wrid,  obige  Gleichung  durch  (a»  4-  o)^  (x  4-       ahktirzbar,  nnd  wird 

6)  (x'\-a)x  +  ß)z"-\-[iB'^m-^l){x-^a)  4-      +  ^  4- 1) (0:4- j3)] 

•f  (m4-l)(^4-  ^4-»0~0, 
und  da  diese  Gleichung  aus  de?  Gleichung  5)  dadurch  hervorgeht,  dass  man 
in  5)  statt  et,  A  und  ß  respectiTe  setst: 

—  «  —  1,1 — AmaAl  ^  Bf 
so  hat  man  Air  das  Integral  der  Gleichung  6)  \ji  dem  Falle,  ab  1  ^  ^  und 
1  —  £  positiv  sind 

«  • 

somit  ist  das  complete  Integral  der  Gleichung  .5)  in  dem  speeiellen  Falle, 
wo  ^  und    positive  echte  Brttehe  sind: 

a 

unter  C,  and     willkührliche  Oonstante  verstanden. 

Es  ist  mir  also  gelungen,  das  complete  Integrale  der  Gleichung  5)  in 
dem  Falle  anaageben ,  wo  Ä  und  B  positive  Zahlen  sind ,  von  kleinerem 

17» 
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Werth«  als  1 ;  j«  es  gilt  das  Integral  7)  meh  dann,  wenn  A  maA  B  imagin. 
sind,  wenn  nor  die  ifedlen  Bestandtheile  dieser  Zahlen  positiv  nnd  kleiner 
als  1  sind. 

Der  speeielle  Fall,  wo 

^  =  4  B  =  k  »»  =  —  1 

ist,  verdient  Beachtung.  Denn  alsdann  ist  nicht  mehr  in  der  Formel  7)  das 
oomplete  Integral  vorhanden,  sondern  man  hat  dann  fUr  die  Gleiebung 

8)  («  +  o)(*  +  /?;y'+(2a:  +  «  +  ^)|^'  +  iy  =  0 

das  Integrale . 

^  4-  C  fl   '1"-^  - 

wie  ich  sogleich  nachweisen  werde. 

Ich  nehme  auuächst  das  erste  particuläre  Integrale 
'  ß 

^  r  du  

YjOr;  dies  giobt  differenzirt 

.  ,  /  du 

*      y  ^(«-«)(«-S)(„+a;)» 
und  folglieh  hat  man : 


du 


oder  rednoirt: 

(a;  +  a)  («  +  /J)  1/"  +  (2 «  +  a  +  /J)    +  ^  S>  ^ 

|3 

A «  +  <3  —  2  w)    +  II«     2 («  +  ^+  3  g  /?  ^  ^ 
Nun  ist  aber 

+  /3  —  2 ») o:  +     —  2 («  +  gl+lftg rf« ^ _ ("  — 

wie  man  sieh  doreh  wirkliches  Differenairen  ttbersengen  kann,  folglich  ist 

f 


a 


and  die  Gleichung 
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(x  +  «)  (a:  +  ß)y"-\-  (2  jr+a  +  ^)  0 
wird  durch  den  in  10)  steheuden  Ausdruck  erfüllt,  wie  t^ewiesen  werden 

Bollte, 

Ich  wende  mich  nua  zum  aweiten  particaläreu  lutograle  und  werde 
uaubweiäen,  dass  auch 

der  Gleichung  öj  geiiii^jt.  '      "  " 

Aus  11)  folgt: 

J/(„_„)(„-^)(«+a.)»    y  +  «  ^(«^)(«~/J)<ii+ar)» 

und  somit  ist : 

(»  +  a)(ar+/3)y"+(2x  +  a  +  |S)y'+iy= 


.     •        j.  A      +  «)  (•^  +  ^)  -  {ti  +  o:)  (2a-  +  «  •       .  . 

J  ^/(u-«)(«-^)(«+a;)» 

Der  Bweite  Theil  dieser  Gleiclmng  llsst  sieh  «bor  «ach  so  sehreiben : 

and  wenn  man  das  erste  Integral  naeh  de?  Methode  def  theilweisen  Inte- 
grireos  behandelt 

(a: +«)(«  + /3)y''+ (2»  +  a  + /?)|^+ 


oder  redncirt: 


— tt«)  . 
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+  a)  (x+ßjy"  +  C2a;  +  a+fty+|y  = 

was,  dem  frühem  zu  Folgo,  Null  ist;  somit  i.st  wirklich  der  in  9)  stehende 
Auedruck  das  complete  Integrnl  der  Gleicliung  8). 

Unterwirft  man  die  Gleichung  b)  einer  «fachen  Differentiation,  so  er- 
hält mau : 

{x  +  a)  (a?  +  (-+2)  +  («  +1)  (2«  +  «  +  ^)  y <»+^>  +  (»  +  i)»  jf («>  =  0 
und  setat  m»ii  hierein 

80  ktfmint  man  in  der  Oleiehnng: 

t2)  (ar+«)(«  +  /l)«"i-{ii  +  l)(2«+«  +  «*  +  («  +  4)«»«=0, 
von  welclier  ich  belianpte,  das«  ihr  geafigt  wird  doreh 


du 


y       «+«  «)(«.— + «)*"+^ 

anter  n  eine  gans  beliebige,  aber  constande  Zahl  yerstanden. 

Um  diese  Behanptnng  zu  rechtfertigen,  werde  ich  wirklich  die  «uiael- 
nen  particoU^en  Integrale  in  die  Gleichang  12)  sabadtnlrtD,  und  habe  so- 
mit unter  Annahipe 


■4 


du 


fttr  z  and  i"  die  naclifolgenden  Werthe: 

*  *  «  ^(w  —  «)  (« — j3)  (u  -t-      "  +» * 

(laher  ist : 

oder  redncirt : 
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(a:+a)  (a:  +  /3)  i"+  (n  +  1)  (2ar+«  +  ß)       ("  +  4)'  ^  = 

—2(« +       +l)tt  +  a/S(2«+3)] . 

Nun  ist 

4    J/(tt-«)(u— fJ)(u-a:/^''+-'L 

- 2(«+j5)(«  +  1)«  +  «^(2«  +  3)J  =  —  y  \,,_^^)2,4>» 

WM  Mwohl  fttr  MS«  als  auch  für  icssjS  Null  wird,  somit  ist 

_  r  du  

ein  Integral  der  Gleichung  12). 

Ebenso  erhslte  idi  nuter  Annahme  von 

-_As'*-«Hn-ß)  du 

«  +  «  -o)(m— /S)(u  +  a; 


z 

für  z'  und     folgende  Ausdrücke : 


„    (2n4-l)(2»  +  3)  /  ^)    rf" 

/  du  ;_ 

somit  ist: 

(«  +  «)    +  +  l)(2a?+a+j8)«'+  (»•+i)*«= 


Digitized  by  Google 


258  Studien  Ober  Differentlftl^leichungen. 


oder  redvcirt: 


y  jf/(M  — «)(«— /3)(M  +  a:)2«+» 

uud  diess  giebt  weiter  behandelt : 

(a: +«)  (u;  + /3)  + 1 )  (2  o: + a  + /S) (n  +  i  = 

f 

waa  dem  früheren  zu  Folge  gleich  Null  int. 

Die  Gleicliung 

12)      +        +  («+ l)(2;r  +  «  +  /J),'+ («+|)iz«0, 

deren  eompletes  Integral 

.  13)     ,=C.  f 

ist,  und  welche  aas  der  Gleichung  5)  hervoi^eht,  wenn  man  in  selber 

^  =  4,   i?==i,    «  =  —  («  +  4) 
setzt,  gestattet  eine  Transformation,  die  ich  noch  diflrchsafhhren  beabsich- 
tige.   Setst  man  in  12) 

(«  +  «)(«+/?)  =  «, 

so  ist 


und  da  alsdann 


(2a:  +  «  +  /3)^=4^+(«-|3)* 

ist,  so  hat  man: 

14){[(4^+(«-^)«j'^,  +  [2^(2«4.3)+(«+l)(«+^)*J^+(«+4)*ys^^^ 

welche  Gleiohnng  also  ebenfalls  ein  Integral  mit  einem  logarithmischen  Be- 
standtheil  versehen  hat,  femer  erhält  man  die  Gleichung  14)  beliebig  oft 
differensireud,  Bifferentiaigleichnagen  von  ähnlicher  AxL 
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Ich  habe  bis  jützt  von  dar  Gleicbnng  &)  in  mehreren  speciollen  Fällen 
ein  logarithmisclies  Integrale  angegeben,  und  ich  will  nun  die  Gleichung  5) 
in  dem,  die  früheren  Fälle  umfassenden  allgemeinen  FaHb  betrachten,  wo 

f)  =  l 

ist,  A  und  B  aber  beliebige  positive  Zahlen  bedeuten.    Die  Gleichung  5) 

ist  alüdnuii 

15)  (x  +  a)(u+j3).v''-[(/?+m-l)(x+a)+(^+/ii-l)(a-|-/3)]2'+w«i/==0, 
uud  hjit  zum  integrale  : 

+  C,J(u  —  a)^ - '  («  -  /3) +  % 
a 

nnter     und     willkührHohe  Oonstante  ▼erstanden. 

Daaa  du  erste  particulXre  Integrale  genügt,  iat  wohl  von  eellter  klar^ 
ich  habe  daher  nur  dariathun,  ilasa  auch 
f  ^ 

y=J (u-a)  ^-i{u—ß) (tt  -f-  xy  log  du 
m 

der  61eichn«g  15)  Genüge  leiatet  £■  itt: 

ß) 


du 


+  {l^%m)jlu-my'^(fi----ßy'^iu+xy-^du. 


du 


uud  folglich  hat  man : 
{X  +  «)(«+ ß)M"—Liß  + 1»  -X)  (.«  +  a)  +  1)  (o;  +  1/ 

J 

« 

-I- + m  -  1)  (a •  + «)  (a.  +  u)  +     +  in  —  1 )  ( X  + /3)  («  +  K)]  rf  « , 
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oder  Baeb  voifenommeaer  Beduciion,  unter  »feetMr  Berttekaiehtigmiig,  dass 
ist, 

(a:  +  «)  (x + /J)  y"—  [(J?  +  m  - 1 )    + a)  +     +  m  —  1)  (a: + i3)]  y'  +     y = 
ß 


a 

{aß  —  2a  ßm -\-  Aßti  -\-  Ifau-j-aum-^-ßum  —  ßu  —  a  u)]  du. 
Da  uuu  für  positive  Wertlie  von  A  und  ß  folgende  Gleichung^  stattfindet : 

/ 

—  m  /  («  —  ("  — («  +  «)""^  [(««^/^  («  +      +      —  O)  (U  4.«:) 

a 

SO  liJit  man,  diess  gehörig  benutzend  und  redncirend, 

{x  +  «)  (x  +  ^)  j,"—  [(5  +  m - 1)  (a:  +  a)  +     +  m— 1)     i-ß)]y+m*y  = 

+(«— l)(ii~«)(«-i5)]di». 
Der  «weite  Theil  dieser  Gkiehuig  ist  Kall,  weil  du  unbestimmte  In- 
tegrale  den  Wertb 

bat,  der  sowobl  ftr  «»«  als  ancb  fttr  n^essß  Tersebwindet. 

Beyer  icb  weiter  gebe»  bemerke  ieb  nocb^  dassDifferentialgleiebQDgeB 
▼on  der  Form 

16)  («•»"+ii«)»"+(|»«*+^)y+r*f'==o 
sieb  dureb  Sabstitation  von 

in  Gloichnngen  der  eben  untersnchten  Form  verwandeln,  und  dass  die  zwei 
Oleichaugea,  welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  TorlLommen: 

ar  (1  —  (l—Sx')y'~xy  =  0, 

( 1  -  ar »)  y"  +  (1  —  a:«)  y ' -I- » ,  =  0 
specic'llc  Fnlle  der  Gleichung  sind. 

Ich  wende  mich  nun  au  die  Untersuchung  des  speciellen,  bisher  noch 
nicht  besprocheneu  Falles,  wo  der  erste  Coefficient  der  Gleichung  ein  voll- 
kommenes Quadrat  ist,  wo  man  also  die  Gleiebnng 
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17)  (^-h«)'y"  +  (t«  +  r)jf'4-*y«0 

zut  Int^atton  Torliegen  hat. 

Für  w  +  asm^  geht  dieselbe  fiber  in 

und  ist  Jetzt  eiii  «peeieller  IfaHH  folgender,  vom  Herrn  Petsral  integrirten 
Oleiebang: 

«•  y"  +  « (^1  +  »1 « r)  f ' + U + J?, »- + Co « «• )  y = 0 

(siebe  dessen  Werk  1.  Band,  Seite  105).   Setat  man  in  dieser 

m=— 1,  B^ssCtssiO^ 

so  bat  man 

1«)  ^/'+  0. 

welebe  ▼olÜtommen  mit  der  Gleiebnng  18)  übereinstimmt. 

Dnreb  EinfBliniag  einer  nenen ,  nabliingig  Variablen  t  mittelst  der 
Sabstitatioii  <^ 

k<Mnmt  man  sa  der  Gleiebnng: 

welcbe  für  , 

UDter  k  eine  Wurzel  der  Gleichung : 

*«  +  A:Cl  — ^.)  +  ^,=  ü 
verstanden,  folgende  Form  annimmt: 

-f- (2*  +  «-.^,  —      I)  «  =  0, 

somit  eine  Dilfcrentialgleichiing  zweiter  Ordnung  ist,  mit  Coeflicientcu,  die 
bezüglich  der  unabhängig  Variablen  der  ersten  Potenz  angehören.  Ich 
habe  mich  mit  solchen  Gleichungen  vielfach  beschäftigt,  und  Integrale  der- 
selben unter  verscbiedenou  Bcdiuguugeu  aufgestellt.  So  ist  z.  B.  in  dem 
Falle,  wo 

A>0  und  ^  +  2>^, 

ist 


Bi 


somit 


Iii 


0 

ein  Integral  der  Gleicbuiig  LU). 
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Wenn  man  umgekehrt  y  in  folgende  Form  Toranssetzt: 

m 

0 

uud  die  DiftVrcntialgleicIiuiig  zweiter  Ordnung  sueht«  die  durch  diesen 
Werth  befriedigt  wird,  so  hat  man: 

m  • 

y  /„^J+i  f^'^"  «  ^- Hu  -  m)^- 1  du 

0 

m 

0 

m 

0 

m 

0 

M 

0 


und  somit: 


m 

u 


0 

+ Ä{Ä'\-i)    (»+«)* —{»+«)» « — ^  (»+  a)«    +  (« + «)*  arj  d«. 

Setst  man 

J',  =    +  «)', 

80  gestattet  obige  Gleichung  eine  Rcduction  in  folgender  Weise: 

0 

+  ^  (/f  +  l)  (j  +  af  —  -V,  u  -  ^  (er  4-  a)  J,  +  (x  +  «)» 
und  iHsst  man  einstweilen  die  liitegrationsgrenzen  ausser  Acht,  so  kanu 
man  den  «weiten  Theil  dieser  Gleichung  gleich 

annehmen,  und  .l'n  -Vi  dorma.s.son  bestimmen ,  da^s  wirklich  identisch  diese 
Toranjigesetzte  Gleichheit  bcbteht.    Denn  man  hat  die  Gleichung 
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f^^l)ä+i  f  ^u^-'  («-«)«-U«'+2(^+l)(*H-«)«+-<U+l>(*+«)»  - 

1  — 

^Ä\u  —  A  (x  +  a)  A\  +  (x  +  a)'  A\,]  d u  —  — r-j^. m ^ (u  —  m)'^ 
nach  u  difFerenzirend  und  alsdann  redncirend: 

li^+2(^+l)(*+a)«+^(.i+l)(x+«)*—A',M—^(x+«)^, +(,+«)»  jr^sss 

«  («  —  m)  -f-  ^  (m  —  m)  (a:H-ff;  4-irtt(»-J-«), 
woraoB  nach  weiterer  R«duction  folgen : 

^/ ( ^  +  1 )  (ar  4- a)  —  ^  JT,  +  (x  +  «)  ^0  =  — »». 
Es  gehen  hieraus  hervor  : 

■  .1„=.-/(1-Ä), 
somit  genügt  der  Diiferontialgleichung: 

22)  (X  +  [m  +     _       2)  (or  +  «)J       ^  (1  -  ^)  y  =  0 

du  Integrale: 


0 

nur  inflssen  A  lind  poutir  sein,  weil  sonst  der  Ausdruck  21)  Ar  ti  s=0 
nnd  ti  =  si  nicht  Null  wflrde.    trollte  angleich 

sein,'  so  hat  man  Air  die  Gleiehnng      folgendes  eomplete  integrale : 

0 
0 

Man  kann  nnn  auch  sehr  leicht  fttr  die  Gleichung  22)  in  andern  Fttllen 
das  cQmplete  Integrale  aufstellen,  denn  die  Gleichung  22)  geht  durch  die 
heiden  Substitutionen  ^ 

über  in : 

deren  completes  Integrale  sidi  angeben  Iftsst,  nnd  ist  dasselbe 
so  hat  »an  filr  das  eomplete  Integrale  der  Gleichung  22) 

^ = + (ir+  J + + «)  ^  Gt^)- 
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X. 

Vorläufige  MHtheilungen 

über  (lif 

Ergebnisse  vergleichender  Versuche  über  den  AasfliuMi  der 
Luft  und  des  Wassere  unter  hohem  Drucke. 

Angestellt  im  Sommer  1856 
▼on  , 

Bergrath  Professor  Julius  Weisbach.  • 

(Aus  der  Zeitschrift  „Der  Civiliogenioar/*  Neae  Folge,  V.  Band,  I.  Heft.) 


Ueber  den  AnsfluM  des  Wassers,  sowie  Aber  das  Avsstrdmen  der 
Lnft  nnter  hohem  Drucke  sind  bis  in  die  neueste  ZeitnmfassendeVersncha 
nicht  angestellt  oder  wenigstens  nieht  ▼eröffentliebt  worden.  Gleioh- 
wohl  ist  es  fdr  die  praktische  Anwendung  sehr  wichtig,  zu  wissen,  ob 

die  durch  Versuche  bei  kleinem  Drucke  erprobten  Ausflussgesetze  hei 
höheren  Drücken  ihre  GUtigkeit  behslteUi  ob  namentlich  hier  noch  die 
Contractionserscheinnngen  tind  KeibungsverhMltnisse  dieselben  sind,  wie 
beim  Ansflusse  unter  kleinem  Drucke.  Insbesondere  ist  die  Ausführung 
von  Versuchen  über  den  Ausfluss  der  Luft  unter  höherem  Drucke  deshalb 
besonders  wichtig,  weil  nur  durch  dieselben  darzuthnn  ist,  welches  Gesetz 
bei  diesem  Ausfinsse  obwaltet.  Hal)en  wir  doch  über  den  Ausfluss  der  Luft 
aus  Gctassen  dreieiloi  Formeln  (siehe  meine  Ingenieur-  und  Maschinen- 
mechiinik  Band  I,  Seite  881  u.  tig) ,  wovon  doch  gewiss  nur  eine  richtig  ist 
und  den  Erfahrungen  entsprc^chen  kann!  Aach  weichen  die  von  verschie« 
denen  Bxperimentaloren  geAindenen  Ausflnsscoefficienten  der  Luft  so  sehr 
▼on  einander  ab  (siehe  HtthSe^s  allgemeine  Encyclopädie  Band  I,  den  von 
mir  bearbeiteten  Artikel  „Ausfluss,"  Seite  4KS2;  CSOu.  flg.),  dass  man  in 
Zweifel  gerkth,  welche  von  diesen  Erfahrungssahlen  in  ▼orkommenden 
Fftllen  der  Prakls  anauwenden  sind. 

Bs  war  nun  schon  Iftngst  meine  Absicht,  diese  Unsicherheit  durch  Aus- 
führung von  neuen  und  umfassenden  Versuchen  zu  beseitigen  und  dadurch 
dem  Praktiker  ein  sicheres  Mittel  sur  Bestimmung  der  Ausflussmengen  der 
Luft  unter  gegebenem  Drucke  zn  verschaffen,  und  ich  hoffe,  dass  mir  diese 
endlich  durch  die  im  Sommer  1856  angestellten  und  nun  berechneten  Ver- 
suche gelungen  sei.  Dieselben  sind  mit  den  verschiedenartigsten  Mund- 
stücken und  Röhren,  sowie  bei  sehr  verschiedenen  Drücken  von       bis  zu 
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«4  AtmotphXren  angestellt  vArdea.  Um  AvalIvMTcriilltiiiMe  der  Luft 
mit  denen  des  Wafloers  direct  vergleichen  zn  können ,  habe  ich  mit  densri- 
ben  Mundstücken  und  Röhren  und  nnt«  fast  gleiehen  Drücken  anch^  Ver- 
guehe  über  den  Aasfluss  des  Wassers  angesteUt.  Die  meisten  ftlteren 
Versuche  sind  bei  viel  kleinerem  Wasserdrucke  angestellt  worden,  da  selbst 
bei  den  Vereucl^en  der  Michelottis  die  grösste  Druckhöhe  nur  21  Pariser 
Fuss  betrug,  und  nur  meine  in  Band  I  des  Ingonieurs  (Seite  558)  veröffent- 
lichten Versuche  l>ei  12  Atmospliären  Druck  machen  hiervon  eine  Aus- 
nahmo.  Da  die  letzteren  V^ersuche  nicht  umfassend  genug  ausgeführt  wor- 
den sind,  so  möchten  daher  die  1850  ausgeführten  Versuche  über  den  Aus- 
liuss  des  Wassers  unter  1  bis  2  Atmosphären  Ueberdruck  nicht  ohne  Werth 
nnd  Interesse  sein.  Nebst  diesen  Versuchen  habe  ich  auch  noch  mehrere 
vergleiebende  Verraebe  Uber  den  Luft»  nnd  Wasserstoss,  sowie  auch 
«olebe  Aber  dieHdbe  springender  Strablen  angestellt.  SKmmtUcbe 
▼ergleicbende  Vermiebe  fiber  den  Ansfloss  der  Lnft  nnd  des  Wasiera  werde 
icb  ansftbrlieh  im  dritten  Hefte  des  sehen  im  Jahre  18tt  b^nnenen  Wer- 
kes „TJntersncbnngen  im  Gebiete  der  Heebanik  nnd  Hydranlik**  bescbrei- 
ben  nnd  bierron  im  Folgenden  nnr  die  Hanptergebnisse  mittheilen. 

A.  Versnobe  Uber  den  Ansfluss  des  Wassers. 

Die  hierher  gehörigen  Versuche  über  den  Ansfluss  des  Wassers  sind  an 
einer  eisernen  Wasserleitungsröhre  von  18^  Zoll  (sJichs.)  Weite  mit  circa 
00  Fuss  Druckhöhe  angestellt  worden.  Diese  liöhre  (siehe  den  Kalender 
für  den  Sächsischen  Berg-  und  HUttenmann,  Jahrgang  1H4(»,  Seite  20)  führt 
in  der  Nähe  der  sogenannten  Altväterwasserleitung  \\vo  Minute  200  Cubik- 
fuss  W^ asser  aus  dem  rothcn  Graben  quer  Uber  das  Münzbachtbal,  und  den 
Gehängen  desselben  folgend,  ii^.den  oberen  Anfschlaggraben  der  Omba 
Churprini  Friedrieb  August  Erbstolln.  Der  Theil  dieser  Eöbx«,  -w«i^f 
in  der  Tbalsohle  liegt,  enthXlt  ein.  Seike&fobr,  nnd  an  dasselbe  habe  ieb  ein 
sieb  allmälig  erweiterndes  Aoainsirobr  aageseliranbt'  Das  weitexEnde 
dieser  Rdhre  wnrde  dnrch  eine  eiserne  Platte  Terschlossen,  wdebe  in  der 
Ii üte  ein  Loch  enthielt»  worin  sieh,  genan  wie  bei  dem  bydranliseben  Vev* 
sncbaapparat  (siebe  meine  Experimentalhydraalik,  Seite  5),  die  Tersehiede« 
nen  Mundstücke  und  Rühren  einsetsen  Uessen,  wfthrend  seitwärts  in  das- 
selbe f'm  bleiernes  Bohr  einmündete,  welches  nach  einem  als  Piesometer 
dienenden  Gefässmanometer  mit  QneeksilberfUUnng  fiUhrte.  Dieses  Instrn* 
ment  gab  den  Druck  des  Wassers  unmittelbar  vor  seinem  Ausflusse  durch 
die  Höhe  einer  Quecksilbersäule  an,  und  es  war  daher  nicht  nötliig,  die 
Tiefe  der  Ansflussmündung  unter  dem  Wasserspiegel  ausznmessen  und  die 
in  Abzug  zu  bringenden  Widerstände  in  der  Leitungsrohre  auszumitteln. 

Zum  Schlüsse  habe  ich  endlich  auch  noch  mit  denselben  Mundstücken 
Versuche  über  den  Aussfluss  des  Wassers  unter  kleinem  Drucke  in  der  Art, 
wie  iu  der  „Experimentalhydraulik"  angegeben  wird,  ausgeführt. 
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Die  Uauptergebnisse  dieser  Versuche  über  den  Ansfliiä»  dea  Werners 
unter  hokem  Drucke  (bei  ciree  17  Meter  DrsekhCke)  sind  falgeede: 

Bei  Kreismfind engen  m  der  ebenen  dfinnen  Wand  von  1  bis 
Centimeter  Darebmesser  ist  der  Ansftnsscoeffieieot 

f»  =as.0,e8»  bis  0,G04; 
bei  einer  Kreismttudung  in  der  conisch  convergenten  Wand  mit 
dem  Oonveigenswinkel  von  100  Grad,  von  1  Centimeter  Dnrcbmesser,  fiel 

'  m  —  0,T1(S  ans, 

und  bei  einer  solchen  in  der  conisch  divergenten  Wand  mit  dem 
Divergeuzwinkel  von  100  Grad  stellt  sich 

fx  ~  ü,504  heraus. 

Diese  Ergehnisse  sind  ganz  conforni  mit  den  Resultaten  der  Ansfhiss- 
verßuche  unter  kleinem  Drucke  und  weichen  von  diesen  auch  nur  wenig  ab. 

Mittelst  einer  kurzen  c  y  1  i  n  d  r  i  s  c  h  e  n  A  n  s  a  t  z  r  u  h  r  e  von  1  Centi- 
meter Weite  und  3  Centimeter  Liinge  war  ein  Ausllu.ss  mit  gefiillteni  (^)ucr- 
schnitle  n  i  cht  zu  erlangen,  eben  so  wenig  dann,  als  man  durch  eine  gleiche 
Ansatzrölue  die  Länge  dieser  K«»hre  verdoppelt  hatte. 

Nachdem  m.an  endlich  diese  zusammengesetzte  Röhre  mittelst  eines 
dritten  cylindrischen  Ansatzstuckes  von  1  Centimeter  Weite  und  3  Centi- 
meter Lauge  neun  Mal  so  lang  als  weit  gemacht  hatte,  erhielt  man  zwar 
einen  scheinbar  vollen,  jedoch  mit  starken  Pulsatiouen  verbundenen  Aus- 
fluss,  es  fiel  aber  der  Ausflusscoefficient  fi  nur  0,732  aus. 

Um  einen  Ausfluss  mit  gefülltem  Querschnitte  und  ohne  bemerkbare 
Pulsationen  und  in  parallelen  Fäden  zu  erlangen,  musste  die  den  Druck 
Tor  der  Ausmttudungsebene  messende  Dmckbühe  dnreh  Stellung  des  Heb- 
nes  in  der  Znflnanröhre  ron  17  enf  5  Meter  rermindert  werden.  Bs  stellte 
■leb  denn  • 

und,  Heeb  Abng  der  Reibungen  in  den  beiden  Ansatsstlieken, 

fi»  0,818 

heraus,  wie  aueb  ungefllbr  M  Versueben  unter  kleinem  Drucke,  bej  euren 
1  Meter  Druekhöbe,  gefanden  wird. 

Eine  einfache  cylindriscbeRöhre  von  1  Centimeter  Weite  und  3 
Centimeter  Länge  mit  inwendig  abgerundetem  Rande  (siebe  Experiraentsl- 
hydranlik  Figur  45,  Seite  83)  gab,  bei  17  Meter  Druekhöbe,  den  Ausfiuss- 
eoefficienten 

jtt  =  0,070. 

Ganz  ähnlich  verhielt  sich  der  Ausfluss  de»  Wassers  durch  eine  kurze 
cvlindrische  AnsatzrOhre  von  1,41  Centimeter  Durchmesser  und  der 
dreifachen  Länge.  Auch  Iiier  war  bei  17  Druekhöbe  ein  voller  AusHuss 
nicht  zu  erlangen.  Erst  nachdem  man  tliere  Röhre  durch  ein  gleiches  cy- 
lindrisches  Ansatzstück  doppolt  so  lang  gemacht  liatte,  erhielt  inan  bei 
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Droekhöhen  unter  1S,S  Meter  eiaea.  Aveflöw  mit  gefBlltem  Qaencbnitt,  und 
««  ergab  eiek:  füir 

11  Meter,    ar  0^3, 

sowie  itir 

A  =  8  Meter,  |u  =  0,822. 
Eine  c  y  1  i  n  d  r  i  s  e  Ii  e  A  ii  s  at  z  r  ö  h  r  e  von  2,44  Centimeter  Weite  und 
7^2  CBntiineter  Länge  gal),  naclidem  man  sie  ebenfalls  darcb  Ansatzstücke 
auf  das  Dreifache  verlängert  hatte,  unter  17  Meter  Druckhöhe  voUea  Aus- 
tiubi»  uod 

ju  ===  0,815. 

Auffallend  gross  sind  die  Ausflosscoefficienten  für  conoidische  und 
conisehe  M4(breB  »uttgefallen;  9ß  iei  diesem  mfülge  aDauuehmen,  das» 
hier  Mmi  Dctteken  das  Wasser  fast  gaas  mit'  der  tiaeor^isolMu  Ge- 
schwindigkeit ausfliesse,  also  die  Erfahrung  der  Theorie  entspreche. 

Ein  coaoidlsches  Mnnd^stilek  von  1  Centimeter  Ansmflhdm^^- 
•weite  (Experimentalfajdraalik,  Fignr  22,  Seite  41)  gab  einen  schSnen  kry- 
ktallfthnliehta  Wasserstrahl  nnd  führte  auf  den  Anaflnsaeoefficienten 

fi  £3  0,994; 

ferner  eine  kurze  c'onische  RShre  ^on  derselben  Mfindnngsweite  nnd 
7  Qrad  0  Min.  Cenrergens,  wies 

:  ^  =  0,981 

nach ,  und  eine  Uhnliche  Röhre  mit  innrer  Abmndang  (siehe  £:qperimei|* 
»alhydraolik,  ITigur  bO,  Seite  88)  gab 

Eine  iHnfreie  conischo  K<ilne,  inwendig  abgerundet,  10,5  (Zentimeter 
lang,  in  der  Ansmündnug  1,4  und  in  der  Einmündung  3,8  Centimeter  weit, 
führte  auf  den  Werth' 

fi  =  0,087 

fiHr  den  AosflnsseoelficieBten. 

An  diesdbe  RdÜre  ein  eonisehes  Ansmtbidnngsstttek  tmi  t  Omtimeter 
flnsserer  Welte  nnd  5  Grad  44  Min.  Convergeuz  angesetst,  gab  den-  Ans- 
flasseoetteieBten 

f»8G,(i94. 

Um  den  Seibnngs widerstand  des  Wassers  bei  grossen^Ge- 
seh  windigkeiten  an  erproben,  sind  Veranehe  ttber  den  Ansflnss  dnrch  Glas-, 
Messing-  nnd  Zinkröhren,  von  verseliiedenen  Weiten  und  Längen  angestellt 
worden.  Dureh  dieselben  wird  die  Richtigkeit  oder  Zulänglichkeit  der  in 
$.  396  meiner  Ingenieur-  und  Maschinenmechanik  aufgestellten  Erfahrungs- 
formel nnd  der  hiemach  berechneten  Tabelle  (S.  397),  sowie  auch  das  all- 
malige  Abnehmen  der  Coefücienten  der  Wasserreibung  bei  wachsender  (ie- 
schwindigkeit  des  Wassers  nachgewiesen. 

Für  eine  Glaurühre  von  1  Centimeter  Weite  imd  2  Meter  Länge  cv^^-ib 
sich,  nach  Abzug  des  Widerstandes  beim  Eintritte,  der  Widerstaudscoefhcieut 

Zettschritl  f.  Malhoiuatik  u.  l'hysik  IV.  18 
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wobei  die  mittlere  Geschwindigkeit  p  =  8»514  Meter  betmg;  sowie  für  eine 
solche  Röhre  von  1,48  Centimeter  Welte  nnd  1,796  Meter  LXnge» 

g  =  0,01865 

gefunden  wnrde,  wobei  die  tnittlete  Gesehtriiidigkeit  den  Werth  »  =  10,178 
Meter  hafte. 

Eine  glatte  Messingrtfhre  tob  1  CentiaMter  Weite  nnd  t  Meter  Länge 
gab  bei 

V  =  S,6:n  Meter,  t  — 0,018095, 
nnd  dieselbe  abgekürzt  bis  0,085  Meter  Länge,  führte  bei 

r  —  12,S20  Meter,  auf  ^  ~  0,01784. 
Die  Hniipter5;el)iii.';se  <]er  Versueho  an  den  übrigen  Röhren  sind  mit 
den  Torsteheudeu  liesultateu  iu  folgender  Tabelle  easamraengeuiellt: 


Bezeichnung  der  Röhren. 

Weite 
der  Bohre. 

C^hirindig- 

keit  des 
Wassers  in  der 
Röhre. 

Reibangs- 
eoef&cient 

Engere  Glasröhre  .    .  . 

1,0» 

CenL-M. 

8,51 

Meter. 

0,01815 

Weitere  Glasröhre     .   .  , 

1,43 

t* 

10,1$ 

»» 

.  0,01865 

Engere  Messingröhre  .  . 

1,04 

II 

8,64 

»» 

0,01860 

Desgl.  kürzere  .... 

1,04 

i> 

12,32 

»1 

0,01784 

Weitere  Mcssingröbre 

1,43 

II 

8,60 

M 

0,01719 

Desgl.  kürzere  .... 

1,43 

II 

12,40 

n 

0,01 7:i6 

Weitere  Zinkröhren  . 

2,47 

»» 

3,10 

^1 

0,01962 

Desgl.  kürzere  .... 

2,47 

>» 

4,73 

?♦ 

0,01838 

,,      noch  kürzere  . 

2,47 

>i 

6,24 

» 

0,017iH) 

nooli  kllraere  .  . 

2,47 

»» 

9,18 

•1 

0,01670 

Es  ist  wohl  kaum  nöthig,  zu  bemerken,  dass  diese  Coefficienten  der 
Formel  «• 

l     9*  ' 

entsprechen,  woiin  »• 
h  die  Dmekhöhe, 
I  dfe  ROhfenUtaig«, 
ä  die  RShrenweite  nnd 

V  die  mittleve  Gesehwindigkeit  des  Wassers  in  der  - Röhre  be- 
zeichnet. 

Die  Tabelle  der  Reibungscoefficienten  auf  Seite  740  meiner  Ingenienr- 
nnd  Maschinenmechanik,  dritte  Auflage,  giebt  Atr 
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»=3  4    „     (:  =  0,0191, 
''^S    it     t«e  0,0187. 
Es  ist  also  die  Uebereinstiinranng  eine  ziemlich  grosse. 
Endlich  sind  auch  über  die  W  i  derstände  in  Knie-  und  Kropf- 
rölireii  eini<^e  VertsUehu  unter  hohem  Drucke,,  odsr  vitlmebdr  bei  groSMll 
Au8liussgesch>vindigkeiten,  »ingostellt  worden. 

Einf!  rcclitwinkcligp  Knicröliro  von  00"  Ablenkung  und  1  Centinietor 
Weite  (siehe  Figur  84,  Seite  151  der  Expcriiuentalhydiaulik)  gab,  nach 
Abzug  der  übrigen  Widerstände,  den  Coeflicienten  des  Kuiewiederstandes, 
li=  1,9597,  wogegen  er  an  jener  Stelle  der  ExperimSntalhydraulik  tur 

*  =  0,899  Meter  t  ==  1,902 

gefunden  wir<l/ 

Für  ftintf  KriopfrOfare*  Ton-'W  Grad  Ablenknng  imd  I  Oentimeter 
WeSte  («ielie  If^gnr  OS,  Sehe  158  der  E&perimeutelhydraalik)  ergab  sieb  bei 

■  '  A  '=3l7  Meter  i:  =3  0,21»,  ' 

nf SUrend  die  Bkp^rlttientalfaydrauUk,  Seite  108,  fllr 

A  =s  0,800  Meter  0,378 

angiebt. 

lieber  mehrere  andercr  derartige  'Yeraache  wird  e^si  di^  aagekttndigte 
ilonograpliie  -Bericht  «'statten. 

B.  Versuche  über  den  Aasflnss  der  Lnft 
Zn  den  Versuclien  über  das  Ansströnion  der  Luft  wurde  ein  Uampf- 
kesbel  von  circa  1^  Meter  Weite  und  ö  Metor  Lange  angewendet,  weichen 
ieb  za  dies«m  Säwecke  auf  den  Hof  des  Königl.  Amalgamirwerkes  zu  Hals- 
liriloke  flohaÜNi  «sd  Pofdi^m  dasigen  Druckwerke  aafstiUeii  li«Sfl.  .«Dieaes 
Bmokwerk  diente  -daan,  den  Kessel  vor  jedem  VMaacbe  mit  eoinprimirler 
Laft  ansalMlen. .  Nach  jedesmaKger  FMUuag  wurde  dar  Keeael  dutoh  ^a 
taiftdiolrt  abschlieeseades  Veatil  gana  Ton  deni  l>ruekwefke'ahgespei>rt,  der 
MimoaieterslaBd  abgelesen,  femer  •^AaflAassrnttoduageine  Zeit  t'i  a.  B. 
1  Miaata  lang«  erifiaet,  «ad,  naehdcsa  mm  'diaee  Mündong  wiedw  Fere^lee* 
sen  batla«  de«  MaaosialBratand  ron  Neae^  beobachtet.  Zu  ghrieber  Zeit 
aass  man  avob  Mach  ditreh  ein  in  den  Kesiiei  iüneioreichende«  Thevniome- 
tev  die  Temperatur  der  Luflt  im  Kessel,  sowie  an  ^nom  in  der  Nnhp  des 
Kßsaels  aufgehangenen  Barometer  den  äusseren  Luftdruck.  MitJÜüle  der 
Manometerstände  h  und  A,  und  des  Barometerstandes  b  liess  sich  aus  dam 
Fassungsrnume  V  des  Kessels  das  in  der  Zeit  <  ausgeflossene  Luftquantum, 
gemesaeu  «inter  dem  äusseren  Urucko. 
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sovie  das  AnaflngBqaantnm  pro  Seennd« 

berechnen. 

Bezeichnet  noch  ^  den  Ansflnascoelficienlen »  d.  i.  das  VerhXltniss  der 
effectiven  Ausfluaimeiige  0t  snm  theoretischen  AnsflttsBqnantnm  0,  welches 
sich  nach  der  zn  Gninde  zn  legenden  Ansflussformel  berechnen  llsst,  so 
kann  man  durch  den  Ansdmck 

I)  = 

den  dem  ansgefahrteii  Versuche  entsprechenden  Werth  des  Ausflusscoeffi- 
cienten  berechnen.  ^ 

Der  Fastiungäraum  V  des  Kessels  wurde  durch  An  füllen  mit  Wasser 
und  Aichung  des  Fäll  wassere  in  einem  besonderen  Aichgefftsse  bestimmt. 

Die  in  diese  Formel  einzuftihrendeil  Warthe  der  Manometerstände 
Hessen  sich  .ilier  nicht  ohne  Weiteies  beobachten;  da  die  Luft  beim  Ein- 
pressen in  den  Kessel  eine  naniliafte  Teinperatiirerböhung,  unddaj^egen  die 
im  Kessel  zurückgeblieijene  Luft  bei  ihrer  Ausdehnung  während  der  Aus- 
strömung eine  ansehnliche  Temperaturverrainderung  erlitt,  so  blieb  der 
Manometerstand  sowohl  nach  dem  Einpressen  der  Luft,  als  auch  nach  dem 
Au.slhisse  nicht  auf  eincilci  Höbe,  sondern  ea  sank  der  erstere  durch  Ab- 
kiililung  an  der  Kessel«  and  so  weit  herab,  und  es  stieg  der  letztere  durch 
Zuliilnung  von  Wärme  an  der  Kesselwaiid  so  hoch,  bis  sich  die  Tempera- 
tur im  Kessel  mit  der  der  Kess(  Iwand,  oder  vielmehr  der  der  äusseren  Luft 
ins  Gleichgewicht  geset/.t  hatte.  Jenes  Sinken  und  dieses  Steigen  des 
Manoraeterstandes  der  Luft  im  Kessel  dauerte  20  Minuten  und-  länger  nnd 
hetrug'2  bia  ft  Oenlimeter.  Es  konnte  nallirlieh  i*r  AttsMüssreMuch  nicht 
«her  btgimiM,  nnd  ebenso  jeder  Versuch  nicht  ehec  als  beendigt  angesehen 
werden^  als  bis  der  MaBometerstand  ein  eonstanter  geworden  war,  und  sieh 
folglich  das  Gleieligewieht,awiseheB  der  fauMfea  und  tnsseren  Lnlkterape- 
ratnr  hergestellt  hatte.  In  der  angegebenen  Formel  ist  aatllrlieh  fitr  A  die 
Ordsse  des  constapt  gewordenen  Manometerstandes  vor,  «nd  fUr  die 
Grösse  /(,  des  coustant  gewecdanen  Manomelerstandea  naah  d«m*Anaftttsse 
einzuführen.  Zur  Berechnung  der  Yersnehe  war  es  aber  auch  nöthig,  den 
Mauometerstand  A|  unmittelbar  nach  dem  Versto^fon  der^Ausflnssmttndmig 
aja  beobachten.        .  * 

Während  des  Ansstrtfmens  geht  die  Pressung  der  ausströmenden  Luft 
ans  der  inneren  Pressung 

Pi  =  (*  +  A)y 

in  die  ftussere  Pressung 

über,  und  hierbei  kann  man  nun  voraussetzen, 
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1)  da»  die  Diehtigkeit  des  Lnftatrome«  eonstant,  oder 

2)  dass  die  Tetnperatar  desselben  nnrerlUidert  bleibt,  oder' 

,    8)  dass  steh  Dichtigkeit  nnd  Temperatur  desselben  sogleich  ver- 
ändern. 

Sind  rj  nnd  «  die  Temperaturen  der  Lnft  Tor  und  nach  dem  AnsstrS- 
men,  und  beieichnet  d  den  bekannten  Ansdehnungseoefficient,  s=  0,00967 
der  Lnft,  so  hat  man  unter  der  ersten  Voraassetanng  (siehe  meine  Ingenienr- 
und Maschinenmechanik,  Seite  876,  dritte  Auflage) 

1  +  dt,  p 

'"l+dT 

und  daher  . 

l+dr=(l+dr,)-. 

P\ 

.  Wäre  nun  s«  B.  die  Peessang  der  Luft  vor.  dem  Ausströmen  doppelt  so 
gross  als  nach  dem  'AnsstrSmen,  also  —  =^2,  so  hätte  man 

1  +  dr  =  4(l  +  öt,), 

dabei- 

und  f ttr  t|  s  20  Grad : 

s  =  — 120,25  Grad. 

Es  wttrde  also  in  diesem  Falle  die. ausströmende  Lull  ein«  auesefer- 
dentliche  Kälte  entwickeln,  bei  welcher  das  Quecksilber  aum  Gefrieren 
käme.  Dnreh  Thermometer  läset  sieh  die  Temperator  einer  bewegten 
HOssigkeiC  nicht  messen,  weil  dieselbe  dureh  die  Wärmeevtwicluilong  bei 
dem*Stosse  und  der  Reibung  der  Flttssigkeit  an  dem  Thermometer  se|^«oh 
wieder  erhöht  wird.  Die  Kälte  der  unter  hohem  Drucke  ansströmen4en 
Luft  war  jedoch  bei  nnaerer  LuftattsstrOmungsversnchen  daran  zu  erkennen, 
dass  sicli  boi  einer  äusseren  Lufttemperatur  von  20  Grad,  das  Wasser  SQ* 
gleicli  In  Eiä  verwandelte,  wenn  es  während  des  Ausflusses  mit  der  äusse- 
ren Wand  der  Aosflussröhre  in  Berührung  gebracht  wurde.  Dieser  erste- 
ren  Voranssetanng  su  Folge  ist  die  Ausflussgeschwiudigkeit  der  Luft: 

wobei    die  Diehtigkeit  der  inneren  Luft  beaeichnet. 

Kmi  ist  Aoch  ~  =  7954  (1  +  dr,),  daher  hat  man  aneh 


Hl 


V  =  m,\^l/2  y  (1  -I-  dt)  ('  —  ^)  =  395j^(l  +dx)(l  — 

Meter  (siehe  meine  Ingenieur-  und  Maschinenmechanik,  Seite  895). 

Bezeichnet  Bin  noch  F  die  Grösse  des  Quessahnittes  der  Ausfloss- 
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uiündang,  so  erhält  man  für  die  onter  dem  Druck«  p  und  mit  d^f  Dichtig- 
keit fi  ansströineadeii  WIndmeage  pro  Secande: 

Q,  =  Fv~39bFj/il  +  dt)  (1  —  ^)1 
und,  auf  dpn  fkuufix^u.  Lufidnieli  p  reducirt, 


Q, 305  Ff/ (1  +  <J .)       _  ,)^« 


oder 


3)  i>  =  395  Fj/{1  4-  ö  r)  (1+  ^)  ^ 


Oabikmeter,  wobei  A  den  Manometer*  und  b  den  ftusBeren,  also  fr  A  den 
inneren  Barometerstand  bezeicliuet. 

Dit'sc  Ausdrücke  g(>lt('n  natürlich  nur  für  den  Ausfluss  der  Luft  unter 
constantem  Drucke;  nimmt  aber,  wie  l>ei  nii.scren  Versuchen,  der  Druck  all- 
mälig  ab,  ist  also  auch  die  Ausflussgeschwindigkeit  v  variabel,  so  inu.ss  man 
nach  der  Methode  der  (Quadraturen  einen  mittleren  Werth  von  fj  bestim- 
men, und  denselben  in  die  Formel: 


einaetaen,  um  mit  Hilfe  derselben  den  Ansflnsseoefficienten  fi  bereehnen 
SU  können. 

Unter  der  zweiten  Voransscrtsung  ergiebt  sieb  für  die  Ansflnssgesehwin- 
digkeit  der  Anadroek  • 


»s=  ^  Log.  noL 


and  iaher  die  theoretische  Ansfhusmenge ,  gemessen  unter  dem  äusseren 
Bmeke,  * 


395  F'f/iJ.  +  *t)  L  n,  (^-^) 


Gubikmeter. 

Fiir  unsere  Versuehe,  wo  wir  es  init  einem  variablen  Hanometerstande 
SU  thnn  haben,  ist  natürlich  ebenftüls  erst  ein  Hittelwerth  von  v  oder  Q  su 
ermitteln,  um  hiernach  den  Ausflusscoel&cienten  ^  berechnen  su  kSnnen. 

Da  beobachtet  wurde,  dass  sich  die  Lnft  bei  ihrem  Ausströmen  bedeu- 
tend abkühlt,  Bo  ist  zu  erwarten,  dass  die  Rechnnngsergebnisse  nach  dieser 
Formel  bedeutend  von  der  £rfabruag  abweichen,  wie  auch  durch  meine 
Versuche  nachgewiesen  worden  ist. 

Der  Wjtruielehre  zufolgn,  ist  mit  einer  plötzlichen  Dicbtigkeitsverän- 
derung  einer  gewissen  Luftuienge  auch  eine  momentane  Veränderung  der 
Temperatur  derselben» verbanden,  und  awar  nach  dem  Ge»etae, 
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1  -1-  öt,^/y,y 

l  +  5r  '    V  y/  ' 
vrorin  t  die  der  Dichtigkeit  y,  sowie 

T,  die  der  Diclitigkeil  y,  entsprechende  Temperatur 
und  II  eine  Erfabrungszahl  bezeichnet. 

Da 

gl      ^  +  «3  r,  y, 

isit%o  bat  mim  auch 


wenn  man  noch  n  -|-  1  =  x  setzt. 

Die  Zah)  x  ist  das  VerlmltUMS  1,42  der  specifischen  Wttrme  der 
Luft  bei  gleichem  Drucke  au  der  bei  gleichem  Volumen. 

Endlich  folgt  a«cb 

*  —  i  «,42  21 

Nimmt  man  beispielsweise,  wie  oben  und  wie  auch  bei  unseren  Ver* 
suchen  oft  TorgekoameD  Ist,  p^  s=s  2p  an,  so  erkftH  man 

.   '       ' ~  1,2275.  * 

und  für  ftie  anfängliche  Temperatnr  r/»  20^, 

daher  die  Temperatur  nmek  der  pldtslioben  Ausdehnung: 

0.8744-1  0!!»W_-=_W»?  =  _34,.Gr.d,  • 

0,00307  0,00367  867 

wogegen  oben  anter  der  ersten  Voraussetzang,  für  denselben  Fall,  der  sehr 
unwahrscheinliche  Werth 

t=s—  126,25  Grad 

gefunden  worden  ist. 

Aus  diesem  dritten  Principe  folgert  sich  für  die  Ansilussgesch  windig - 
keit  der  Luft:   

(siebe  meine  Ingenieur"  und  Misehinenmeehanik,  Band  I,  Seite  881,  dritte 
Auflage). 

!Üt  wieder  F  der  Inhalt  der  Ausflussmttndnng,  so  hat  man  das  unter 
dem  ttuaaeren  Drucke  p.  unter  der  Dichtigkeit 
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und  mit  der  Temperatur 


ö 


auHstrSmende  thtioretische  Windquatitum  pro  iSecnnde: 


folglich  das  unter  dem  inoeren  Luftdrücke  Pi  bei  der  Dichtigkeit  und 
Temperatur  t,  gemewene  Lnftquantum : 


und  endlich  das  unter  dem  äusseren  Drucke  p  bei  der  gegebeneu  Tempe- 
ratur fj  und  der  Dichtigkeit  ^  .  yi  gemessene  Lnf^uanina: 


worin  fttr  das  Iffetermass 
SU  setsen  ist. 

Wenn  man  nach  dem  letsten  Principe  beim  Ausfluss  mit  rariablem 
Druck,  wie  s.  B.  ftir  unsere  Versuche,  die  AusflnsAmenge  bestimmen  will, 
so  muss  man' durch  wiederholte  Anwendung  der  letxtem  Formel  einen  Mit> 

telwerth  von  Q  berechnen,  sowie  auch  noch  wegen  der  beim  Ausströmen 
der  Luft  statthabenden  Abkühlung  im  Kessel  eine  besondere  Correction 
anbringen. 

Führt  man  die  Manometeratünde  und  den  Barometerstand  in  die  Formel 
für  Q  ein  so  erhftlt  man  den  Ausdruck 


Bei  einem  variablen  h  gilt  diese  Formel  nur  für  ein  Zeitelement  dlj 
und  es  ist  das  entsprechende  Ausiiussqaantum 


K— I      /  «  — 1 
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175 


MWie  nmgekehrt,  das  mm  AnslhisA  ronäQ  ti«tii%e  Zeittk«il«hmi: 

■  d,=  


Setit  man  nun  noch  in  der  Formel  1)  aar  Bestiumting  dei  Ansflnss« 
coeffieienten : 


X— 1_    /  * — S 

% 


sUtt  /t  —  Ä,  das  £I«iQeiit  dh,  untl  statt  (/ /  (]«s  Element  rfp  ein,  so  erhält 
man  den  Anadniok  nbäQs:^  Vdh,  und  daher  für  unsere  Versacbe  folgende 
IMIfereBaialformri  aar  BesUmmung  der  Ausfldsszeit  i: 


o<ler 

V  .  dh 


dt=z- 


X 


ao  data  nim 

'r       .  r  -  dh 


X— 1-     /  K— 1 


und  daher  der  geancbte  Aiufluascoefficient 

V  r  dh 

f- 


folgt. 

Dil'  liier  vorgeschriebene  Integration  ist  bei  Berechnung  unserer  Ver- 
8Uciie  dadurch  zu  Staude  gebracht  worden,  dass  mau  h  als  Abscisäe  und 


1 


ab  Ordinate  y  einer  Curve  angesehen  und  deren  (Quadratur ^ ydx  durch 

Anwendung  der  Simpson'schen  Hegel  bestimmt  hat.  Da  die  Anzahl  der 
Veranehe  efaie  sehr  grosse  wü,  so  Hess  ich  hiemaeh  eine  Tabelle  anfertigeiii 

und  man  hatte  dann  sur  Bestimmung  des  Werthes  Jydx  nur  eine  ein- 
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fache  Interpolation  swieohen  den  T«n  der  Tabelle  gegebenan  Wertben 

nöthig.  ' 

21  5 

Die  Lnftansströmongsyersucbe  selbst  sind  unter  Pressungen  von  —  bin  - 

Atmosphäre  angestellt  worden,  und  man  bat  hierzu  das  boi  den  Versuchen 
über  den  Auwfluss  des  Wassers  gebrauchte  Gerässnianometer  angewendet, 
j(>d(>ch  dasselbe  bei  den  Versuchen  mit  kleinen  Pressungen  mit  Wasser  ge- 
füllt, um  dadurch  eine  längere  Flüssigkeitssäule  und  daher  auch  ein  ge- 
naueres Ablesen  an  der  Scala  au  erlangen. 

Um  vor  Allem  das  Ausflussgeseta  der  hxtft  au  pvHCNl,  war  es  nttthig, 
Ansflnasrersttcbe  «a  gat  abgörnadatea  eoaoidisclieyi  uad  e^onisab^a 
Mnndstttcken  anzustellen /.wobei  die  Oootraetioa  dar  Iiuftstvablan  wfig« 
fHUt  und  daher  auch  nicht  in  Betracht  au  aiehen  ist.  Wenn  diese  Versuche 
auf  Ausflosscoefieiaaten  ftlhren ,  welche  der  Einheit  sehr  nahe  kommen, 
dieselbe  aber  auch  nicht  fiberscbreiten,  so  ist  auch  dadurch  ifie  lUehtigkeit 
der  Ausflussformel,  wonach  diese  Versuche  berecbnet  worden  sind,  naeb- 
gewiesen. 

Die  Versueho  mit  dem  c  o  n  o  i  d  i  h  c  h  e  n  M  u  u  d  s  t  ü  c  k  von  1  Centimeter 
Weite  (siehe  Figur  22,  Seite  48  der  Experimeutalhydraulik)  gaben,  nach  der 
ersten  Ausflussformel  3)  berechnet,  bei  Quecksllbermaiiomaiterstttnden  von 

0,18  Meter  bis  0,05  Meter 
den  Ausflusscoefficienten  ■  * 

fji  =  0,(i53  bis  0,952. 

Aus  dieser  grossen  V^erschiedenheit  der  Wertlie  von  fi  bei  verschiede- 
nen Druckböheu  ist  die  Unrichtigtigkeit  oder  die  Uuzul^glichkeit  der  zu 
Grunde  gelegten  Formel  3)  ohne  Weiteres  zu  folgern. 

In  noch  höherem  Grade  gilt  dasselbe  auch  von  der  aweiten  Ausfluss- 
formel 5),  weil  dioMlbe  auf  Ausflussooefficienten  ftthrt,  w^ebe  die  Einheit 
überschreiten.  Die  dritte  Ausflussformel  7)  giebt  dagegen  ftir  die  angege- 
benen Dmckböhen  den  Ausflusscoefficienten 

fi  =  0,96»  bis  0,965, 
und  es  ist  sowohl  aua  dar  Annäherung  dieser  Wertbe  anr  Einheit,  als  auch 
aus  der  unbedeutenden  Verschiedenheit  derselben  unter  einander  auf  die 
Richtigkeit  dieser  Formel  bu  schliessen. 

Innen  abgerundete  knrae  eonische  und  längere  coniscbe 
dttsonformigo  Mundstücke  von  verschiedenen  AV^eiten  gaben  nur 
wenig  kleinere  Wertbe  fttr  den  Au8flns>!C()efficienten,  nämlich 

H  =  0,95  bis  0,97. 

Für  das  Ausströmen  der  Luft  durch  Mündungen  in  der  dünnen 
Wand  hat  aber  aueli  die  letztere  Formel  bei  verschiedener  Druckhöhe  sehr 
vcrßchiedeuo  AusHiisscoeflicientcn  geliefert.  Es  ist  daraus  zu  schliessen, 
da.ss  die  Contractiou  der  Luftstrahlcn  beim  Durchgänge  durch  Mündungen 
in  der  dünnen  Wand  weit  mehr  veränderlich  ist,  als  die  der  Wast>orötrah- 
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leli,  data  aanieBtlkh  baim  AoaAiisae  «nter  ktoiaem  Dfadte^M  Ootttmetions« 
eoefBcient  am  kleinstM  itt)  und  iMB  dagegen  dwioibe  um »  grösser,  als 
die  Contraetion  selbst  am  so  kleiner  MMrfftik,  je  grOastr  cHeBrneUiölie  eder 

Aaaflnssgescliwindigkelt  wird. 

Durch  die  mittelst  dor  Formel  7)  bereohneten  Versuche  ist  gcfundeiii 
dass  bei  dcu  Druckhöhen  von  0,05  bis  0.85  Meter  in  Quecksilber,  für  Kreis - 
uiüudungeu  von  1  bis  2,4  Centimeter  DurchmPHser  in  der  dünnen  ebenen 
W  and,  der  dem  AusflusscoefdcieiiteD  uahe  gleichsoaetzende  CostractieBS' 
coefücieut  von  •• 

fl  s  0,550  ailuiählig  bis  0,787 

wMehst. 

Bei  QaeakiHllenMNMMfieterstiiicleii  voa  Ovt&  biaO,G0  eigttb  aicb  ferner 
«  fllr  eine  Kreismttndnng  Ton  1  Oentlnieter  Dnrekmesser  in  der  dttnnen 
öoniaehen  oonvergenten  Wand  mit  100  Orad  Convergens: 

«B  0,182  Ma4niW, 

4mt^9m  für  eine  lelclw  in  dar  eoniaeli  diTeiganten.Walkd  vnn  100 
Orad  Divergena : 

BS  0,600  bis  0,663, 

md  dagegen  unW  glaieliMi  Uauttaden  Air  eine  aekiia  Mündmtg  ia  der 
•benen  Wnad: 

fi  r=  0,666  bis  0,723. 

Es  hängt  also  hier,  wie  heim  Ausfluss  des  Wassers,  der  Contractions- 
coefficient  von  dem  Convergenswiakel  der  Wand  ab,  worin,  die  Hündaug 
ansgeschnitten  i»t. 

Die  Versuche  über  den  Ausflues  der  Luft  durch  kurze  cylindrische 
AnsatzrÖhren  gaben  mit  den  durcli  Mündungen  in  der  dünnen  Wand  con- 
forme  Resultate;  die  Auötiusscoctücieuten  sind  auch  hiör  bei  kleineren 
Drücken  kleiner  und  bei  grösseren  grösser,  ganz  der  Theorie  entsprechend 
(siehe  meine  Ingenienr-  nnd  ]f aachinenn^hanik ,  Band  I,  Srite  704,  neue 
Aviage). 

Knne  cjlindriache  AnaaiaftfhrM  rfm  2  bii  2»4  Oentimetear 
Weite  nnd  der  dreifachen  Lln|;e  gaben  bei  den  angegebenen  Drackhdben 
den  Anafloascoaf&eienten 

fi=s  0,730  bia  0,888. 
Eine  knrae  oTlindriache  Böbre  Ton  1  Centimeter  Weite  nnd  S 
Gentimeter  L&nge,  inwendig  mitosig  abgerundet,  gab  dagegen 

H  0,987. 

Es  wird  also  nicht  blos  beim  W^ asser,  sondern  auch  bei  der  Luft  der 
£iatritt  in  Böbren  durch  Abrundung  der  Einmündung  sehr  erleichtert.  , 

Eine  conisch  convergente  Röhre  ohne  Abrundung,  deren  Con- 
vergonzwinkel  2  Grad  7  Minuten  betrug,  und  deren  Durchmesser  an  der 
AuBmUndung  1  Centimeter  mass,  gab 

ft  SS  0,910  bis  0,^L 
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Die  Versuche  über  die  Bewegung  der  Luft  dnreh  lange  Röh- 
ren weisen  nach,  dass  der  Coefficient  ^  des  Heibnngswiderstandes  der 
Luft  in  Kühren  dem  des  Wasners  nahe  kommt,  dass  also  derselbe  nicht 
constant  bleibt,  sondeni  tun  so  kleiner  ausfallt,  je  grÖBier  die  mittlere  (Ge- 
schwindigkeit der  Lnft  in  der  Röhre  ist. 

Eine  M  e  s  s  i  n  g  r  ö  Ii  r  e  \  o  ii  l  Centimeter  Weite  und  2  Meter 
Länge  gab  für  Geschwindigkeiten  von  25  Meter  bis  105  Meter  den  Kcibungs- 
coefficieutcu 

^  von  0,027258  allmülig  abnehmend  bis  0,014821. 
Ebenso  eine  Glairölire  Ten  dertelbea  Weite  und  Länge, 

t = OfimtB  bis  0,01S80e. 
Ferner  ei»e  MesiingrSbre  ▼on  1|41  OentiiBeter  Weite 

l  =■  0,0S»777  Ut  0,012197, 
und  eine  dergleieben  Glftsröhre: 

{;  =s  0,OMOIO  bis  0^000406. 
Bndlieb  eine  Zinkröbre  von  2,4  Oeatineter  Weite  nnd  10  Meter 
Litnge  für  Oeaehwindigkeiten  von  25  ble  80  Meter 

f  =  0,02a02  bis  0,012056. 
Auch  wurden  noch  mehrere  Vereuebe  über  den  Wi<lerBt«nd  der  Luft  . 
bei  ihrem  Durchgänge  durch  Knie-  und  Kropf  röhren  angestellt. 

Füi  eine  Knieröhre  von  1  Centimeter  Weite  (siehe  Figur  Ö4,  Seite 
151  der  fixperimeutelhydraulik)  ist  hiernach 

^=1,01, 

und  für  eine  solche  von  1,41  Centimeter  Weite 

Ferner  für  eine]  Centimeter  weite  Kropf  rühre  von  UO  Grad  Ablenkung 

0,485 

nnd  fttr  eine  solehe  von  1,4  Centimeter  Weite 

^  =  0,471. 

Es  sind  hiemeeb  dieise  Widerstendseoeffieienten  bei  der  Lnft  tbeils 
Ideiner,  tbeils  grCsaer  als  beim  WMser. 
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Iiine  Rakel*  olme  Vetsetsttng  b«iitoht,  wie  bekannt  ist,  gvwdknlkfaMW 
einer  Hülse  von  fiisenbleeli  oder  Pappe,  weloke  an  dem  einen  Ende  gans 
geeeideteen,  mm  «ndeni  finde  wemgetm  tot  den  Einbringen  dee  Treib* 
aatiee  gann  «Smi  iet.    Der  IVeibiats,  mit  wekkem  die  HOkie  anageeekln- 

gen  wird,  ist  üniMr  ein  feingepnlvertes  Geoienge  von  Salpeter,  Sebwefel 
nnd  Uolakohle,  entweder  ia  den  Verhältnissen,  welche  dem  Schiesspulver 
entflprechen  oder  in  davon  abweickenden  VerkältnisfieB.  Die  litiUo  wird 
mit  dem  Treibs&ts  se  anegeeeklagen ,  dass  eeneexitriRch  nm  die  Axe  der 
Hülse  eine  conische  oder  cylindrischc  Oeffnung  nngefUllt  bleibt,  welche  vom 
offenen  Knde  au  nicht  bis  an  das  geschlossene  Ende  reicht,  so  dass  dem- 
nach vom  geschlossenen  Ende  herein  ein  'I'heil  der  Hülse  ganz  mit  Treib- 
satz gefüllt  ist,  vOn  doissiMi  Endo,  an  nach  dor  Vorderöffnung  hin  jedoch  nur 
die  Wände  der  Hülse  dick  mit  Treibsatz  bekleidet  erscheinen.  Der  Stab, 
welcher  die  Stabilität  der  Lage  der  Rakete  beim  Aulsteigen  sichern 
»oll,  ist  ein  cylindrischer  oder  prismatischer  Holzstab,  welcher  gewöhn- 
liek  so  an  die  Hülse  befestigt  wird,  dass  seine  Lingeiuce  derjenigen  der 
HaIm  parallel  iet,  daae  er  Über  ihr  geschloaaenes  Ende  niekt  kervor- 
eteht,  withrend  er  umgekehrt  das  offene  Ende  um  Bedeutendes  Überragt. 
Behnfii  des  sonlcreekten  Anfsteigeas  wird  die  Rakete  in  ein  Gestell  ge- 
braebt,  webei-  der  Stab  in  eine  mehr  oder  minder  einlkck  eonstmirte  Fik- 
rang  eii%el^  wird ,  welche  dem  Stabe  beim  Amirteigen  die  erforderlieke 
Bkktnng  aufwärts  ertkeilt.  Die  treibende  Kraft,  durch  welcka  die  Rakete 
sum  Steigen  kommt,  verdankt  sie  bekanntlich  der  Heaction,  welehe  mit 
dem  ans  der  untern  Oeffnung  nach  der  £ntzttndnng  des  Treibsataes  auS" 
strömenden  Pulvergas«  in  Verbindung  steht  und  in  emem  der  fimsenaxc 
parallelen  nach  oben  gerichteten  Drucke  besteht.  Der  angegebenen  Con- 
struction  zufolge  verbrennt  anf^inglich  eine  grössere  Treibsatzmenge,  als  in 
den  späteren  Momenten  der  Verbrennung,  so  dass  die  treibende  Kraft  vom 
Anfange  der  Verbrennung  an  bis  gegen  das  Kiule  derselben  hin  im  Allge- 
meinen im  Abnehmen  sein  muss.  Die  treibende  Kraft  einer  Rakete  wird 
demnach  eine  Function  der  Zeit  sein,  deren  Natur  von  der  Construction 
der  Kaketo  und  von  der  Art  des  angewendeten  Treibsatzes  abhängig  sein 
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muss.  Welche  Function  der  Zeit  die  treibende  Kraft  der  liakete,  sowie 
die  Monge  des  nach  einer  gewissen  Zeit  verbrannten  Treibsatzes  in  einzel- 
nen F;ilU'n  sei,  ist  durch  genaue  Versuche  bis  jetzt  noch  nicht  ermittelt 
worden  ,  Nollte  dies  jedoch  für  eiuzehie  Rakotenconstructionen  «geschehen, 
so  würde  man  liierauf  im  Stande  sein,  die  Steighöhe  der  Kakete  heim  senk- 
rechten Aufsteigen  im  lufterfüllten  Räume  zu  berechnen,  vorausgesetzt, 
dass  die  Rakete  eine  solche  Coustruction  erhalten  habe,  dass  die  Aender- 
uug  der  Lage  ihres  Schwerpunktes,  welche  beim  Aufsteigen  der  Rakete  in 
Folge  der  Satzverbrennung  stattfindet,  keinen  Einflnss  auf  die  Steigricht- 
nng  ansaht.  Dies  könnte  Tielleicht  auf  Xhnliche  Art  wie  bei  den  englisehen 
Kriegsraketen  geschehen,  bei  denen  die  Axe  des  Stabes  mit  der  Aze  der 
Hake  sosanmenAlUt  Die  angedeutete  Bereeiinvng  Mögt  f^n  des  Anf> 
iSsnng  folgender  Aufgabe  abs 

Es  ist  das  Gewicht  p  der  senkreeht  aofsteigendea  Ralceie  gegvbea, 
hamtt  ist  doreb  Versuahe  die-  treibende  Kraft  9  (<)  als  Fniktiea  der  Zeit, 
sowie  die  Menge  ^  (0  des  naeh  der  Zek  i  Terbrannten  Treibsatzes  be- 
stimnkt  worden  (s*  Anm.  1).  Es  wird  angenoBMnen,  dass  der  Luftwiderstand 
a  -i-  bv  cv*  sei,  wobei  v  die  Geschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  I  bedeu- 
tet (s.  Anm.  2).  Es  soll  hieraus  die  senkrechte  Eriiebung  y  berechnet  we«> 
den,  welclie  ein  beliebiger  Punkt  der  Kakete  au  Ende  der  Zeit  t  über  dem 
Fnssboden  erreicht  hat. 

Da  am  Ende  der  Zeit  i  die  Masse  der  Rakete 

ü  •  .  • 

i»t,  sowie  die  Kraft,  welche  diescllte  iiufwärtü  treibt: 

fp  (i) — /'  —  u  —  h  V  —  <'r*,  . 
so  ist  die  Ditlerentjalgleichnng  der  Bewegung: 

A)   ^  -         -  V  (0        -  «  -  *  ^  -  ^  [jj- 

Anmerkung  I.  IKe  Auffindung  der  Functionen  tp  und  ^  durch  den 
Yersneb  ist  wege«  der  knraen  Bsennselt  einer  Rakete  sehr  schwierig,  aber 
jedenfalls  niebt  nnmtfglteb.  Man  könnte  sieh  Ton  der  Bestininaung  der  ge- 
fluuMrten  Funktionen  folgende  Yotstellnag  machen,  ttber  welche  idi  jedeok 
gana  besonders  bemerke,  daes  es  eben  nnr  etoe  Vorstellung  isf,  weleiie  keir 
neswegs  durch  irgend  einen  Versnob  geprfllt,  aoeh  irgencUrie  fUr  prnetiaelie 
Ansftthrimg  bestammt  ist.  • 

Die  Hidse  der  Baketo  wird  central  in  einem  Block«  befestigi,  wekber 
sich  auf  ToUkommen  horiiontaler  Eben«  in  einer  Fithmng  bewegen  kann. 
Die  Hftlsa  wird  den  Block  nach  ihrer  Entattndung  fortbewegen ,  wobm  die 
Bewegung  wegen  der  Masse  des  Blockes  und  des  geringen  Bestes  von 
Keibung,-  welcher  vennittelst  Schnuren  und  Bollen  durch  Gegenwiohte 
nicht  ganz  ausgeglichen  ist,  weit  langsamer,  als  beim  Aufsteigen  vor  sieh 
gehen  wird.    Hierbei  könnte  die  Onrvo  r=ss  W{i)i  welche  den  Abstand  t 
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des  Blockes  von  der  Anfangslage  angiebt,  vielleicht  durch  den  Apparat 
selbst  aufgezeichnet  werden.  Ist  nun  das  Gewicht  der  zq  bewegenden 
Masse  die  Reibung  Ji^  so  ist  die  Beachleiuiigang  der  von  der  Bakete 
bewegten  Masse:  ^ 

Die  (Jrösse  dieser  Beschleunigung  würde  man  aus  der  vom  Apparat 
aufgezeichneten  Jiewcgungscurvc  s  =^  ^(0  Anden,  denn  es  ist: 

p 

Ist  bei  einem  sweiten  Versnehe  die  an  bewegende  Masse  — \  die  Reib- 
ung A) ,  wobei  der  Apparat  die  Oarre  t|  ^  Wt"  (0  stklaea  b0|^  so  er- 
b&U 


An«  den  Gleichungen  t)  «nd  1^  in  denen  .P,  P|,  it,  ySlUt  bekannte 
GhrÖMen,  V'COi  !Fr(<>1in8  der  Zeichnung  des  Apparatea.bervorgegangeiHB 
Fonctionen  sind,  lassen  sich  am  <p{t)  und  \p{t)  bestimmen.  —  Die  Beetin»- 
mnng  von  und  vp{t)  dürfte  wohl  auf  dem  Versuchswege  am  Besten  ge* 
lingen ,  sobald  man  einen  rotirenden  Apparat  durch  die  Baketenhiilse  in 
Bewegung  setzt. 

Anmerkung  2.  Es  ist  hier  das  Luftwidorstandsgesetz  a-\-bv-^cx^ 
seiner  Allgeineinhcit  wegen  gewählt  worden,  in  Jen  nachfolgenden  Kech- 
nUDgen  kauu  es  doch  immer  auf  das  quadratische  zurückgeftihrt  wer(]('n, 
indem  man  a  =  0,  b  =  i)  setzt.  Es  wäre  übrigens  wohl  möglich,  diiss  im 
vorliegenden  Falle  Versuche  dahiu  entscheiden  kiiunten,  dass  man  das  Ge- 
setz u -\- b  V -\- c  auch  hier  acceptirte ,  da  es  z.  ß.  die  Jiutton  sehen 
Versuchsresaltate  an  zweizölligea  Kugeln  von  500'  bis  2000'  Geschwindig- 
keit sehr  gut  repräsentirte.  Das  vorliegende  Gesetz  kann  übrigens  £ftr 
kleine  Gesobwiudigkeiten  nkkt  gaua  richtige  Beaaltate  geb^,  da  naeh 
denaelken  a.  B.  fir  «  0  der  Loftwidaratand  « ist.  Dies  dttri^.  übcigeps 
hier  nm  so  weniger  schaden,  als  dock  anßinglich  die  Ftthning  der  Rakete 
einen  geringen  Reibun^swidcörsCand  veranlasst. 

Die  Gleichung  A)  Hast  sieh  annächU  In  die  Form  bringen: 

Setafc  man  aur  Abktravng:. 

4)  t=±«_r,i[„  +  p-,p(0]  =  r,. 

80  ertdimnt  die  Bewegnogagleichung  in  folgender  Gestalt: 
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Die  vorstehende  Gleichung  kann  durch  die  Substitution: 

dz 

5)  y'=?fr=±r 

'  z  t 

in  eine  lineare  Dififerentütlgleichaog  xweitor  Ordnung  uiugowandeli  werden. 
Die  Differentiation  von  5),  in  weldier  z  eine  neae  abliHugige  Variable  be- 

deutet,  ergiebt: 

6)  ^«-4*^+ -  ^-^ 

'  dl         ^         z  t 

Ftthvt  man  5)  nnd  6)  in  I)  ein,  so  ergiebt  sieb  hierava: 

Ii)  «"+-^;— *'+^*  =  o. 

Das  Integral  von  II)  hat  bekanntlich  die  Form  z  =zMu'^  Nv^  wobei 
Üf  «nd  N  willkahrliehe  Constante ,  u  nnd  v  die  ptfrticuUren  Integrale  der 
der  Gleiehang  II)  ^d,  demnaeb  ist  die  Form  von  f  : 

oder,  wenn  man  jf=r^Q  «etat: 

Man  erkennt  sofort,  dass  y'  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1) 
ist,  denn  sein  Ausdruck  enthält  eine  willkührliche  Constante  (>,  man  würde 
dies  übrigens  auch  finden,  indem  man  7)  in  I)  einiietat,  welche  dadurch  »o 
Nnll  gemacht  wird,  indem,  wie  voramgeeetat  wurde,  u  und  p  der  6Heiohang 
II)  Genttge  leiaten.-  Der  Anadrnok  filr  die  Ordinate  y  iat  u«n  hiemaeh : 

du  du 
dt^^  dt 


ni)  ,=,.+j_L__'r.<„. 


wobei  P  eine  aweite  wUlkfihrliche  Constante  nnd  ti  nnd  p  die  partionlltren 
Integrale  der  Oletchnng  II)  sind. 

Doreh  die  Gleiehnng  III)  ist  nun  allerdings  d«r  Function  von  der  Zeit 
/  die  allgemeine  Form  vorgeaeicbnet,  welche  die  Erhebung  y  vom  Fuss- 
boden  angiebt,  etwas  Weiteres  lässt  sich  aber  auch  überhaupt  nicht  t)mn, 
so  lange  die  treibende  Kraft  <p  (t)  mid  die  Menge  des  verbrannten  Treib- 
satzes ^{t)  nicht  durch  den  Versuch  ansgemittelt  ist  und  die  Constanten 
a,  fr,  c,  Pf  jjr,  wie  sie  sich  für  irgend  einen  speeiellen  Fall  ergeben  haben. 
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nmnerifleh  in  die  «rtte  Diflfiirentialgleieliiiiig  aingeffihrt  worden  siad.  Ist 

dies  aber  geschehen,  so  ist  in  Gleichung  I)      Ti  und  —  volli&ommen  be- 

stimmt  und  die  btegrationen,  welche  auf  Gleichung  III)  fttliren,  lassen  sieh 
wegen  der  linearen  Fem  Ton  II)  jederseit  für  eine  etwaige  nmmeriso^ 
Berechnung  aasfahren. 

Beispiel. 

Eine  Rakete  läSst  sich  auch  dann  noch- zum  Steigen  bringen,  wenn 
ihre  Hülse  vollstHndig  mit  einem  Satze  ausgeschlagen  wird,  welcher 
hinl-lngliche  ticibondo  Kraft  besitzt.  Tn  diesem  Falle  verbrennen,  wie  der 
Vertjuch  lehrt,  in  gleichen  Zeiten  Satzcylindcr  von  gleicher  Länge ,  oder, 
anders  ausgedrückt,  die  Liingeu  der  verbrannten  Satzcyliuder  verhalten 
sich,  wie  die  zur  Verbrennung  erford^lich  gewesenen  Zeiten.  Man  liat  in 
diesem  so  eben  in  Betrachtung  gezogenen  Falle  hinreichenden  Grund  ,  an- 
zunehmen ,  dass  die  treibende  Kraft  der  Jiakete  coustant  sei ,  sie  ist  im 
Nachfolgenden  mit  k  lieaeichnet  worden.  Nennt  man  die  Satsnienge,  welche 
in  der  Zeit^nbeit  verbrennt,  q,  so  ist  die  am  Ende  der  Zeit  t  Terhraante  Sats> 
menge  g  /,  oder  der  firfilieren  Beseiehnung  gemäss:  -^(z)  =q  t.  Fttbrt  man 
■diesen  Werth  und  den  Ansdraek  q){t)^k  ia  die  Gleiobong  3)  ein,  so  er- 
hält man  als  Differentialgleichung  der  Bewegung: 

Vergleicht  man  diestf  Ql^ohnng  mit  der  atlgeudnen'  Oleichung  I),  so 
findet  man,  dass  im  ▼orliegenden  spepieUen  Falle 

cg  *  c 

ist.  Jiacfat  man. nun  der  Gieiobnng  5)  entspreehend  die  Substitution : 

y  =— .  , 

z  cg 

se  erhält  man  folgende  No.  II)  entsprechende  lineare  Gleichung : 

P  —  f/f  KP  —  vO 

Die  eigen thümliche  Form  dieser  Gleichung  führt  leicht  auf  die  Idee, 
die  Substitution: 

XU  T^rsachen,  wodurch  man  erhält: 

11)     a(«  — l)}«  — (ftflr  — g)«j  +  cp«(aH-p  — Ar)=o;  . 
Dieser  Gleichung  wird  durch  die  beiden  Werthe  von  «  ■ 


12) 


c  9^  {fi  +  />  —  ^0 

4  9« 

Genüge  leistet. 

ZeilMhrift  f.  AlalheoMtik  n.  Phyiik.  IV.  19 
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2S4  üeber  die  Berecbnnng  der  Steighöhe  der  Raketen.  Von  E.  Kahl. 

Diese  Ansdrltcke  rind  stete  reell,  da  in  dem  Ansdrneke  des  Lnftwider^ 
Standes  a  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  da  femer  k  betrftchtlieh  grösser,  als 

p  sein  muas,  folglich  das  Glied:  —  ^ ~ *^  positiv  isy    Der  der 

Oleiehnng  7)  entsprechende  Ansdruck  giebt  demnach  für  y  : 

iQx  ^«  «t  (P  —  g  O*''  - '  +  ^    (P  -  g  P-g< 

u)y-^-g.     «.(/>-g<)«»  +  Ö(P  — gO««  ^  ■   ^  . 
man  erhSlt  sonach  fttr  y 


,4)     ,  =  l>-fj' 


in  welchem  Ansdnieke  /'und  0  die  willkührlichen  Constanten  sind,  wHh- 
rrnd  rc,  nnd  an  die  Glcichuniron  Vi)  -rohnnden  sind.  T)io  Integration  in 
Olciclnin^'  14)  lässt  sich  bei  nuniei  ischen  Ivechnunf^en  jederzeit  dnreh  Reihen 
ansführen,  znnial,  da  man  die  Constante  ()  bereits  ans  Gleichung  13)  be- 
stimmen und  somit  bei  der  Integration  von  14)  über  ihren  Werth  nicht  in 
Zweifel  sein  kann. 
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XVnL  Zur  Axonometrie.  Von  Fkiedrich  Mann,  Professor  an  der 
Thurg.  Knntonsschule.    l)  Die  Axonometrie  nmfasst  bekanntlich  zwei 

Hauptaufgaben: 

a)  Die  Winkel,  welche  eine  vom  Ursprung  des  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems  auf  die  Bildebene  gefällte  Senkrechte  mit  den 
Coordinatenaxen  bildet,  so  zu  bestimmen,  dass  die  Sinus  (Verkür- 
zungsverhältnisse)  sich  zu  einander  verhalten  wie  drei  gegebene 
Zahlen  niy  n  und  p  (Keductionscoefiicienten. 
h)  Das  Coordinatensjstem  anf  diese  Bildebene  sn  projiciren^  - 
Weissbaeh  nnd  Schlömileh  lieferten  raerst  auf  analytisch  trigo- 
nometrischem Wege  das  Material,  daa  snr  allgemeinen  Lösung  dieser 
beiden  Aufgaben  verwendet  werden  konnte ;  nnd  ersterer  hat  In  j&ngster 
Zeit  im  Anhang  I.  seines  Werkes  auch  eine  algebraisch  geometrische  Be« 
grttndnng  gegeben.  Largladir  stützt  sich  In  seiner  soeben  erschienenen 
Schrift  auf  den  Sats:  „dass  in  demjenigen  rechtwinkligen  Parallelepiped, 
dessen  im  Ursprung  0  susammenstossende  Kanten  der  Richtung'  nach  in 
die  Coordinatenaxen  fallen  nnd  dessen  Hauptdiagonale  die  von  0  tnf  die 
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BiKlebcne  gcfjillto  Seakrechie  ist,  —  d«M  in  dieaem  Parallelepiped  sich 
die  Seiteadiagonalen  zu  einander  Terlialten  mOsion  wie  die  Redaetionaeo- 
eificienten  m,  n  and  p/' 

In  naebstehender  Entwickelung  aoU  nnr  geseift  werden,  wie  die 

Lösung  der  axonometrischeu  Probleme  auch  noeh  aus  ganz  anderen  Eigen- 
schaften dea  rechtwinkeligen  Parallolcpiped«  hervorgeholt  werden  kann. 

2)  In  Fig.  1,  Taf.  III  sei  00,  irgend  ein  rechtwinkeliges  Parnllelepiped, 
dessen  Hanptdiagonalc  wir  in  Bezu;;  auf  Lange  durch«/  bezeichnen  wollen. 
Die  Seitondiagonalcn  können  wir  dann  ntlenbar  so  herstellen,  dass  alle  drei 
vom  einen  Endpunkt  0,  der  Hauptdiagonale  ausg(;hen.  Vorbinden  wir  die 
Endpunkte  der  so  erhaltenen  Linien  O^A,  0,  B  und  0,6'  paarweise  durch 
Gerade,  se  erhalten  wir  ein  spitzwiiikollgcs  Dreieck  ABC,  dessen  Seiten  der  ' 
LXnge  nach  wieder  die  Seitendiagonalen  uuüeroa  Parallelepipeds  sind.  Be- 
leiekBen  wit  di«  LKngen  dieser  Seitendiagonalen  durch  (/(  </,  und  so 
'kömieB  wir  den  8ata  aafstellea: 

1)  d,  dfUndäg  ttittssen  stets  mögliche  Seiten  eines  spita- 
winkeligen  Dreieeks  sein.  .  . 

Kennen  wir  die  Winkel,  welche  die  Hauptdiagonale  00|  mit  den  Kan- 
ten (U,  OB  und  OC  bildet,  beaiehnngaweiae  a,  ß  nnd  so  ist  in  den  recht- 
winkeligen Dreiecken  OCiA^O 0{B  nnd  0 0, (?  offenbar : 

also 

rf,  :  :  rfj  =  sin  a :  sin  ß  :.tm  y. 
Errichten  wir  in  0,  eine  Ebene  JSf  senkrecht  auf  00,  und  legen  wir 
durch  0  0,  und  0,^  eine  Ebene  M,  so  steht  M  offenbar  senkrecht  auf 
Die  von  A  auf  E  senkrecht  gefällte  Gerade  AJt  muss  daher  vollstHndig  in 
M  bleiben;  und  durch  das  Verbinden  des  Fusspunktes  ^,  mit  0,  gewinnt 
man  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  A  0^.  Jeder  der  Winkel  A  0,  .4,  und 
0,  0  A  ergänzt  nnn  den  einen  Winkel  0  0|  an  einem  rechten,  and  es  ist 
somit : 

Winkel  A  O,  A^  ~  Winkel  «. 
Bezeichnen  wir  daher  den  Abstand  A  Ai  des  Punktes  A  von  der  Ebene 
E  durch  «, ,  so  ist:  «,  =     sin  a.    Durch  ganz  iilinliche  Betraclituii^a  n  er- 
halten wir,  wenn  wir  die  Abstände  der  Punkte  B  und  C  von  A'  bezielmngs- 
weise     nnd     nennen : 

0,  =:  cf,  «in  ß  and     =    »in  y, 
SnbstitntioBen  wie  die  fätdt     und  d,  in  II)  geftindenen  Werth e ,  so 
gewinnen,  wir: 

iot^d ..«in^ «,  a^ssd ,  tim*ß  and  a^ssd, sin* y, 
also 
Ol :    :  ag  =s  sIr>  « :  stnF  ß  :  «In*  y. 
Beachten  wir  die  Relationen  II)  nnd  III),  so  erkennen  wir  angenbliek- 
lieh,  dass 

10* 
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IV)  <l :  <f|  =3  tf| :  «1 ,    :    =    :  «t«    :    8  dg :  , 

dass  mithin  jede  von  Oi  ausgehende  Seitendi«gonale  die 
mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  der  Haupt- 
diagonale  Und  dem  Abstände  des  Endpunktes  jener  Seiten- 
diagonale von  der  Ebene  E  vorstellt. 

Dareh  Addition  der  drei  ersten  Gleichungen  in  III)  erhalten  wir : 

«1  +  ««  +  «1  =  -f       ^  +  *«■«*  y). 

Nnn  ist  bekanntlich 

cos*  u  -J-  cos*  ß  +  cos*  y  =  1 , 

mithin 

V)  .        sin*  tt  +  sin*  ß  -f.  «in*  y  =s  2 , 

also 

«1  +     +     =  2  d. 

Wenn  man  daher  die  Abstände,  welche  die  Endpnnkte 
der  drei  von  Oi  ausgehenden  Seitendiagenalen  in  B«zug  auf 
die  Ebene  E  darbieten,  snsammenaddirt,  so  erhILlt  man  das 
Doppelte  der  Hanptdiagonale. 

Diese  Sfttse  bilden  nnn  den  stereometriseben  Httlfsapparat,  der  au 
einer  hOcbst  einfaehen  Lösung  der  Aufgabe  a  verwendet  werden  kann. 

3)  Nehmen  wir  die  Ebene  f  als  Bild  ebene  und  lassen  wir  die  Ooor» 
dinatenaxen  iSnga  OC^  OB  und  OA  fallen,  so  kommt  alles  darauf  an,  die 
Winkel  a,  ß  und  y  so  au  bestimmen,  dass 

stattfindet. 

Hiilten  wir  aber  diese  Bedingung  ztisaminen  mit  den  Relationen  in  II) 
und  III),  so  gewinnen  wir  augenblicklich: 

d| :  (/j  :  <^  s  m :  n :  p*) 

nnd 

f/,  :  :  =  oj*  :  :  p*. 
Soll  <lio  ALifjjf.ibc  möglich  sein,  so  (iiiifou  die  Zali!<Mi  m,n  und  nicht 
beliebig  gcwalilt  wcidj'u,  sie  uiiisüen  violmoiir  (nach  I)  als  Zalilenwerthe 
von  Dreieckssoiten  aufgefasst,  stets  zu  einem  spitzwinkeligen  Dreieck 
führen.  Hat  mau  sich,  innerhalb  dieser  Bedingung,  für  die  Rednctions- 
coefficienten  entschieden  und  stellt  man  drei  L;in<ren  her,  welche  eine  be- 
liebig  gewählte  Längeneinheit  beziehungsweise  wi^,  n*  und  mal  enthalten, 
so  kSnne^  die  so  gewonnenen  Linien  als  die  Abstände  und  a,  gelten. 
Man  darf  hierbei  nur  bedenken ,  dass  es  bei  der  Gewinnung  derWinkel- 
grSssen  a,  ß  und  /  nicht  darauf  ankommt,  die  absoluten  Langen  der  unsere 
stereometrisehe  Figur  bestimmenden  Linien  fettsuhaken,  sondern  dass  es 
zu  diesem  Zwecke  TollstXndig  genügt,  die  Verhältnisse  dieser  Längen 


*)  iiicrhi  liegt  offonbar  eine  zweite  Begründung  des  von  Largiadür  benütztm 
Batzss,  d«r  indess  bei  unserer  Conatruetion  gar  nicht  angewendet*wird. 
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KU  wahren.  Stellt  man  sicli  die  halbe  Summe  der  Abstände  a,  n.^  und  a, 
her,  so  hat  man  (nach  Y)  das  4*  Ans  und  d  gewinnt  man  aber  (/|,  indem 
man  (siehe  IV)  die  mittlere  geometrische  Proportionale  sucht.  Ist  diese 
gefanden,  so  hat  man  den  Winkel  a  zweimal.  Erstens  tritt  er  in  dem  durch 
d  und  rf,  bestimmten  rechtwinkeligen  Dreieck  auf  und  zwar  gegenüber  der 
Kathete  </, .  Zweitens  erscbeiut  er  aber  auch  schon  iu  tleni  rechtw  inkeligen 
Dreieck,  das  (/,  zur  Hypotenuse  und  Kur  Kathete  hat  und  zwar  gegen- 
überstehend dieser  letzteren. 

Setzt  man  beziehungsweise  und  an  die  Stelle  von  a,  und  führt  im 
Uebrigen  die  Constiuution  in  völlig  gleicher  Weise  aus,  so  gelaugt  mau  zu 
den  Winkeln  /3  und  y. 

4)  Der  Figur,  die  bei  Oonstruetion  des  Winkels  «  entstand ,  kann  ua- 
siUtelbftr  «leh  eine  Formel  für  «tu  «  abgewonnen  werden.   Ofiisnbar  ist: 


«iso 


oder  «neb: 


alBO 


#111«  =  -^, 

u 


sin  «  —  ^t  — -jr  =-^^^^„t^.^i 


61/1  a  =  —  , 


d*      a^.d'^d  m« 


was  mit  den  EndresoUaten  der  Weisbach 'sehen  £|itwiokelang  volbtäu- 

dig  übereinstimmt. 

In  den  Sätzen,  die  wir  unter  2)  über  das  rechtwinkelige  l*ar;illelcitii)cd 
entwickelten,  liegen  auch  die  Mittel,  die  Aufgabe  h  (die  zweite  Hauptauf- 
gabe der  Axonometrie  graphisch  aa  lösen.  Um  dies  einzusehen,  genügt 
ein  Blick  in  die  Figur. 

5)  Wir  gehen  nun  an  die  Lösung  der  zweiten  axonoinetrischen  Hau]it- 
aufgabe,  nämlich  au  die  Herstellung  der  Projection  des  Axensystems  auf 
einer  Bildebene ,  der  als  Yerhaltnisszahlen  der  Yerkürzungs Verhältnisse 
die  ganzen  Zahlen  m,  n  nnd  q  entsprechen.  Nehmen  wir  die  drei  in.O  an- 
eammenstoBsenden  Kanten  OJ,OB  and  OC  des  rechtwinkeligen  Parallel- 
epipeds  0  0,  als  Coordinateaazen ,  so  ist,  wenn  das  Farallelepiped  gemSss 
der  Bedingung 

hergestellt  ist,  die  in.Oj  auf  00t  errichtete  Ebene  E  die  Torlangte  Bildebene. 
Es  handelt  sich  lediglich  darum,  die  Pyramide  AB  CO  auf  E  an  piqjiciren. 
Nnn  ist  leicht  einiusehen,  dass  ^|^|  (nftmlieh  die  Projection  der  Dreiecks- 
seito  A  B  auf  S)  der  Ltinge  nach  Kathete  eines  rechtwinkeligen  Drefecks 
ist,  das  ABs=OtCs=sdf  lar  Hypotenuse  nnd  B  Bt  —  AAtt=at  —  Oi  aar 
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anderen  Kathete  hat.  Wie  man  aber  aj ,  Of  and  aas  n  nad  g  heratei- 
len kann ,  ist  schon  bei  der  Oonstraction  der  Winkel  o ,  ß  and  y  gezeigt 
worden.  In  ganz  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den  Längen  der  Linien 
J,  (\  und  BiCif  nämlich  zu  den  Projectinnen  der  Dreiecksseiten  .4  0  und 
£  C.  Stellt  man  irgendwo  in  der  Papierebene  aus  den  Seiten  ^,  jßi,  (?i 
und  i^,  C\  ein  Dreieck  her,  so  hat  man  schon  die  Projection  der  Pyramiden- 
basis  ABC  und  es  handelt  sich  dann  nur  noch  um  die  Gewinnung  von  0, , 
iiainlicli  der  Projoction  der  Spitze.  f),  könnte  inii  Innern  des  Dreiecks 
J^  Z^i  t\  ukittelst  einiger  Kreisbögen  gefunden  werden,  wenn  man  zwei  von 
den  Längen  yi,  ,  i^,  0,,  C\  0,  hätte.  Ein  Blick  in  die  Figur  überzeugt 
uns  aber,  dass  wir  diese  drei  Idingen  schon  haben,  und  zwar  in  derjenigen 
Figur,  die  wir  entwerfen  mussten,  um  die  erste  axonometrisclie  Gruudauf- 
gabe  zu  lösen.  Denn  y/,  0,  z.B.  ist  nichts  anderes,  als  die  eine  Kathete 
eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,  in  welchem  0,  ^=rf,  Hypotenuse  und  • 
ÄAi=a^  die  andere  Kathete  ist.  Hat  uian,  gestützt  auf  obige  Bemerkungen, 
die  Punkte  0|,  ^„  in  6j  gefanden,  so  darf  man  nur  den  ersten  derselben 
mit  den  drei  letzten  verbinden,  um  das  projicirte  Axensystem  an  haben. 

6)  Ein  junger  Paehgenosse  (Herr  Graberg  in  Zttrieh),  der  sich  bei 
seinen  Arbeiten  der  geschilderten  Methode  bediente,  hatte  die  Gttte,  mir 
▼om  Standpnnkte  des  Zeichners  aas  folgende  Modificationen  rorzaschlagen. 

a)  Wenn  man  vom  Punkte  Of  ausgeht  (d.  h.  denselben  in  der  Papier« 
ebene  beliebig  annimmt)  und  dann  erst  die  Punkte  au  demselben 
bestimmt,  so  gewinnt  man  den  zweifachen  Yortheil,  dass  man  von  den  Sei- 
ten des  Dreiecks  ßi  Ci  nur  zwei  durch  Construction  zu  bestimmen 
braucht,  (die  drei  Längen  0,  ,  O^Bi  und  OfCf  können  ja  unmittelbar 
einer  schon  früher  entworfenen  Figur  entnommen  werden)  und  dass  man 
die  eine  der  drei  Axenprojectionen  OfA^  Oj  jP,  und  Oj  C,  der 
Richtung  nach  beliebig  wählen  kann.  Namentlich  letzterer  Vor« 
theil  ist  für  den  Zeichner  gar  nicht  unerheblich. 

b)  Es  ist  [Ai  l>,y  =  dy^  —  —  f'if-  Bezeichnen  wir  o,  —  o,  durch 
n,  so  kfinnen  wir  auch  schreiben:  (Ay  B^Y  ~  -  (f/,  +  '0  ('^  —  ")•  l^i^  Seite 
A^  /y,  des  Dreiecks  .f,  ^,  C,  ist  mithin  mittlere  geometrische  Proportionale 
zu  den  Längen  +  "  nud  —  u.  Eine  beträchtliche  Vereinfachung  der 
zur  Auftindung  der  Seite  y^,  By  erforderlichen  Construction  tritt  nun  ein, 
wenn  man  sich  bei  der  Herstellung  der  mittleren  Proportionalen  einer  vom 
gewöhnlichen  Verfahren  abweichenden  Constractiouswcise  bedient, 
welche,  wenn  wir  nicht  irren,  durch  Professor  Oautier  in  Laasanne'vor- 
gesch  lagen  worden  ist.*)  Dieses  Verfahren ,  ans  swei  Längen  r  und  t  die  . 
mittlere  geometrische  Plroportionale  zn  ünden,  besteht  in  Folgendem  (Fijg.  2, 
Taf.  III):  Man  trage  die  kleinere  (s  etwa)  auf  irgend  einer  Geraden  auf, 

*)  Pn^si  lhe  findet  sifli  Itcreils  ia  der  ersten  Anflji^^c  des  bckaimten  und  sehr 
6uLätzoi)!iwurthcu  Lehrbuctui  der  Geometrie  von  Tiufcsäur  Dr.  Kunze  (Joua  1812) 
8. 170,  §.  152.  Anmerk.  d.  Red. 
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80  dua  M Nsss  wird,  durchschneide  dann  diese  Gerade  mit  einem  Radius 
=  r  von  M  aus  nach  N  hin  und  von  N  ans  nach  M  hin ,  wodurch  etwa  die 

Punkte  P  und  Q  zum  Vorschein  kommen  mögen.  Sucht  man  dann  die 
Spitze  eines  gleichschenkclij,'eii  Dreiecks,  das  PO  zur  Grundlinie  und  r 
aur  Schenkolliinge  hat  und  verbindet  diese  Sjützo  T  mit  einem  der  Punkte 
M^Ny  so  stellt  liie  bo  gewonnene  \'erbindungblinie  die  mittlere  geometrische 
Proportionale  zNsischen  r  und  a"  dar.  Der  Beweis  springt  sofort  in  die 
Augen,  wenn  man  von  T  aus  eine  Senkrechte  auf  M  N  fallt. 

7)  Bevor  wir  das  V'erlalaen  iu  allen  seinen  Einzelheiten  kurz  vorfüh- 
ren, das  bei  der  Lösung  der  beiden  axonometrischen  Hauptaufgaben  eiu- 
auschlagen  ist,  wollen  wir  einige  Bezeichnungen  einführen,  nämlich: 

A  ^i^Pii  A     =  Pt  *M»d  £i  C\  =  />, ; 

ferner: 

Ol  ^,  =  Ar, ,  Oi  Bi  =    und  0,  C|  —  Ir,; 

endlich : 

Og  —  «1  83 1(| ,  tti  s=  tig  und  —  Ot  =  tig. 
Beschreibt  man  über  der  Hauptdiagonale  <f  s=  f  (m*  +  +  9*)  einen 
Halbkreis,  trSgt  man  auf  derselben  vom  einen  Endpunkte  aus  die  Längen 
Oi ,  Ot  und  00  (nämlich  m',  ra'  uud  ^)  auf,  und  errichtet  in  den  so  gewonne- 
nen Auftragnngspnnkten  Senkrechte  bis  zum  Kreisumfang  hin,  so  sind  die- 
selben nichts  anderes,  als  kfj  kf  und  A:,.  (Fig.  3,  Taf.  III.)  Verbindet  man 
die  oberen  Endpunkte  dieser  senkrechten  mit  dem  vorhin  erwähnten  End- 
punkt der  Hauptdiagonale,  so  hat  man  die  Seitendiagonalen  (/, ,  «/,  und 
Durch  das  Abtragen  der  Stücke  O],  ff«  und  er,  sind  ganz  von  selbst  die  Lan- 
gen Wj ,  M,  und  «3  zum  Vorschein  gekommen  uud  es  ist  nun  leicht,  die  Län- 
gen d,  -f-  «3,  (/,  —  J/, ,  r/j  -f"  >  dg  —  «/j  herzustellen  uud  nach  dem  in  2  .  b 
geschilderten  Verfaliren  zwischen  den  beiden  ersten  und  dann  nucli  zwi- 
schen den  beiden  letzten  Laugen  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
aufzusuchen.  Diese  Proportionalen  sind  dann  />,  und  Nun  nehme  mau 
in  der  Papicrebene  den  Punkt  0, ,  sowie  die  Richtung  0,  Z,  der  einen  pro- 
jicirteu  Axe  beliebig  an,  uud  schneide  von  Oj  u  auf  0,  Z,  das  Stück  Ar,  ab, 
so  erhält  man  C',.  Indem  man  dann  von  C\  mit  einem  Radius  =  und 
Ten  0|  mit  einem  Radius  =  ki  Bögen  beschreibt,  gewinnt  man  Af  f  und  j9| 
kommt  sum  Vorsehein ,  indem  man  in  gana  gleicher  Weise  von  den  Punk* 
ten  Ct  und  0|  ans  mit  den  Längen  p,  und  k^  operirt.  In  dem  Umstände, 
dass  dann  JiJBi=^Pi  werden  muss,  liegt  eine  Probe  fttr  die  Richtigkeit  der 
Zeichnung. 

8)  Wir  wollen  nun  noch,  gestfitst  auf  unsere  OonstmctionswMsd,  die 
Formeln  für  die.  Axenwinkerentwickeln. 

Beamchnen  wir  den  Winkel      0,      durch  ^ ,  so  ist  im  Dreieck 
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Da  nun 

Ä,»  (/,'  —  rt,'  =  a^  d  —  a,'; 
Jt,*  =      —  a,*  =  fl,  d  — «,"5 

uud 

p*t=z  d*  —  («,  —  a,)'  =s  «,  d  —  «,«  +  2  a,  rt,  +  «,», 
«u  Cihallen  wir: 

(^,,  -I-  ff,  —  rt,) 

2;/«,  ff,  (rf  — 

Be8t'itigou  wir  nun  «»,  indem  wir  für  dassollie  -it/— «,  —  rr,  eiii8et^i>n, 

 («1  +«,)    +  «,  «,J 

r©*  qp  SS  ^—   — — —  — 

2/ff,  ff,  (r/  — ff,)(f/  — o,) 

_  (d  —  g,)  (//  —  «,) 

ff,  (//—  ff,)  (^/  —  ff,) 

Bedenken  wir  nun,  dmss : 

a,  =  f»*,  Of  =  n*  und  s=s 

ist,  so  erhalten  wir : 

eMip  =  —  //(««  +    —  m*)  (m*  +  9«  —  «•). 

0)  Legt  man  beim  rt!clitwiiikoHg;en  P.irall('lepij)eil  O  0,  (liin  li  O  cino 
ßbeue  senkrecht  zur  IIauptdiagf)nale  ,  und  setzt  die  Senkrechten  A  J,, 
B  B\  und  C  6',  rückwärts  fort,  bis  sie  Ebene  K^  in  den  l'unkten  ,  und 
C,  treffen,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  Summe  dieser 
neuen  Abstände  A  A^y  Ii  u  n  d  C  (\  g  1  c  i  c  Ii  der  einfachen 
Haup  t  d  i  ag  o  n  al  e  0  0^  sein  muss.  Denn:  ^4, -4,  +  5,  j9,  4- 6',  = 
3.00,  und  AAi+  BB^-i-  C  C\  =2.0  0,. 

10)  Das  gleiche  Resultat  hätten  wir  auch  noch  auf  folgende  Weis*  fin- 
den kdnnen:  D^kt  man  sieh  OA,  0  B  nnd  seien  der  Ghrfisse  und  Richt- 
ung nach  drei  in  0  angreifende  Krftfte,  so  ist  00^  deren  Resultirende.  Zer- 
legt man  jede  der  drei  erstgenannten  Kräfte  in  swei  Seitenkrftfte ,  von  de- 
nen die  eine  in  0  0,  die  andere  in  £bene  llUlt,  so  mass  einem  bekannten 
Satse  der  Statik  gemäss  die  Summe  der  drei  längs  0  0^  fallenden  Seiten- 
kräfte gleich  der  Resnltirenden  00,  sein.  Diese  drei  SeitenkräAe  sind 
aber  in  Beiug  auf  Grösse  auch  durch  die  Abstände  AAt^  B  und  CC^ 
ausgedruckt. 

11)  0  ^, ,  0  /?,  und  0  r,  stellen  offenbar  die  bei  jener  Zerlegung  in  dio 
Ebene  E^  fallenden  Scitenkräfte  vor,  und  diese  müssen,  wie  die  Mechanik 
lehrt,  uuter  einander  im  Gleichgewichte  stehen.  J^^asscn  wir  dab^r  die 
Kräfte  0  und  0  fif  mittelst  d^s  Parallelogramms  der  Kräfte  ausammen, 
so  muss  dio  2um  Vorschein  kommende  Hesultirende  mit  0  0«  in  eine  und 
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dieselbe  Gerede  follen,  woratw  herrorgeht,  de»  die  VerUüngeimig  von  OC^ 
genau  in  der  Mitte  der  Qereden  ^  J?^  eintrifft.  Ganz  so  litost  sich  seigen, 
dnss  aucli  die  Vorlängertingen  von  0^,  und  0  beziehaugsweise  durch 
durch  die  Mitten  der  Geraden  6',  und  Jf  C,  gehen.  Der  Punkt  0  ist 
mithin  der  Schworpunkt  des  Dreiecks  ji^ßfC^, 

12)  Die  Pyramide  ABCO  mues  sich  auf  Ey  genau  so  projiciren,  wie 
auf  der  durch  0,  gehenden  Bildebene  woraus  hervorgeht,  dass  der 
Punkt  ()^  S  c  h  w  e  r  p  unkt  des  Dreiecks  A^  />',  C^  sein  m  ü  s  s  e.  0, 1) 
ist  aber  die  halbe  Diagonale  des  aus  0^  ^i,  0,  B^  und  Winkel  ^,  0,  i9,  coii- 
struirten  rarallolograinms  (da  ja  (\0^  der  Kesultirenden  aus  0,./)  und  0, />', 
das  Gleichgewicht  halten  inuss) ;  die  ganze  durch  0,  gehende  Diagonale 
dieses  Parallelogramms  ist  somit  =  0,  6',.  Die  ganze  Constructioa,  durch 
welche  man  zu  projicirten  Axen  gelangt,  läuft  daher  darauf  hinaus,  ein 
Parellelogramm  su  construiren,  das  O^A^  und  Og^i  in  swei  in 
einen  Punkt  0  susammenstössenden  Seiten  und  das  ganse 
Ol  cy  zu  der  dnreh  0,  gehenden  Diagonale  hat. 


HZ.  "Km»  EailbertiHUBiiBg  dtr  TajloT'iehen  Bsilie.  Die  Bestbe- 
Stimmung' der  Taylor' sehen  Reihe,  mit  welcher  sieh  anevst  d'Alembert 
beschäftigte  und  welche  später  Lag  ränge,  Ampere  und  Cauehy  auf 
verschiedenen  Wegen ,  u.  A.  auch  mit  Hilfe  der  Integralrechnung  durch- 
führten, soll  sich  aus  der  Entwickclung  der  Heihe  selbst  und  zwar  so  un- 
mittelbar ei^^eben,  dass  dazu  die  Definition  des  Differentialquotienten  aus- 
reicht. Denn  nur  alsdann  lässt  sich  jene  Ileihe  in  den  Elementen  der  höhe- 
ren Analyse  frühzeitig  genug  begründen,  damit  aus  ihrer  Anwendung  auf 
die  zahlreichen  Fragen,  deren  Lösung  sie  in  anscli'aulichstor  und  bequemster 
Weise  vermittelt,  zugleich  ihr  wahrer  Nutzen  erkannt  worden  kann. 

Bei  allen  mir  bekannten  Methoden  der  Darstellung  dieser  Jieihe  fallen 
aber  die  Kestbetrachtungcn  entweder  sehr  umständlich  aus,  oder  .sie  w<'rden 
(oft  unter  Voraussetzung  der  Form  der  ]{eihenglieder)  in  der  DitYcnential- 
gleichung  erst  sehr  spät  angestellt  oder  gar  in  die  Integralrechnung  ver- 
schoben, so  dass  mittelst  anderer  künstlicher  V'erfahrungsarten  die  Falle 
bereits  erledigt  sind,  auf  welche  sich  die,  mit  Berücksichtigung  des  Kest- 
ausdruckes  streng  gerechtfertigte  Anwendung  der  Beihe  am  frnchtbarstbn 
erwiesen  hStte. 

Die  folgende  Entwickelungsmethode  scheint  den  oben  beseichneten 
Anforderungen  genauer  au  .entsprechen,  in  dem  sie  auf  kursem,  sich  gleich- 
sam von  selbst  anbietendem  Wege  die  Beihe  und  augleich  den  Best  liefert, 
dabei  aber  nur  der  folgenden,  unmittelbar  aus  der  Definition  des  Difleren- 
tialquotienten  hervorgehenden  Oorollarien  sich  bedient*  KSmlich : 

A.  Eine  Funktion  ist  mit  zunehmenden  Verftnderlichen  selbst  im 
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Wachten  oder  im  Aboehmeii  begriffen ,  jenachdem  ihr  erster  Differential* 
quodent  an  sich  positiv  oder  negativ  ist. 

B.  Der  Differeutialqaotient  (a:)  kann  innerhalb  des  Intervalls 
zweier  Werihe  «  nnd  4"  y  der  Veränderlichen  nicht  endlich  und  stetig 
bleiben ,  woim  dies  nicht  bei  den  vorhergehenden  DifferentialquoCienten 
/•C— /•<«-2)(jr)  (x),        der  Fall  i«t. 

C.  Die  Gleichung: 

d  X  d  y 

findet  immer  statt,  wenn  man  vt)raus8etzt,  es  bleibe  f  {x  +  »/)  füi'  Jilh'  zwi- 
schen X  und  £  •\-  y  liegenden  Werthe  des  Arguments  endlich  und  stetig. 

1. 

Die  verlangte,  bis  snr ■» — 1^  Potens  des  Zuwachses  y  der  Verttnderliehen 
s  fortschreitenden  Entwickelung  der  Fnnktiön  f{x  -^y)  sei: 

wo  X«,  X|.  JTg, . . .  X^^i  näher  in  bestimmende  Funktionen  der  einsigen 
Veränderlichen  x,  und  der  ebenfalls  näher  ansugebende  sogenannte 
Restausdruck  der  Reihe,  eine  Funktion  von  w  und  y  bedeutet. 

Vorausgesetzt  es  bleibe  /" +  .V  von  yxssQ  bis  y  =  y  endlich  und 
stetig,  erhält  man  durch  partielles  Differentiiren  nach  «  und  y  die  Gleich* 
ung: 

x;  +  y  jt/  +  y«  x;  + . . . .+  y— « x',_2  +  y-» ^'«-i  + 1^ 

=  X,+2yX.  +  3j^X,+....+  (n-|)y— »X,.,  +  ?^. 

Dieser  Gleichung  gescJjicht  identisch  üenüge,  wenn  man  über  X,,  A'i, 
A^„_  1,  U  dergestalt  verfügt,  dass: 

1 J      =  AV  j  2  A, AV }  3  A,  =  X„  (w  —  i;  A^_i  :=  X j 

uud 

Zunächst  ist  klar,  dass  1)  und  2)  im  Gänsen  nur  ««Bedingungen  zwi- 
schen den  »  +  1  au  bestimmenden  Grössen  ausdrucken,  und  erst  die  wei- 
tere Bedingung,  dass  ^färf  a=sO  verschwinde,  aur  vollständigen  Bestim- 
mung jener  Grössen  führen  werde.   In  der  That  erhält  man  von  dem: 

Dies  vorausgesetzt,  geht  nun  die  Gleichung  3)  in  die  folgende  ttber: 


1.2.. .(n  —  l)'     '  daß  dlf'^ 
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oder,  wenn  man,  am  «bmkflrseii ; 

1 .     .  fl 

setst,  und  bemerkt,  dass: 

af7_      y>       du     dU__   y-  du 

I  .2.  <?*ar^~l  .2. . .  («  — 1)  "      1.27.» 'äy* 

80  ergtebt  sich,  wie  leicht  zu  silhen,  die  Gleichung: 

Di«  bitegntioo  dieser  parHellen  Differentialgleichung  würde  nno^ittel- 
bar  Sil  der  l>€kaiinten  |ntegraIform  des  Restes  fahren.  Man  kann  aber  die 
Frage  nach  ti  von  einem  gans  Terschiedenen  Qesichtspiinkte  ans  betrach- 
ten, indem  man  swei  Werthe  von  u  an  ermittelten  sucht,  avischen  weichen 
der  Ausdruck: 

wenigstens  einmal  das  Zeichen  Sndert,  a wischen  welchen  also  ein  Werth 
von  u  liegen  mnss,  wofür  F(u)^0  ist. 

2. 

In  der  soebeu  angeführten  Gleichung  setze  ich  für  u  einmal : 
HO  l'ulgt: 

und  dauu: 
so  folgt : 

JF'(,/,)=/(«)(x  +  y)-/-"')(x). 

In  Hinsicht  der  Zeichen  dieser  beiden  Werthe  von  F(tt)  sind  nun  awei 
Fülle  au  unterscheiden:  es  können  nimlich  die  Ausdrücke 

und  /"<"  ( J  +  y)  - /■^"K-r) 
entweder  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 

Sind,  im  erstem  Falle,  die  Zeichen  jener  Ausdrücke  gleich,  so  sind 
die  Zeichen  von  F(Uf)  und  F{uj)  einander  entgegengesetzt.  Wenn  man 
daher  die  Annahme  macht,  es  bleibe  von  dem  Werthe  x  bis  au  je- 

nem x  +  y  der  Verftnderliehen  endlich  und  stetig,  so  mnss  es  nothwen- 
dig  swischen  u^  =/^")(a:)  und  m,  =  /("^(j;  +  y)  einen  Werth  von  tf,  und  so- 
fort Ton  »  einex enisprechenden  swischen  s  und  s  +  y  geben,  wofür  F  {u) 
verschwindet. 

Hiernach  kann  man  den  Werth  einer  swiaehen  0  und  + 1  liegenden 
Zahl  a  so  bestimmen,  dass 
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ti  +  Ar  y)  und  F(u)  =  0. 

wird.  , 

Sind,  im  sweiten  Falle,  die  Zeichen  der  Ausdrücke: 

und  f("^(x  H-  y)  —  /^"^ix) 
einander  entgegengesetzt,  so  mnss  (ar)  zwischen  den  Werthen  t  und 

X -\-  y  (lor  Veränderlichen  wenigstens  Einmal  sein  Zeichen  wechseln,  folg- 
lich/'^''^d?)  innerhalb  jenes  Intervalls  wcnigbtcns  Einmal  vom  Wachsen  in's  • 
Abnehmen  oder  umgekehrt  Ubergehen.  (Sats  A.) 

3. 

Dies  vorausgesetzt,  seien  nun  a"o,  j-, ,  .  .  .  die  zwischen  a*  nnd  cc  -\-  y 
liegenden  Werthe  der  Veränderlichen,  für  welche  /"<"  +  •'  (jx)  =  0  wird,  und 
zwar  sei: 

*  <  ^0  <    <  •  •  •  <  -^^  +  y- 

Setst  man  nun  fQr  u  den  Werth; 
80  folgt: 

F(tt»)  =  ^-)(«.)-^-)(*), 
weil     eine  von  9  und  y  gans  unabhängige ,  eonstiate  OrSase  ist.  Da 
ausserdem     der  kleinste  der  auf  x  folgenden  Werthe  ist,  wofflr  {x) 
verschwindet,  so  haben  nothwendig: 

(ar)  und  -f^^K-r)      F  {,Q 

gleiche  Zeichen.    Der  Voraussetanng  nach  sind  aber  die  Zeiohen  von 

.  {x)  und  /•(")  (x  +  y)  —      («)  =s  i''  («,) 

einander  en^egengesetzt:  folglich  müssen 

F{u,)  und 

entgegengesetzte  Zeichen  haben.    Es  nni.s.s  also  zwisehen 

=  und  ll^^^^"'{x^y) 

ein  Worth  von  u,  und  sofort  zwischen  und  .r -|"  ein  entsprechender 
Werth  von  x  liegen,  wofür  F{it)~0  wird.  Liegt  aber  dieser  Werth  zwi- 
schen .7'o  und  .r  -j-  ?/,  so  ist  es  nicht  minder  gewiss,  dass  er  auch  in  dem  er- 
weiterten Intervall  von  x  bis  x  +  y  enthalten  ist,  dass  man  ihn  also  wieder 
durch  X     %y  darstellen,  und  sofort 

tt  =  /"('»)(a;  +  xy) 

wie  im- vorigen  Artikel  setzen  kann.  Hierdurch  sind  die  beiden  fräher  un> 
tonehledenen  Fftlle  ev6rt«ri  und  auf  dasselbe  Resultat  lurflckgeftlhrt.  Ohne 
die  ansdrtteklich  gemachte  YoraUBBetBUng,  dass  f{x) .  .(S.X!.)  . .  und  /<'')(ar) 
innerhalb  des  Intervalls  von  s;  bis  «  +  y  der  VerltnderUehen  stets  endlich 
und  stetig  bleiben,  wiren  die  vorangehenden  Betrachtungen  durchaus  nicht 
statthaft.  Jene  Voraussetsnng  aber  filnde  (S.  B.)  nichi  statt,  wenn  nicht 
auch  f<"~'H'))  f^*~\  A^)  innerhalb  des  beseichneten Intervalls 

endlieh  und  stetig  bleiben  würden. 

Fasst  man  Alles  susammen,  so  ergibt  sieh  der  Sats.* 
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Wennf(x)t  /'(d?), . . . /"^"K^)  ^^^^  iwfschen  »  nnd  a;  +  y 
liegenden  Werthe  der  YerAnderllchen  endlich  nnd  stetig 
bleibeiit  und  wenn  x  einen  zwischen  0  nnd  -f*  1  liegenden 
Brach  von  der  Beschaffenheit  bezeichnet,  das«  tis/'<'*)(a:^xy) 
gesetzt,  der  Gleichnng: 

Genüge  leistet,  so  ist: 

+  1. /"•('+»«')• 

G  ratü,  am  a.  M  ärz  1851),  Professor  Dr.  A.  VV  inckler. 


«  XZ.ireber  eine  VingMtaltsiig  der  i»f|f«'M]i0iiVonML  YonGcsTAy 
Roch,  Schfiler  des  polTteehnisohen  Institutes  in  Dresden.  Die.  Yereui' 
faehnngen,  welche  die  Dynamik ,  sowie  die  Lehre  von  der  Ansiehnng  da- 
durch erleiden,  dass  man  die  wirksamen  Cotnponenten  F,  Z  als  Differen- 
tialquotienten einer  Funktion  (des  Potentiales)  foelraehtet»  machen  es  wttn- 
scheaswerth,  auch  in  die  Lehre  vom  Elektromagnetismus  eine  ähnliche 
Krftftefanktion  einzuführen.  Die  Bestimmung  derselben  fttr  die  Wirkung 
von  elektrischen  Strömen  ist  der  Zweck  dieser  Arbeit. 

Die  Ampire'schen  Formeln  fttr  die  Wirkung  zweier  Stromclcmente 
geben  die  Wertho  der  drei  Oomponenten  X,  F,  Z  der  Wirkung  und  durch 
Integration  piner  totalen  Differentialgleichung  mit  drei  unabhängig  Variab- 
len kann  aus  ihnen  die  l'otentialf'unktiou  V  bestimmt  werden.  Im  Allge- 
meinen aber  exiütirt  keine  Lösung  einer  solclien  Gleichung  und  diess  ist 
auch  der  Fall  für  die  Wirkung  zweier  Stromelemente.  Es  soll  aber  ge- 
zeigt werden,  dass  eine  solche  Funktion  existirt  für  die  Wirkung  geschlos- 
sener Curveu  und  es  ist  dies,  streng  genommen,  auch  der  einsig  mögliche 
Fall. 

Als  Grundlage  für  die  folgende  Keehnung  diente  der  für  viele  beson- 
ders anf  krummliiHge  Stromleiter  bezügliche  Entwicklungen  sehr  bequeme 
Ansdraek  der  gegenseitigen  Ansiehung  sweier  Stromelemente. 


Bs 

Es  seien    jr,  t  und  die  Coordiaateii  des  wirksamen  und  des 

afficirtea  Elementes.  Dann  sind  die  Oomponenten  X^T^  Z 
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=  !»,</  .V,  r  i   5  —as .  r —  etc. 


1)  .  .-.^^^ 

wenn 

Man  hat  nun  : 

d  f  jr)  f  <p{r)_df{r)  3  tp  {r)  dtdr__df{r)  d  <p  (r) 
?  X  '    fUj  d  r      ?  r     dx  dy        ö  y   '    d  x  ' 

Diese  Formel  darf  aber  nicht  sofort  in  1)  angewendet  werden,  da 

d  r 

r-i—  noch  «nclre  von     nnd  «  abhlln^e  Or^Men  ausser  r  enthttlt.  Es 

ist  tp  (r)  aber  gleicli  r.    Man  muss  daher  schreiben : 

d  X      d  y      dx  dy     d x  cy 


dy      dx     dy  dx     öy  dx^ 


und  hierin  ist: 


dady     dy  ds 
und  mithiii  allgemein  f  * 

df{ryX,y)dr_df{r,x,y)dr     d^fdr  dyfdr 
dx     dy         dy      dx'^dxdy     dy  dx' 
Hiernach  ist: 

^="""'r*-»^;— ä; 

+'""^ — äl-^äi.  ä^— äi!"'- 

In  den  letzten  beiden  Differentialqaotienten  ist  r  als  constant  anzu- 
sehen.   Kan  kann  sie  daher  schreiben : 

^  ds      dXi    ^       ds    dx^  dt  dXi 


i      n         Ä~  ™*    «  • 


9«!      ^«  ds 

Es  ist  aber        unabhängig  von  r.    Man  darf  daher  in  den  letzten 

beiden  Differentialquotienten  auch  r  als  yerXoderlich  ansehen,  nnd  hat  so 
nicht  mehr  partielle  Differentialq«otienten  ▼«&  der  Torigen  stISrendeii  Be- 
schaffenheit.  Es  ist:  ■ 
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r_rijnnJ^rinririir^orirM~irM~irM^fTfVVinr^  " 


Die  Glieder  in  der  geaehlungenen  KUmmer  können  noch  weier  reda« 
eirt  werden  in 

Diesen  Ausdruck  konnte  man  auch  sehr  bald  aus: 

I  COÄ  ö  cos  Ö'  —  coÄ  e 

erhalten.    Die  Grösse 

ist  unabhängig  von  Xx%  >o  data  man  X  jBehreiben  kann : 

Der  sweite  Theit  der  Klammer  ist  nnnmehr  ein  Diibrentialqnotient 
naeh  x^»   Den  ersten  kann  man  sehreiben : 


(7J 


1  ^ 


*     ?.r,        Hr»/L^*  a«»   ■*"a*i  aa?,  / 


Man  ttberxeugt  sieb,  da 


leieht,  dass 


nnd 


dr  c rix 

a«, 


axi 


so  dass  der  erste  Theil  von  X  zu 


wird. 


*    a«,     ■*"*\a#ar,  atiat/ 
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Es  ist  daher: 


2r= 


i  i^d  s  d  . 


Ebenso  ist  ein  Ausdruck  für  i'zii  entwickeln  und  für  7..  Man  sieht,  dass 
eine  Potontialliiiiktion  nur  cxistirt,  wenn  man  eine  Funktion  auffinden  kaun, 
deren  DiÜeruutial<^uoticut  nach      der  Ausdruck: 

^X^     r       dx  r 

ds^   d s       d  sd  .V, 

ist,  und  wenn  ähnlich  die  nacli  y  und  z  gctoiuit  äitul.  Dann  aber  müsste,  da : 

a*r  v 


dx,dy  dy.dx 

ist,  aach  sein 


etc. 


d$i  9s      ds  dsi 


d  !/i  d  X, 

Man  tiberzeugt  sieb  leicht,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist  und  es  ezistirt 
demnach  keine  Potontialfunktion  für  die  Wirkung  zweier  Stronielemente.' 
Integrirt  man  den  obigen  Werth  für  X  aber  aach  s  nnd  Sx  innerhalb  sweier 
geftchloaaenen  Carreiii  so  fallen  die  Glieder 

ÜXy  y  ^ 

dsx  ds        ds  dsi 

weg,  und  CS  entsteht: 

0  '  u 

^die  Componente  der  Wirkung  zweier  geschlossener  Curven. 

Die  Bildung  des  DilTerentialquotientcn  nach  x^  aber  wurde  in  einer 
W  eise  vorgenounuon,  die  eine  Aenderung  der  Schreibweise  erlaubt.  Denkt 
man  sich  innerhalb  der  geschlossenen  Curvon  zwei  feste  I'unkte  .r,  y,  z  uuil 
^\  ^  !/\  y  ^1  misst  von  da  ab  die  Coordinaten  der  Peripheriepuukte  zu 
I,  »2,  ^,  uud       r/, ,     ,  so  wird: 

r'      [(.r  +  ^)  -  (.r,  +  ^,)J*  +  «tc. 
nnd  man  darf  die  nach  den  frühereu  a,,  >/,,     genommenen  Diffcrential- 
qactienien  identificiren  mit  den  nach  den  jetzigen  genommenen.  Dann  darf 
man  aach  die  Differentiation  nach  der  Integration  ausführen  und  ea  wird : 

y     ^  rr(t^  ^^^^  ^^^^y\^  A 
""^'''^JJ  \^7'rs^rT-d7rJ'*^'*^ 

0  0 
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Die  PoteBÜalfunlUion  V  aber  i»t  daher : 


0  0 


^-ö^'   ^^d^^  '==¥7,' 

Diese  Form  fttr  F  kann  aber  bedentend  TereinfiMsht  werden. 
Man  hat: 


und  durch  die  Integration  fällt  der  letzte  Theil  weg,  so  dasa  entsteht: 
^^-i^J/l^  "^"^'*^  ^^^•'-'  K  =[*+|-(*.+l.)]g+  etc. 


0  0 
Demnach : 

0  0 

Dieser  Werth  genügt  der  Bedingung 

Derselbe  läMt  sich  noch  besonders  vereinfaehen ,  wenn     if,  j;  nnd  |„ 

^,  immer  sehr  klein  sind  gegen  r.    Man*  kann  dann  —  nach  Potenzen 

r 

derselben  entwickeln,  wenn  man  die  Entfernung  der  Punkte,  von  denen  aus 
l>  ^>  Hl  in  Vn  ^  gemessen  werden,  einfuhrt.    Sie  sei  r',  so  ist: 

o-f  c—, 

r       r      öa;  öz 

?i  ai. 

r  r  r 

a«i 

I*  r  r 

a*i  ?«-, 
III 

r*-,  P*-,  r«i 

ZcilwIurlA  mr  M*thenirtik  «.  Physik.  IV.  80 
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Die  sieben  ersten  Glieder  fallen  in  dem  Ansdmcke  4)  w«g.  Seist  man 


nnn: 


6) 


/         .V  «  * 

Ut  0  u 


0  U  U 


4   4  4 


so  wird : 

t  y 

!f 

Ich  liabe  dieso  Formeln  zuniiclist  aul'  die  AinjK'ro'sclie  Theorie  des 
Magnetismus  angewendet  und  besonders  die  Wirkung  der  dem  afticirten 
Molekül  sehr  nahen  Theilchen  bestimmt. 


XXI.  reber  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  ver- 
tical  stehenden  Plancurve.  Beim  Unterrichte  in  der  analytischen  Mecha- 
nik kann  man  folgende  nicht  libcle  Aufgabe  benutzen,  die  ich  in  keinem 
der  mir  bekannten  Tjehrbiicher  finde: 

Auf  die  Aussenseite  einer  gegebenen,  vertical  gesiellten  Plan- 
curve ist  ein  schwerer  Punkt  aufgelegt  ohne  Mittheilung  einer 
Anfangsgeschwindigkeit;  an  welcher  Stelle  wird  er,  längs  der 
Curve  herabfallend,  die  letstere  verlassen?    t^Pig.  i,  Taf.  IH.) 
Die  Achse  OZ  sei  im  Sinne  der  Schwere  genommen,      die  Anfangs- 
lage des  bewegliche^  Punktes  and  die  sngehörige  Abscisse  019j=i  z^,  fer- 
ner für  eine  andere  Lage  P  die  Abscisse  ON  =  Xy  N Pss  y  ^f(t)  und  der 

du 

Taugeuteuwinkel  S  P  T  =  t  mithin  tan  t  =  ^  =    .  Von  dem  beweglichen 

Punkte,  dessen  Masse  c=  i,  dessen  Gewicht  daher  =g  =  ps  sein  möge, 
erleidet  die  Cnrre  ifk  P  den  normalen  Dmck 

PU  =  g  sin  t  — 

jedoch  nnr  dann,  wenn  ^ 5P 7<90^  also  y  positiv  ist,  weil  im  Gegeafidle 
der  bewegliehe  Pnnkt  ohnehin  nicht  mehr  auf  der  Cnrve  wSre;  da  unter 
dieser  Voraussetzung  sin  x  gleichfalls  positiv  ist,  80  hat  man  in  der  obigen 
Formel  die  Wursel  mit  dem  positiven  Zeichen  su  nehmen.  Andererseits 
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wirkt  tlio  Oentrifugulkraft  dorn  Drucke  entgegen;  sie  ist,  wenn  v  die  Ge- 
schwindigkeit and  (f  den  KrUmmangshalbmcsser  in  P  bezeichnet» 

y 

1 

Die  genannte  Gegenwirkung  findet  übrigens  nur  in  dem  Falle  statt, 
wo  die  Curve  ihre  concave  Seite  nach  der  Richtung  negativer  y  hinkehrt, 

d.  h.  wenn  y"  negativ  ist;  man  muss  daher,  um  den  absoluten  Betrag  von 
PV  zu  erhalten,  der  Wurzel  das  negative  Vorzeichen  geben.  Die  gesuchte 
!Stell(!  tiiidet  sich  nun  dort,  wo  P  V  P  V  wird,  bestimmt  sich  also  durch 
d|e  Gleichung 

gy  '2  ^    —  -fl)  .y" 


oder : 

1)  y'(i  +  y*)+2y"(z  — zo)  =  u; 

nach  Substitation  der  Wertbe  y  (2)  und  y"  =f"  (z)  ist  hierin  nur  die 
eine  Unbekannte  z  enthalten. 

Viv.'i  der  Parabel  überwiegt  die  Normalcompoiiente  der  Schwere  im- 
mer diu  Centrifugalkraft ,  wenn  die  Parabelachse  vertical  steht  j  dagegen 
wird  die  Aufgabe  möglich,  wenn  man  die  Parabelachse  A  C  horizontal  legt 
(Fig.  5,  Taf.  III),  Nehmen  wir  den  Ausgangspunkt  P„  zum  Coordinaten- 
anfang  und  setzen  O  B  ~  0  c  ~  r,  und  nennen  a  den  Haibparameter,  so 
haben  wir  als  Gleichung  der  Curve 

mithin  nach  No.  1) 

a*{c  —  z)  -f.  (c  —  «)» —  2  «*  z  =  ü 

oder  f tUr  c  —  tr  s  11 

Diese  Gleichung  ist  mittelst  der  Cardan*8chen  Formel  auflösbar;  man 
erhült: 

2)  .«  =  c  —        (^^?+  c)  —  J^a«  Ö^ö»  +  «•  —  c)t 

Da  ein  negatives  z  eine  Unmöglichkeit  anzeigen  würde,  so  mass  noeh 
untersucht  werden,  ob  z  positir  ausfüllt.   Es  ist  nun  ohne  Weiteres  klar, 
dass  der  Ausdruck  »"-f-da*!!  —  2a*e  mit  u  gleiekseitig  wächst  und  über- 
•  haupt  nur  für  einen  einaigen  poeittven  Warth  tob  u  veraeliwindMi  kann; 
~>  für  »  =  0  wird  er  negativ,  für  h  =  c  positiv,  mithin  liegt  die  gesuchte 
Wnnel  swischen  0  und  c,  folglich  iat  auch  z  awisehen  0  und  e  enthalten. 

Als  B weites  Beii^iel  diene  eine  SUipse,  deren  grosse  Achse  vertical 
steht  (l;Hg.  6,  Taf.  III);  es  ist  dann,  wenn  der  obere  Scheitel  cum  Ooordi- 
natenanfang  genommen,  AC=a  und  B  C=  b  gesetst  wird, 

au» 
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b    ,  5 

M==  —  y%az  —  r 
a  ' 

und  nftch  No.  1) 

f^:^  («- ^)t]  _  2  ^        = 0. 

Die  Gleichung  vereinfacht  sich  mittelst  der  Substitutionen  , 

a 

und  wird 

3)  f*  ar"  —  3     a  +  2  «*  a„  =  0; 
setxt  man  weiter 

80  vird  noeh  besser 

[  Die  einfache  irigonometriscbe  Lösung  hiervon  besteht  in  den  beiden 
Formeln 

und  dies  kann  mit  Hflife  der  THsection  des  Winicels  constmirt  werden. 
Zieht  man  n&mlicb  vom  Brennpunkte  F  naeh  nnd  f  die  Leitsirahlen  % 
und  r,  so  ist  . 

g  — Tq  j.      0  — r  

— — *~"^  —  »0»  — ^  "^s» 

mithin  nach  dem  Vorigen 

4)  *i«  ^  a=-  — — -? ,    tä«  —  2a«ln|-9. 

Dem  entsprecliciid  üchneidet  man  auf  B  /'die  Strecke  F  (j^  -—  F l\  ab, 
beschreibt  aus  B  mit  Radius  ^(Jq  einen  Kreis  und  logt  an  di(!tieu  (;ine  iiüri- 
zontale  Tangente,  welche  den  um  die  Ellipse  beschriebenen  Kreis  A  D  in 
R  schneidet;  von  dem  Bogen  Uli  bestimmt  man  den  dritten  Tlioil  BS,  zieht 
S  T-i-  C I)  und  nimmt  BQ  ==  2  S  J,  dann  ist  der  Kest  FQ  der  Leitstrahl  des 
gesuchten  Punkte»  P. 

Diese  Construetion  wird  elementar,  wenn  ip  einen  der  Werthe 

n  o  * 

—  etc.  erhält ;  für     =  a  —  ^  ^* 

doch  seilt  der  ftlr  r«  angenommene  Werth  Toraas ,  dass  a  mehr  als  6  ^ 

beträgt. 

Giebt  man  der  Ellipse  die  umgekehrte  Lage ,  indem  man  die  kleine 
Aclise  Tertical  stellt ,  so  kommt  man  anf  eine  ähnliche  cubische  Gleichung 
wie  vorhin;  doch  Ittsst  sich  diese  nnr  mittelst  der  Gardan'schen  Formel  anf- 
lilsen. 
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Beim  Kreise  ist  &=a,  c=0,  mithin  nach  No.  3) 

Dieser  Werth  hängt  vom  Radius  a  nicht  ab ;  hat  man  also  für  mehrere 
eoneentrisch«  Kreise  dasselbe  otq,  so  gilt  avch  für  alle  jene  Kreise  das- 
selbe X, 

Für  eine  Hyperbel  mit  verticaler  Hanptaebse  erhKh  man  eine 
Gleicbttng,  die  änsserlich  mit  No.  8)  Übereinstimmt,  worin  aber 

a 

ist*  Da  diese  Gleiehung  keine  positive  Wnrsel  bentet,  so  bleibt  der  be- 
wegliohe  Punkt  immer  auf  der  Carve,  wie  leiebt  voransanseben  war*  Bei 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  (Fig.  7,-  Taf.  III),  deren  eine  Asjmptj^te  BD 
vertieal  steht,  sei  C  der  AnfangspunlU  der  Bewegung,  OCN//BP  die 
Aebse,  O  ff  a  fr,  0       c;  die  Gleichung  der  Onrve  lautet  dann 

b  ez^  [h  —  y)  z  oder  y  =  — 

und  hieraus  ergiebt  sieh  nacli  No.  1) 

oder  einfach«« 

i*  +  4o£  — 8os=0, 

wobei 

c  c* 

gesetzt  worden  ist. 

Legt  mau  die  Basis  einer  Cycloide  horizontal  und  nimmt  den  da- 
rüber befindlichen  Scheitel  zum  Coordinatenanfang ,  so  hat  man  als  Diffe- 
rentialgleichung der  Curve 


2a  —  z 

t 


z 

worin  a  den  lialbtnesser  des  erzeugenden  Kreises  bedeutet.  Die  Gleichung 
1)  liefert  sehr  einfach 

2  =  «  +  i  *0- 
Für  die  Kettenlinie,  deren  Gleichung  ist 


ergiebt  sich 

wie  beim  Kreise  ist  dieser  Werth  unabhängig  von  dem  Parameter  der  Curve. 

SCULÖMILCH. 
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XXn.  Allgemeinste  Auflösung  der  Oleicliung  x^-\-  if  =  in  relativen 
Frimzalileu.  Von  R.  Hoppe  in  Berlin.  Die  Gleichung  läset  sich  zerle- 
gen in 

/>Ö  =  2*»    i>  =  ^  +  y,    g  =  {xi-y){x—2y) -i- 3y*, 
woraus  erhellt,  dass  p  und  q  keinen  Factor  gemein  haben  können  ansser  3. 
Demnaeh  ist  entweder 

oder 

p=s3u*,    q  =  Zi^t  zt=iuv. 
Erster  Fall.  Da  hier 

oder 

3^^  =  (2 ;       J  X  +  y)  (2»  +  2x  ~ 
ist,  so  giebt  es  stets  zwei  relative  Primzahlen        welche  die  Gleichung 
erfüllen : 

y  (2;,  —  •>a  -f  '/)  =  3dy,    d  (2P+2*  — = 
wociäua  nach  J^limination  von  v 

A  y  ö  a:  =  (y  —  ö)  f  y  +  3  Ö)  y. 

Die  Coefficienten  von  x  und  ij  kimuen  keinen  Factor  gemein  haben 
ausser  3  und  4,  niinilich  3,  wenn  er  in  y  steckt;  4,  wenn  y  und  6  ungerade 
sind.   Daher  liat  man 

1)       fx  =  (y  — d)(y+3ö),    €y-=4yd,    «  =  1,3,4,12, 
woraus  hervorgeht 

ett»=y»  +  üyÄ  —  3a*. 
Hat  nun  y,  mithin  aueh  c  den  Faetor  8,  so  ist  y'  +  öyd  theilbar  dnreh 
0,  folglich 

d«+l««, 

das  ist  die  Summe  zweier  Quadrate,  theilbar  durch  3.  Das  ist  unmöglich, 
^eil  d  nicht  durch  3  theilbar  ist.  So  behält  e  nur  die  Werthe  i  und  4,  und 
man  hat  . 

/  +  ayd  — 3««  =  tt|» 

oder 

3(2y-3)5  =  (K,— y)0/.  +y), 
daher  erfüllen  zwei  relative  Primzahlen  a  und  ß  die  Gleichungen 

woraus  nach  Elimination  von  U|  erhalten  wird 

2a(«  — /S)y::^(a^  +  3/3»)a. 

Die  Coefficionten  von  y  nnd  8  können  keinen  Factor  gemein  haben  als 

3  und  Potenzen  von  2.  Man  hat 

=  «*  -I-  3 13« ,         ^  2  «  («  —  i3) ,     f  =  2"  oder  ^  =  3  .  2". 
Führt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  1)  ein,  so  urgiebt  sich  nach 
leichten  Keductioueu 
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•  r « =x  (« + ß)  [(« + «•  -  8  (« - 

S«tetiBAa  tf +j^^a,  a  —  ß^^y  m  werden  a  und  fr  atte  Zeliien  diureli- 
Uvfen,  die  segleick  geiade  oder  etifUielf  vtigerede  find.  In  den  geraden  ■ 
Sjeteuen  sind  aber  alle  Systeme  enthalten,  moltiplioirt  mit  8.  Obne 
SinMhritnknng  ist  daher 

86»),   ♦y«46(a*  +  6»),    d s=s 2"  oder  s=  9 .  1*. 
lit  hier  «  gerade  und  man  MÜbstitoict 

2b,  —  a,  y,  X  für  ä,  6,  x,  y, 
so  erhält  man  nach  Division  durch  4  dieselben  Ausdrücke  wieder.  Man 
kann  demnach  a  auf  un<?eiade  Werthe  beschränken,  ohne  Systeme  der  y 
einzubüssen.  Unter  dieser  Annalime  behält  &  noch  die  Werthe  9  und  1, 
welche  offenbar  eintreten,  jenachdeni  a  -\- h  den  Theiler  3  hat  oder  nicht. 
Zweiter  Fall.  Haben/)  und  q  den  Factor  3,  so  ist 
,    •  12v*==(2a:  — i/)«-h  3y*, 

(2x  —  y)*  =  3  (2r  —     (2p  +  y) , 
•.   y\ix  —  y)—Z6{2v  +  y),  6  {2x  —  y)        (;io  —  y), 
2 (y*  —  3d*)  a;  =  (y»  +  6y <J  —  3J*)  y. 
Theiler  ist  4,  wenn  f  and  i  ungerade  sind ;  3,  wenn  es  in  y  steckt,  daher 
,ar=y«-f- 6j/d  — 36»,    «i^  =  2  (y«— 3d«),  £=1,3,4,12, 

worans 

tu«  SS  7^  +  2/ ^  —  3'^*  ^  = 
jenachdem  y  nnd  «  den  Factor  3  haben  oder  nicht.  Ist  3  nicht  Theiler,  fo 

kommt  ^ 

„,«==(y_ö)  (y  +  3d), 

u{y'-ö)^ßu,,    /3(y  +  3d)  =  a«,, 

«•()'  — ^)-=i5'fy  +  3d), 

£j»ar  — a'+  ()        —  Ii  ß\    ('^^ y.=  ^ß* Üu' ß*  —  a\ 
Ist  3  der  Theiler,  so  setze  man  3y  für  y,  dann  erhält  man  dasselbe,  nur 
mit  Vertauschung  von  x  und  y.    In  den  zwei  letzten  Gleichungen  ist  3 
Theiler,  wenn  e&  in  «  steckt;  4,  wenn  o  und  ß  ungerade  sind.  Da  aber 

3  c    u.«  ==  £     {x  +  y)  = 
80  kann  c  nicht  den  Faetor  3  haben ,  da  es  den  Faetor  0  nicht  hat,  folglich 
*  behUlt  der  C!oefitetent  von  x  und  y  nur  die  Werthe  1  und  4. 
,       Alle  Auflösungen  sind  demnach  in  folgenden  enthalten: 

L  «»a:=«(«"— 86»),  «•y=4A(o»+ 6»),  «»«=a« +20e«**— 86^, 
wo  a  ungerade,  und  ^s=3  oder  a  1  iat,  jenachdem  3  Theiler  yon  a-^-b 
ist  oder  nicht. 

II.  i}*xr=o«+eii*A^~3^,  ij»y=3M+aa«6«— ij»z=6o.6  («*+36*), 
wo  a  nicht  theilbar  durch  3,  und  «}=3  2  oder  =  1  ist,  jenachdem  a  und  h 
beide  ungerade  sind  oder  nicht. 
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XXilL  Dm  pytbagorliielie  Snieek.  Im  Oetoberiiefte  1858  der  iVb«- 
velles  annale*  de  nuMämaliquei  (7.  XFIt,  p.  995)  löste  H.  G^rono  die  Auf- 
gebe, ein  Dreieek  sn  finden,  dewen  drei  Seiten  nnd  Flleheninlielk  eine 
nrtthmetiselie  Beihe  von  der  DiftlBreni  1  bilden,  dnhin,  dem  nnr  dee  so- 
genannte pytbagorlisehe  Dreieck  yon  den  den  Seiten  3,  4,  5  nnd  dem 
Flächeninhalte  0  dieser  Bedingung  genüge.  Im  Jannarbeft  1850  derselben 
Zeitschrift  (T.  XVIII,  p.  44)  bemeikte  H.  Lebeagne  ,  dieses  Dreieck  sei 
überhaupt  das  einzige  in  ganzen  und  rationalen  Zalilen,  welches  der 
Bedingung  gentige,  für  die  drei  Seiten  und  den  Flächeninhalt  eine  arith- 
metische Reihe  mit  irgend  einer  DifFerenx  bersnstellen.  Wir  wollen 
dies  auf  andere  Weise  zeisren. 

Es  sei  zun;ichst  flns  Dreieck  ABC  (dessen  Flächeninlialt  /j)  ein  ganz 
beliebiges.  Wie  gewöhnlich  bezeichnen  r/,  />,  c  die  den  Eckpunkten  7?,  C 
gegenüberliegenden  Seiten,  q  den  Halbmesser  des  eingcscliriebenen  Krei- 
ses und  die  Stücke,  welche  auf  den  Seiten  zwischen  den  Berührungspunk- 
ten mit  jenem  Kreise  und  den  Eckpunkten  liegen,  mögen  durch  die-  den  zu- 
nächst liegenden  Ecken  entsprechenden  griechischen  Buchstaben  a,  y 
benannt  werden,  so  dass  also 

Nun  ist  bekanntllcb 

wie  anf  die  Tersehiedensten  Weisen  abgeleitet  werden  kann. 
Femer  ist  * 

a  +  c  —  26  SS  2/3  —  (a -hy) 

und  wegeu  —  =  cutg  ~  u.  a.  w.  folgt  daraus 

2)  —  =  2  cotg  -  —  {eotg  -  +  coig  - j- 

Ist  daher  b  das  arithmetische  Mittel  awisehen  a  nnd  c,  d.h.  ist  —  =0 

"BfA  C\  B 

so  mnss  aneh  2  eo^ — — ( co'flr  ~  +      —  )  =  0  sein,  es  mnss  wig  —  das 

2       \        2  2  /  2 

A  C 

ariihmetisehe  Mittel  swisohen  «ol$r  —  nnd  eotg  —  sein,  oder 

bilden  die  Dreiecksseiten  a,  6,  c  eine  arithmetische  Reihe,  so  muss 

Ä         B  C 
dasselbe  anch  Ar  cotg  — ,  cotg  — ,  cotg  —  der  Fall  sein. 

2  i2  ^ 

Um  die  Differenz  dieser  letzteren  Progression  anzugeben,  kann  man 
fttglich  folgenden  Weg  einschlagen.  Es  sei  a  =  o;  —  </,  6  =  or,  c  =  o;  -f- 
dann  ist 

einA   rf        *»i  C        ,  d 
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•Im 


Qiid  darsiu 


.    3)       .  ~  =0. 

Nun  ergiebk  Mch  angeoblicklieli 

(  .  A\\  f     A\       (     Ä\      {  .  A\ 

^-^üüT ^  77a  A  ' 2  - i '^^'^'^ 2 

2stn  —  .cos  — 
2  2 

nnd  80  nunmt  die  Gleichun;;  'X)  die  neue  Gestalt  an: 

•  S    A  ,       C\      ,  }       A  ,  C) 

cotgf  +  cotg£.  A         C  / 

3  ^  c 


iiutliiit 


6*  <i 


Aber  iu  jodem  Dreiecke  ist 

=  — 7  c — ' 

«"'»•»•«•Vi—' 

_  ^ 

folglich  in  dem  vorliegendeii  Falle 

B      ,       A      ^  A 
eotg-z=\cotg--\r 

Die  drei  Winkel  sind  demnacb  auf  den  Winkel  A  anrttekgeftllirt  und  der 
oben  ausgesprochene  Sats  Usst  sieb  bestimmter  so  fawen: 

Seien  a  =  x — b^x,  a^x-^d  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks, 
so  folgen  dessen  Winkel  dem  Gesetse,  dass  auch  die  Cotangenten 

ihrer  Hälften  in  arithmetischer  Progression  stehen «  indem  eo^^ 

AB  4  4  C  A  ' 

=  cotg  -,  ro/jf  -  =  4 cotg  1-  +  3  ///  ^  ,  cotg-^Zlg  j  ist. 

Für  dieses  specicllere  Dioiot  k  folgt  aas  1)  auch  eine  einfachere  For- 
mel für  den  Flächeninhalt,  nämlich 

4)  J^ix{x  +  2d)^(> 

Dieses  Dreieck  ist  in  hu  weit,  noch  allgemein,  als  für  x  und  rf  jeder  positive 
Weitli  gesetzt  werden  darf,  weicher  nur  der  Hedingung  .r>'2rf  entspricht, 
indem  «  +  ö  >►  c  sein  muss.    Der  Winkel  A  hingegen  häugt  aelbbt  von  a 
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und  d  nach  der  bekannten  Formel  ab,  welehe  die  Winkel  des  Dreiecks  am 
den  drei  Seiten  finden  lehrt  nnd  welche  hier  die  (JeataH  besitat: 


Es  liegt  nun  nahe,  noch  eine  dieser  swei  wenigstens  bedingungsweise 
willkfirlichen  GrOssen  or,  ä  dadurch  an  bestimmen,  dass  eine  Eigenschaft 
des  Dreiecks  hinautrete,  welche  bei  einem  Dreiecke  von  arithmetisch  fort- 
schreitenden Seiten  wirklich  stattfindet.  Bei  dem  pythagorftischen  Drei- 
ecke setzt  die  Maassaahl  des  Flficheninhaltes  die  arithmetische  Reihe  der 
Seiten  fort.  Soll  also  in  unserer  Beseichnung  •\-  2d  sein,  so  folgt 

durch  Substitution  dieses  Werthes  in  4) ,  dass 

sein  muss,  und  dieser  Werth  in  Verbindung  mit  5)  liefert  die  Grösse 

«  a-«  -t-  32  * 

Ein  solches  Dreieck,  dossen  Seiten  und  Flncheninhalt  in  arithmetijMiher 
Reihe  folgen,  entsteht  dalicr  durch  die  Annahme 

3a»-f48a-     ^  Ox»+  lO.c 

In  der  That  folgt  ans  diesen  Seiten  der  Flächeninhalt 

  ex* 

3a;»-f  16 

und  für  die  Winkel  folgen  die  Werthe : 

A      3.r  ^      3a;.   2  C  4 

welche  den  früher  angegebenen  Zusammenhängen  gehorchen. 

Die  Werthe  6)  sind  aber  keiner  ^^  eiteren  Bedingung  unterworfen,  als 

3_j;S   IG.r   

dass  die  Differenz  d  positiv  sei,  d.  h.  —  ,  ,  „ '  >0  oder  jiir>  1/48  also  etwa 
«.B.  x^Z  giebt  «  =  ~.  6  =  8,  e«— , 

Ganz  anders  verliult  es  sicli ,  wenn  man  die  Bedingung  hinzttgefügt 
wissen  will,  <lass  //,  r,  4  niclit  blo.s  latinnale  ,  sondern  ancli  ganze  Zah- 
len seien.  Dana  iuu^>ü  ausser  x  auuh  (/  eine  ganze  Zahl  sein}  d.  b. 

^  3ar' — 16« 

muss  in  [ganzen  Z.ililcn  aufgelöst  werden. 
Auö  diobcr  Gleichung  folgt  aber 

.  \3a*— W        ^30,-»— 16 
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64d 

Es  mo8s  also  ^^^j^  ganse  Zahl  sein,  oder  dnrcli  Sabstitntion  des 
Warthes  Ton  4, 

64  a; 


6^+32 

mnss  eine  ganse  Zahl  sein.  Das  ist  nnr  dann  mOglich,  wenn 

6^+ 32^642; 

Pa  wir  ausserdem  wissen,  dass  in  ganzen  Zahlen  a;^3  sein'muss,  so  sind 
nur  die  WertUe  x  =-  3  bis  x  =  10  zn  probiren,  nnd  von  diesen  liefert  nnr 
a;=  1  die  ganzen  Werthe  «  —  3,  6  =  4,  c=:5,  /j 

Endlich  ist  das  pythagoreische  Dreieck  das  einzige  rechtwinklige 

C  4 

.von  den  'reriaagten  Eigenschaften.  Demi  bei  C  a  M*  ist  eofg  —  =  —  =  1, 
also  X  =  4.  Camtor. 


ZZE7.  Veber  eine  AnfjBivbe  ana  dar  uuilytiMlkeii  Maoluuiik.  Diese 
schon  bekannte  ^ufgabe  lantet:  Es  wird  eine  Onrre  yon  der  Beschaffen« 
heit  gesucht,  dass  die  Zeit,  welche  ein  materieller  Funkt  braucht,  um  den 
Bogen  EU  beschreiben,  in  einem  constanten  YerhSltnisse  k  an  der  Zeit  stehe, 
die  derselbe  Punkt  brauchen  wflrde,  um  die  entsprechende  Sehne  durch* 
zaianfen,  vorausgesetzt,  dass  der  Punkt  l)  der  Wirkung  der  Schwere,  2)  der 
Wirkung  einer  Kraft  unterwo.rfen  ist,  welche  von  einem  festen  Punkte  her- 
rfthrt  und  der  Entfernung  proportional  ist  (Fig.  8,  Taf.  III). 

Diese  Aufgabe  wurde  successive  von  Saladini*),  Fuss**),  Ser- 
ret und  Ossian  Bonnet***)  iM'linndelt}  allein  es  ist,  so  viel  ich  weiss, 
bis  jetzt  noch  nicht  bemerkt  worden,  dass  man  in  beiden  Füllen,  nicht  nnr 
für  Ak  =  l,  sondern  auch  für  jedes  k  zu  derselben  Dlfforcntialgleichnng 

1)  k  .{dq  +  qtangQ  .d&)~-}/d^*'^  Q^dQ^ 

gelangt,  wenn  ^,  #  die  Polarcoordinaten  der  gesuchten  Oorve  bezeichnen. 
Dies  führt  zu  dem  merkwürdigen  Resultate ,  dass  ▼erstellende  Gleichnng, 
wenigstens  für  diese  beiden  Fälle,  unabhängig  von  der  wirkenden  Kraft 
sowolil,  als  auch  von  der  Lage  des  Wirkungsniittcipunktos  (crnfrc  <far(ion) 
ist,  und  mithin  zu  der  Frage,  ob  diese  Indepcndcnz  nicht  allj;;oiuein  sei. 

Bezeichnen  nun  ,  1^  rospective  die  Zeiten,  welche  der  materielle 
Punkt  braucht,  um  den  Bogen  und  die  ihm  entsprechende  Sehne  durch- 


•)  Memorie  deir  fmttUuto  Naxkuude  lütHtmo.  Bd.  I,  Th.  II,  8.  43.  1800. 

Mhuub-rs  de  VAvailende  des  sc.  de  St.  Pelei  sbottry  1824,  Bd.  IX,  S.  91, 
*•*)  Joui  md  de  Liomilk,  JJd.  IX,  8.  28,  11  ö.  1844. 
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Bvlanfen;  r  nnd  a  die  Entfernungen  der  Punkte  ilf,  0  vom  Wirknngs- 
mitteipnnkte  A  (wenn  0  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  ist),  F{r)  die  wir- 
kende Kraft;  setzt  man     (r)  =J'F{r)  dr,  so  ergiebt  sich 

Es  bt  dabei  zu  bemerken,  dass,  wenn  man  zur  Auffindung  der  Gleich- 
ung l)  zugleich  9  and  B  yariiren  ISsst,  {d^)  eine  specielle  Bedeutung  hat. 
Denkt  man  sieh  nlmlich  zwei  unendlich  nahe  liegende  Yectoren  OM,  OJIT, 
und  auf  ON  die  Strecke  OilT  so  abgeschnitten,  dass  derselbe  materielle 
Punkt,  unter  der  Wirkung  der  Kraft  F{r) ,  die  Strecken  OM,  OM'  in  glei- 
chen Zeiten  zurttcklegt,  so  ist  das  Stfick  M'N  =  {(Iq)  ,  and  entspricht  dem 
Zeitincremente  df^.  Xun  erhält  man  aus  2)  die  WertheTon  ds  und  {df) 
als  Function  der  Kraft  F{r)  und  der  Zeit: 

d  t     j/2  }/F,  (r)  —  F,  {a)  .  dt, ,    (d*)  =  yi  j/F,  (r)"^  F,  (a) .  di, , 
und  durch  Division 

ds  _dtt^ 

woraus  die.  Kraft  oliniinirt  worden  und  somit  di«;  fragliche  ludependeuz  der 
Gestalt  der  gcsncliten  Curve  von  der  Kraft  bewiesen  ist. 

Zusatz.   Aus  der  Vergleichung  dieser  letzten  Gleich^ig  mit  l)  folgt 
((Iq)  —ÜQ-^Q(IQ.  fang  6  ^=  NM'  =  Nm  +  mM\ 
wenn  Om  =  OA/ gemacht  wird;  daraus  fol>j;t  aber 

m M'  =  Qd6  .  taiiy  0, 

also 

LmIU'M=-  —  ez=SÜMi 
2  ' 

und  wenn  man  sich  einen  Kreis  durch  die  Punkte  0,  M\  M  denkt,  so  er> 
giebt  sich,  dass  OS  die  Bertthrende  des  Kreises  bei  jO  ist,  dass  also  der 
Mittelpunkt  desselben  auf  der  Verbindungslinie  Ton  0  mit  dem  Centrum  i< 
liegt.  Nach  der  frtthem 'Bestimmungsweise  der  Punkte      M'  ist  aber  der 

geometrische  Ort  derselben  nichts  Anderes  als  die  Synchrone  {la  courbe 
tynekrone)  aller  bei  0  zusammenlaufenden  Geraden.  Als  End« 
resultat  ergiebt  sieb  also,  dass  diese  letztere  unabhängig  von  der  wirken- 
den Kraft  und  der  Lage  des  Wirkungsmittolpunktes ,  und  zwar  ein  Krois 
ist,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Verbindungslinie  0.4  liegt,  und  dessen  Halb- 
messer gleich  der  in  dieser  Kiebtung,  unter  den  Umständen  der  jedesmali- 
gen Aufgabe,  vom  materiellen  Tunkte  zurückgelegten  Strecke  ist,  wie  dies 
für  die  ;5wei  einfacboron  Fülle  der  Schwere  und  einer  der  Entfernung  pro- 
portionalen Kraft  direct  bewiesen  werden  kann. 

Leipzig.  E.  BACALoaLO.  * 
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XXV.  Za  der  Quadratur  der  Epicyoloide  und  der  Hypocycloide.  Von 
der  Cycloidc  ist  foI(;onder  Satz  bekannt  (Scblömilch'a  Compendium  der 
höheren  Analysis  Cap.  XIV,  §.  04(1): 

Die  Sclieiteltant^cnto  schliesst  mit  der  Senkrechten,  welche  auf  sie 
aus  einem  Endpunkte  einer  zu  ihr  ])arallelen  Cycloiden-Selme  ge- 
fällt wird,  ein  Fläclienstück  ein,  welche«  halb  so  gross  ist  als  der 
zwischen  der  Scheiteltaugentc  uud  jener  Sehne  liegende  Abschnitt 
des  Jvollkreises. 

An  Formeln  für  die  Quadratur  der  Kpicycloide  und  der  Hypocycloide 
fehlt  es  zwar  nicht,  aber  keine,  der  mir  bekannten  wenigstens,  bietet  irgend 
eine  Analogie  zu  dem  obigen  Satze  dar,  wahrend  doch  zu  vermuthen  ist, 
dass  ein  allgemeinerer  Satz  von  der  Epicycloide  giltig  ist,  welcher  den- 
jenigen von  der  Cycloide  als  besonderen  Fall  in  sich  enthält.  Die  Ent- 
vickelang  dieaes  aUgemeineren  Satses  bildet  den  Gegenstand  der  folgen- 
den Zeilen. 

Der  Bellkreis  bebe  eeinen  Mitielpankt  ia  M^i  wenn  sich  der  beschrei- 
bende Punkt  im  Scheitel  8^  der  Epicycloide  als  deiA  einen  Endpunkt  des- 
jenigen BoUkretsdurelimessers  befindet,  dessen  anderer  Endpunkt  7*«  auf 
den  um  den  Mittelpunkt  N  beschriebenen  Babnkreis  tritt  Der  beschrei- 
bende Punkt  habe  die  Epicycloide  Ton  ^  eraengt,  wenn  der  Mittel- 
ptinkt  des  Sollkreises  die  Lage  Jf  einnimmt  und  der  Endpunkt  T  eines 
Durchmessers  s)*  auf  den  Bahnkreis  tritt,  so  wird  SMP  den  in  der  Folge 
mit  #  beseichneten  Rollungswinkel  darstellen.  Setzen  vir  femer 

SO  wurd  L  T^NTss  m&,  und  der  doppelte  Inhalt  des  Epicycloidenaus- 

? 

Schnittes    NP  durch  J  r^ätp  angegeben.  Zum  Zweck  der  Ausführung  des 

0 

Integrals  sieben  wir  aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks  IfälP  die  Gleich- 
ungen; 

r  sin  (g?  —  m  0)  —  a  sin  (9, 
r  cos  {(p  —  m  ö)  =  a  CO*  ö  +  a  +  6, 

differensiiren  dieselben  und  erhalten: 

dr.stn(9> — m0)  +  rcos(g> — mS) .  {dq> — mdS)=^aeo90.  d&, 
.dr,eo$ (qp-T~m 0)  —  r  «w — m%) .  (rfy — mdB)  = — utm^.dB^ 

durch  Elimination  Ton  dr  sodann: 

r{dfp  —  m<f9)  =  a.cos     — (f»+l)6|.<f9 

oder: 

dtn 

=  mt* ar ,  COS      —  + 
Die  Gleichungen  1)  aber  wiederum  geben : 


■'  { 
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r»  =  («  -I-  />)«  -j-  ««  -f.  2  rt  (rt  +  Ij)  cos  fc» 
ros  I  rp  —  (m  -\-  l)     s=  a      (a     b)  cos  Ö 
Bouiit,  nach  eiuigcn  l  iiiwuudluiigeii: 

r'^=V{».  +  l)(*  +  i)(I+««e) 

und  der  doppelte  lulialt  des  Epicyclüideu  Ausschnitts  SqNP:. 
? 

U 

Dieser  Ausdruck  kann  zum  Zweck  der  geometruehen  Deutung  in  fol* 
gende  Gestalt  gebracht  werden: 

=  (1ia  +  6)".me  +  fl(2a  +  Ä)*i»ö  —  (am.-f  i)  —  smSf), 

Das  erste  Glied  ist  der  doppelte  Inhalt  des  Anssehnitts  NS^S  eines 
zam  Bahnkreis  concentrutehen  Kreises,  das  a weite  Glied  degenige  des 
Dreiecks  N  S  P,  und    {ß -~  sm  B)  derjenige  des  Ahaehtthts  S  P  Tom  Bol^ 
kreis.   Es  bleibt  also,  wenn  Gemeinsohaftlichea  angenonmen  wird: 
Flüche     £  P^  (2  m     1) .  Abschnitt  8P. 
In  Worten,  wenn  bemerkt  wird,  das*  SP  Tangente  der  Epicydoide 

ist,  und  2  m  4-  1  ==  ^  ^ :  Irj^end  eine  Tangente  der  Ep\,cycloide  schnei- 
det von  der  Flädie  zwischen  dem  betrctVondcu  Curveu-Ast  und  dem  sämnit- 
liclio  Acste  in  ihren  Scheiteln  berührenden  Kreise,  und  als  Sehne  des  linll- 
kieiftes  vor  diesem,  solche  Stücke  ah,  welche  im  Verliältniss  des  grössten 
und  kleinsten  Abstands  des  Kollkreis- Umiaugs  vum  liahakreis-Mittelpuukt 
stehen. 

Für  die  Iljpocycloidc  ist  m  negativ  zu  nehmen. 

Für  die  Cjcloide  wird  der  besagte  licrührungskreis  Scheitel-Tungente, 

femer  fr  3=  00,  somit  m  s  <^  a=  0,  also : 

Flüche  ^  5 />= Abschnitt  5  P. 
Addirt  man  au  beiden  FIftehen  die  congmenten  rechtwinkligen  Dreiecke, 
welche  S  P  mit  den  aus  P  auf  S  T'Vmd  die  Scheiteltangente  gefKllten  Senk- 
rechten bestimmt,  so  ergiebt  sich  der  am  Anfang  vor  der  Cjcloide  ausge- 
sprochene Satz. 

Stuttgart,  27.  April  im.  C«  W.  Bahr. 


XXVI.  XTebev  die  Xrümmnng  der  Flächen.  Von  der  Ganss'schen  De- 
finition der  Krümmung  der  Flüchen  ausgehend,  werde  ich  im  Folgenden, 
bei  geringer  Aenderung  der  Ableitnngsweise,  eine  auf  abwickelbare  Flä- 


uiym^L-ü  Ly  Google 


Kleinere  Mittheilungen.  313 

 "^<^(~ifK~n~<*ir~i"'    —  —  —  —  —  —  —  —  — -  |-  — |  —  —  —■^■^■^■^■^—^f-  -M-^-^ ■— rLi~ii~inj"LnjT^i_iu 

chcn  gleich  fall»  anweQdbRre  i«^orniel  sar  Messung  der  Krämmung  amfsn* 
stellen  vorsuclien. 

]\Ian  liftrachto  einen  Fiiichenpnnkt  und  eine  <li(*sen  Punkt  in  sich 
einschliessende ,  auf  der  Fläche  so  gozoj^ene  Linie,  dass  auf  allen  durch 
den  betrachteten  Punkt  gelegten  normalen  Schnitten,  von  diesem  Punkte 
aus,  der  constante  Bogen  d  s  abgeschnitten  w  erde,  und  sei  co  die  von  dieser 
Linie  begrenzte  Oberfläche;  man  denke  sich  ferner  durch  alle  Peripherie- 
punkto  der  erwähnten  Linie  die  Normalen  zu  der  Fläche,  und  von  dem 
Mittelpunkte  einer  Kngel  mit  dem  Radius  ==3l  Parallelen  zvl  dieaeu  Norma- 
len gezogen,  welche  auf  der  Kogel  einen  gewissen  FlSclienraum  S  begren- 
sen,  und  sei  da  der  jedem  d»  entspreehende  verlnderliehe  Kreisbi^ea  auf 
der  Kugel;  es  beseiehnen  endlieh  J7„  die  den  beiden  Hauptsehnitten  der 
Flftche  (f  den  dem  normalen  Schnitte  im  Aiimnte  q>  entsprechenden  Krüm- 
mungshalbmesser ;  so  istf  da  man  die  FUehen  9,  n  an  der  Grenae  als  eben 
ansehen  kann  und  d  $  constant  bleibt,  die  gesuchte  KrOmmong 

2« 

Jda'.dgi  -in 
j  d^  .d(p 

wenn  d  den  Halbmesser  der  mittleren  Krümmung  darstellt.  Für  ein  nega- 
tives i2g  wird 

*a-i>,(i+i)=i,.i(i-.ij. 

Ist  überdies^  absolut  genommen  =  Ä| ,  so  reducirt  sich  der  Aua- 
druck au^,;  nndfur  J?,«cO, 

Ein  von  l)  etwas  ahweioliender  ,  für  den  Fall,  wo  rl  -  .v'  <  0  aber 
nicht  anweiidliarer  Ausdruck  für  die  Krüumiung  ergiebt  sich,  wenn  man 
vorstehende  Voraussetzungen  so  umändert,  dass  da  coustaut  bleibt,  ludern 
d  s  variirt.    Mau  lindet  alsdaun 

i. 

0,         2«  2*       .  1 


2)    lijn.-  = 


"  0      (l  +  f;'«ni^<p) 


•  Man  darf  sich  nicht  wundern,  wenn  sich  für  dieselbe  Grösse  verschie* 
dene  Ausdrücke  finden  lassen.   Da  nämlich  alle  diese  unter  die  gemein« 
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sehafiliclie  Form  ^  gebnkcht  werden  können,  so  drfickt  M  den  Halbmeager 

derjenigen  Kugel  aus,  welche  in  der  Uuigobung  des  betrachteten  Punktos 
mit  der  Fläche  zusammenfallen,  also  dieselbe  Krümmung  mit  dieser  haben, 
und  mithin  die  oeenlirende  Kugel  demelben  sein  wttrde.  Da  aber  im  All- 
gemeinen eine  solche  Kogel  niebt  vorbanden  ist,  so  kann  M  weiter  Nichts 
bedenten,  als  den  Halbmesser  einer  Kngel,  welche  sich  der  ge- 
gebenen FlXche,  im  betrachteten  Punkte,  mehr  oder  weni- 
ger genau  anschliesst,  und  es  wird  dnreh  die  yerschiedenen  Formeln, 
wenigstens  bei  der  Ganss^schen  Ansohanungsweise,  welche  sonst  die  geeig- 
netste ist,  eine  leichte  Uebersicht  der  Krttmranng  der  Flftohen  su  geben, 
nur  ein  höherer  oder  niederer  Grad  von  Annfthemng  eraielt.   Wenn  nun 

aber  die  Gauss'sche  Formel  £—5-  für  die  abwickelbaren  Flächen  uubrauch- 

bar  wild,  so  sprechen  dafür  einerseits  die  von  Cour  not*)  angeführtpn 
Gründe,  andererseits  ist  aber  zu  bemerken,  dass  in  diesem  Falle  die  auf 
der  Kugel  begrenzte  Fläche  I  die  Form  II  annimmt,  also  nicht  durch 
4ds^  .  rf.<fj  ausgedrückt  werden  kann,  wie  dies  im  Falle  I  geschieht  (siehe 
Fig.  0  n,  10,  Taf.  III).  Es  liegt  also  der  Grund  dieser  scheinbaren  Ano- 
malie iu  der  Natur  der  Sache  selbst,  nicht  aber  darin,  dass  die  Gauss'.sche 
Methode,  wie  es  von  einem  gewissen  Dr.  Kenard  vor  Kurzem  behauptet 
wurde,  auf  einer  Formenanalogie  eher,  als  auf  einer  inncii'ii  reellen  berulit, 
und  man  wird  gewiss  nicht  sehr  geneigt  sein,  zur  Unterstützung  der  von 

Sophie  Germ ain  gegebenen  Formel  ^  -h  die  Krttramung  derFlttchen, 
nach  demselben  Dr.  Renard,**)  als  die  Grenze  des  (ottenbar  nicht  ho- 
mogenen) YerhftUnisses  lu  definiren,  in  welchem  ds  dieselbe  Bedeut- 
ung hat  wie  im  Eingänge  dieses  Aufsatses,  o»  aber  den  Flächenraum  be- 
deutet, der  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  =sl,den  körperliehen  Winkel 
misst,  welcher  vor  der  Bertthrungsebene  und  den  durch  die  Extremitftten 
von  dt  an  die  verschiedenen  normalen  Schnitte  'gesogenen  Tangenten, 
unter  der  Voraussetaung,  dass  diese  im  betrachteten  Punkte  susammen- 
laufen,  gebildet  wird.  E.  Bacaloolo. 


XXVn.  Dia  Professur  des  Ramns.  Znm  Beweise  der  hohen  Meinung, 
welche  Ramns  von  deutscher  Gelehrsamkeit  hatte,  führte  ich  Bd.  II,  B.  357 
die  Stelle  seiner  Schol,  $nath,  an,  in  welcher  er  einen  Gelehrten,  vor  Allen 


*)  Thiorie  des  fonttkma,  aeo.  idit.  I  vol.  p.  403. 

*•)  Tkete  d«  dtetont  toutenue  detmi^ta  faeutU  dts  teimee$  de  Park,  1866. 
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einen  doutachen  Gelehrten  auffordort,  tVrn  von  Hypotlio.snn  die  Af^tmnomie 
rein  anf  Thataachen  und  Berechnungon  zu  gründen.  Ich  hemerkfe  damals, 
■wie.  komisch  es  erscheine,  wenn  ein  Fliiclitling  über  eine  Stelle  verfüge,  die 
ihm  selbst  nicht  mehr  zu  (ilebote  stehe,  und  zeigte  die  Alternative ,  dass 
man  annehmen  müsse,  die  bereits  1507  für  sich  erschienene  Einleitung  sei 
1960  trota  total  yerinderten  Verhältnissen  den  Schölts  mathrmniicis  in  wört- 
liehem  Abdnicke  angereiht  worden,  oder  aber,  dass  man  die  wabrschein» 
liehere  Antfassnng  Raum  greifen  lasse,  es  habe  Ramnii  die  testamentarisch 
TOB  ihm  ans  eigenen  Mitteln  gegründete  Professur  im  Ange  gehabt  Da 
über  diesen  Oegenstand  niebt  viel  beliannt  ist,  so  dürfte  es  yo%  Interesse 
sein,  einen  inaviseben  yon  Friseb  TerÖffentliehten  Brief  Keplers  {JooftnU 
Kepleri  eutronomi  Opera  omnia  eäidit  Ch,  Frisch,  L  pag,  84)  ansnfitihren ,  wel- 
cher zwar  anch  jene  Frage,  welche  Professur  gemeint  sei ,  nicht  direct  be- 
antwortet, aber  doch  die  Vermnthnng  sehr  nnterstlltat,  dass  eine  wörtliche 
Auffassung  die  richtigere  ist.  Kepler  schreibt  uftmlicb  im  S^tember  1607 
an  seinen  ehemaligen  Lehrer  Maestlin  in  Tübingen : 

....  Non  possuni  ie  Chuistime  Domine  praeceptor  non  certiorem  rcddere^ 
mihi  pro  edito  libello  hunc  honorem  a  Gallis  habere,  ut  Regius  professor  Lutetiae 

m 

Parisiorum  ex  paclo  eonslitiilus  ego  xim.  auf  cerle  iUitm.  qui  hnec  ad  me  arripsit, 
slulluin  fuisse  necessc  sH.  Qui  n  vero  qui  tnihi  Inco  cedcre  vnle- 
hat,  i  liier  ea  morluus  est  cl  prnrtil  dubio  dirersar  <!i'ulrn(i(te  surressnrem 
jarn  rcliquil,  \dco  dt'crrri,  qunad  Dco  placucrit.  sprrlu  regia  profr<;sione  in  Sfyrin 
mauere.  Exemplar  epistnlae  ad  me  missae  tibi  Iransmilterem,  uisi  mihi  constaret, 
ie  id  pridem  habere.  Scripta  est  anno  1560  biennio  ante  me  natum.  Autor  Ihimus 
est  in  Schölts  siäs  {non  Gcometria)  Goomelricis  folio  40  et  50.  Quo  loco  Jiamus 
praemium  confirmate  absque  hypothesibus  astrologiae  sponäet  Wae  professionis 
eettionem,  Si  Rmnue  ÜUts  exterminmlas  eupU  hypaOieses,  qttae  ttf  credanUtr 
posiulaniurf  non  pn^atUur,  et  si  hone  absque  hypolhesäms  asbronomiam  Umdat 
quae  seUus  nahtrae  a/qmiiu  grhium  eedeslUtm  eontenta  estf  queä  qidi^  oitto  et 
post  omnino  ümuere  wOeUer:  vkimu  «d  ^jo  vel  Cty^emiettt^  vel  utarque  stmulf 
fio6t^rM  pröfessto  deb^ur  Rmnea.  fidi  autem  Bamus  omnes  omnino  ht/petheses 
r^kU  teu  verat  et  tuUurales,  seu  falsas,  Um  id  est,  qvod  supra  dixi,  ^tUus 
nempe,  idque  vt  ophior  mI  ie  Judiee.  Vemm^ui  utriasque  honari  eausulafurt  msdo 
me  professorem  regium  quam  Bomum  siulium  appeUare.    Hoe  unum  est. 

Es  ist  fast  fiberflfissig,  an  bemerken,  dass  Kepler  tinter  dem  Werke, 
Ober  welches  er  so  siegestrunken  scherzt,  seine  ErstlingRschrift,  das  Myste- 
rium cosmographicum^  ▼ersteht.  Die  begeisterte  Freude  über  seine  Ent- 
decknngen,  welche  nur  er  selbst  zu  würdigen  wusste ,  bildet  einen  treffen- 
den Zug  seines  Characters  und  spricht  sich  in  den  meisten  seiner  Werke 
aus,  ganz  besonders  in  der  eiuigcrmassen  mit  mystischen  Floskeln  durch- 
wehten Harmonica  mundi  {Lincii  1610).  Cantor. 


Ztlliiebriri  r.  MaIhMiuitik  u.  l'hyüik  IV.  21 
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XXVin.  Bewegnngsersoheiniingen  im  Kreise  der  galvanischen  Kette, 
welche  nicht  durch  das  Ampäre'sche  Gesetz  erklärt  werden.  Bereits  im 
104.  Bd.,  S.  413  von  Poijg.  Antud.  machte  Paalzow  Mittheilungen  über  der- 
gleichen Bcwegungserscheiuungcn.  Er  legte  auf  eine  Kupferplatte,  welche 
mit  dem  einen  Pole  einer  galvanischen  Kette  verbanden  war,  ein  dünnes 
Platinbleeh ,  hierauf  setste  er  einen  eylindrischen  Halbriog  von  gatleiten- 
der  Kohle  so  auf  das  Platinbleeh,  dass  derselbe,  das  Blech  in  einer  geraden 
Linie  berührend,  leieht  in  Schwankungen  versetst  werden  konnte.  Li  der 
einen  der  ebenen  Sehnittflächen,  welche  durch  die  Halinmng  des  gansen 
coneentriaohen  Gylinderringes  durch  einen  dnreh  dessen  Axe  geführten 
Sehnitt  entstanden  sind,  befand  sich  eine  kleine  Grabe  nnd  in  dieser  Qneek- 
sllber,  in  welches  ein  dünner,  mit  dem  andern  Fol  der  Kette  verbundener 
Platindraht  eintauchte.  Als  nun  durch  das  beschriebene  Leitersystem  ein 
elektrischer  Strom  von  hinlHnglicher  Stttrike  geleitet  wnrde,  gerieth  die 
Kohle  an  eine  andauernde  wiegende  Bewegnng.  Bei  dem  Versuche,  diese 
Bewegung  durch  das  Amp^re'sche  Gesetz  zu  erklären,  bemerkt  man  so- 
gleich, dass  die  Einwirkung  des  Stromes  im  Zu-  und  Ableitnngsdraht  auf 
den  Kohlenwieger  nur  sehr  gering  sein  kann.  Durch  einige  Versuche  hat 
ührii^ons  Paalzow  bcstinnnt  nachgewiesen,  dass  bei  seinen  Versuchen, 
Avnboi  die  Kohle  in  eine  wiegende  Bewegung  gerieth,  die  eloctrodynamische 
Abstossung  zwischen  Platindraht  und  Kohle  viel  zu  gering  war,  um  letztere 
niederzudrücken,  indeia  er  uHiulich  die  Ivohle  durch  ein  leicht  bewegliches 
Messiugstück ,  leichter  als  die  Kohle  ersetzte,  bei  welchem  ein  Strom  von 
gleicher  Stärke,  als  der  zum  Wiegen  der  Kohle  angewendete,  keine  electro- 
dyuamische  Abstussung  hervorbrachte.  Zngleich  zeigte  Paalzow,  dass 
die  von  der  Pole  snm  Platinblech  ftbergehenden  Funken  das  Platinblech 
an  der  Uebei^angsstelle  plötslich  so  stark  erhitsen,  dass  man  daselbst  eine 
Ausbiegung  desselben  sehen  kann.  In  Folge  dessen  giebt'  er  von  dieser 
Erscheinung  die  ErklKrvng,  dass  an  der  Uebergangsstelle  der  Funken  swi- 
sehen  Kohle  nnd  Blech  das  letstere  ansgebogen  nnd  so  die  UnterstHtsungs- 
stelle  der  Kohle  gehoben  wird,  die  Kohle  bew^  sieh  nun  nnd  bertthrt  das 
Bledi  an  einer  andern  Stelle,  woselbst  sie  gehoben  nnd  wieder  eine  andre 
Stelle  derselben  cur  Bertthrnng  m|t  dem  Blech  gebracht  wird.  So  kommt 
dann  auf  ähnliche  Weise  wie  beim  Treveijaninstrnment  eine  regelmftssige 
wiegende  Bewegung  zu  Stande. 

Aohnliche  Erscheinungen,  wahrscheinlich  ebenfalls  auf  thermischen 
Wirkungen  des  electrischen  Stromes  beruhend,  sind  von  Gore  (siehe  Pogg. 
Ännal.  Bd.  107,  S.  455)  mitgetheilt  worden.  Hierzu  veranlasste  denselben 
eine  in  einer  Electro -Vergoldungsanstalt  in  Birmingham  beobachtete  Er- 
scheinung, nämlich  die,  dass  eine  Me.ssingröhre  Durchmesser  und  4' 
Lange),  die  quer  über  zwei  parallelen  Schienen  lag,  zu  wanken  begann, 
als  ein  elekliischer  Strom  durch  die  Schienen  geleitet  wurde,  indem  jede 
Schieue  mit  dem  Pol  einer  starken  Batterie  verbunden  wnrde,  wobei  der 
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Strom  dnrch  die  eine  Schiene,  hieranf  dnrch  die  Köhre  nnd  dann  durch  die 
andere  Schiene  znrtickf^inj^.  Nachdem  die  Köhre  eiiiijj^e  Zeit  gewankt  hatte, 
war  sie  auf  den  Schienen  fortgerollt.  Gore  hatte,  um  diese  Erscheinung 
zu  Studiren,  Schieuen  von  verschiedenem  Metall  und  verschiedenen  Dimen- 
sionen angewendet,  ebenso  hatte  derselbe  Hohlcylinder  and  Hohlkugeln 
Ton  Tersehiedeotttt  DimoinotiOB  problrf  und  war  hierbei  ztt  folgenden  Be- 
svltaten  gelangt.  Eine  fortduaenid  rollende  Bevegnng  (anf  einer  kreis-* 
fBrmig  geschlossenen  Sehienenbahn)  an  erreichen,  erfolgt  weder  bei  sehr 
geringem  noch  sehr  grossem  Gewicht  Ton  Kngeln  oder  Böhren.  Wo  sie 
eintritt,  bemerkt  man  anch  immer  ein  knackendes  Geräusch  nnd  oft  Fnn- 
kenflbe^ang  anf  der  der  Bewegnngsriehtnng  aufwendeten  Seite  der  Ka- 
gela  oder  BShren,  welche  sich  während  des  Bollens  stark  erhitzen.  Bei 
starken  Bühren,  die  bei  Yersochen  in  grösserem  Massstabe  angewendet 
Warden,  war  die  Erscheinung  mit  starken  Vibrationen  nn^  musikalischen 
Tönen  ähnlich  wie  beim  Treyelyaninstrament  yerkntlpft.  Die  Erscheinung 
tritt  bei  Strömen  nicht  ein,  die  so  stark  sintd,  dass  das  Metall  an  den  Con- 
tactstellen  zwischen  Röhre  und  Schienen  geschmolzen  wird.  Die  Richtung, 
in  welcher  Kugeln  oder  Röhren  sich  zu  bewegen  anfangen,  hiingt  nicht  von 
der  Stromrichtmig  ah,  die  genannten  Gegenstände  treten  ihre  Bewegung 
bald  in  der  einen,  bahl  in  der  andorn  Richtung  an. 

Gore  selbst  scheint  geneigt  zu  sein,  das  Rollen  der  Kugeln  und  Röh- 
ren auf  dieselbe  Weise  zu  erklrtren,  als  den  Paalzow 'sehen  Versuch, 
nämlich  dnrch  fortwährende  Hebung  der  Unterstützungspunkte  der  Kugeln 
oder  Köhren.  Ob  diese  Erklärung  ausreichend  ist,  müssen  spätere  Ver- 
snobe zeigen ;  bis  jetzt  sind  über  den  Gegenstand  Mittheilnngen  von  F  o  r  - 
bes  (s.  Pogg.  Ämtai,  Bd.  101,  S.  «8)  und  von  Lerons  (s.  Pogg.  AnnaL  Bd. 
107,  8.  463)  gemacht  worden,  welche  jedoch  wohl  noch  nicht  sareicben,  nm 
ein  entscheidendes  Urtheil  ttber  die  ZnlAssigkeit  oder  UnaulXssigkeit  der 
Gore 'sehen  Erklärung  absageben.  E.  Kahl. 


XXDC.  Beweil,  diis  dia  ComliiiiatioiiittaA  oljaetiT  liiid.  Boye 
(Monatsberichte  der  Berl.  Acad.  1859.  Hai,  Pogg.  Anual  Bd.  107,  S.  652)  ftlhrt 
folgenden,  in  dieser  Boziehnng  entscheidenden  Versuch  an.'  Von  zwei 
Stimmgabeln  mit  dem  Tonnntcrschied  einer  reinen  Quinte  wurde  die  eine 
vor  das  rechte  Ohr,  die  andere  im  tönenden  Zustande  vor  das  linke  Ohr 
gehalten.  Hierbei  wurde  die  den  beiden  Tönen  als  Combinationston  ent- 
sprechende tiefere  Octave  nicht  gehört,  dieselbe  trat  aber  sehr  deutlich 
hervor,  sobald  !)cide  Stimmgabeln  gleichzeitig  vor  einem  und  demselben 
Ohre  tönten.  In  crstcrem  Falle  vernahm  man  gleichzeitig  beide  Töne, 
woraus  man  erkennt,  dass  nicht  wie  beim  Auge  ein  gemeinsamer  Eindruck 
hervorgebracht  wird,  sobald  beide  Augen,  wie  beim  Stereoscop,  etwas  ver* 
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schindonc  perspectivisclie  Ansichten  desselben  Gegenstandes  oder  verschie- 
dene Farbeneindrücko  erhalten. 

Der  Dove'sche  Versuch  steht  keineswegs  mit  der  Hypothese  von 
Helmholts  über  die  Combiiifttionatdiie  in  Widerspruch,  indem  er  zeigt,  dus 
die  Oombinationstöne  nicht  durch  Vermischnng  von  Toneiiidrfickeir  im  Ge- 
hirn entstehen.  Nach  der  Ansicht  von  Heimholte  {PoQg,  Jmal,  Bd.  09, 
•8.  407)  entstehen  CombinationstSne  nnr  bei  starken  primlren  Tönen ,  bei 
denen  die  Elongationen  der  schwingenden  KSrpertheilchen  so  gross  sind, 
dass  die  elastische  Rückwirkung  nicht  nur  vom  Ausschlag  selbst,  sondern 
auch  vom  Quadrate  desselben  abkSngig  ist.  Hierbei  findet  die  einfaehe 
Uebereinanderlagerung  der  Wirkungen  nicht  mehr  statt,  wenn  Lnftwellen, 
von  zwei  Tonerregern  herrührend,  zugleich  anf  einen  Körper  einwirken, 
welcher  nnsyunnetrisch  befestigt  ist;  es  tritt  im  Gegentheil  anstatt  der  awei 
ur^rOngliclien  starken  Töne  allein  von  den  Schwingungsmengen  a  und  h 
das  Aggregat  folgender  schwächern  Töne  an/: 

a,  b 

2  a,    a  —  6,    fl-+-ö,  2* 
3a,    2a  —  6,    2a-\-b,    a  —  26,    a  +  36 

etc. 

TTelmholtz,  der  den  mathematischen  Beweis  dieses  Satzes  nur  für  einen 
Masseixpuujtt  mitgethcilt,  nach  seiner  Angabe  jodocb  auch  für  ein  System 
vou  Massen  geführt  hat,  ist  der  Meinung,  dass  die  Wahrnehmung  von  Coin- 
binationstönen  oft  auf  die  Weise  geschehe,  dass  die  starken  primären  Töne 
daa  ansjaimetrisdi  befestigte  Trommelfell  in  Schwingungen  versetzte,  wel« 
ches  statt  derselben  allein  ein  System  von  Combinationstönen  (Summations- 
und  DifferenstSnen)  in  das  Innere  entsende  —  und  mit  dieser  Ansicht  st^t 
Devese  Versuch  vollkommeft  im  Einklänge.  E.  Kabl. 
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ITabw  FaMfonkHiakB  balMUtar  MsoBgm. 

Von  I^'kanz  Wktziö, 

stud.  math.  in  Leipzig. 


Unter  der  FnsspunkÜinie  einer  gegabeaen  Cnrre,  der  6 «lis ,  in  Besag 
nnf  einen  gegebenen  Pnakt,  den  Pol,  yersteht  man  bekanntlich  den  geo- 
metrischen Ort  der  Fnsspunkte  der  von  dem  Pol  auf  die  Berührenden  der 
Basis  gefüllten  Lothe.  Die  Beeis  wird  hier  als  eine  ebene  Cnrve  nnd  der 
Fol  in  ihrer  Ebeno  liegend  vorausgesetzt.  Oonstruirt  man  inr  Fasspunkt- 
linie von  demselben  Pol  ans  wieder  die  Fusspunktlinie,  so  soll  dieae  in 
Bezug  auf  die  ursprüngliche  Basis  Fusspanktlinie  zweiter  Ordnung, 
deren  Fasspunktlinie  eine  solche  dritter  Ordnung  u.  s.  f.  heissen.  In 
Bezug,  auf  die  Fusspunktlinie  von  der  Ordnung  -f-  n  als  Basis  soll  die  nr- 
sprüngliche  Basis  Fusspunktlinio  —  n  genannt  werden.  Unter  einer  Fuss- 
panktlinie schlechtbin  ist  die  von  der  Ordnung  +  1  gemeint. 

1       dm  l^awpwilrtHiiiiB  n*^  Ofimg  ia  AllgenniftMni. 

1. 

Die  Grnndformeltt. 

In  Besng  auf  den  Pol  O  als  Coordinatenanfkng  sei  Tq  der  '^ctor  eines 
Punktes  P«  der  Baris,  dessen  Anomalie  sei  der  Winkel  der  Bertth- 
renden  in  P«  mit  demVeetor,  d.h.  die  kleinste  Drehung  tun  P«  in  der  poriti- 
yen  Bichtang  von  9« ,  dnrch  die  eine  mit  dem  Veetor  sosammenfidlende 
Gerade  zum  Znsammenfallen  mit  der  Berührenden  gebracht  wird,  woraus 
hervorgeht,  dass  stets  ao<.Jc,  also  sina^  positiv  ist.  Der  Krümmungshalb- 
messer der  Basis  im  Punkte  P«  heisse  ^oi  er  werde  poritiv  genommen  bei 
concaver  Kriimmnng  gegen  den  Pol,  negativ  bei  convexer  Krtiinmung.  Der 
Fusspunkt  P^  des  vom  Pol  auf  die  Bertihrende  gefällten  Lothes  0/*,  heisse 
in  Bezug  nuf  /*f,  als  Punkt  der  Basis  der  zugehörigo  Punkt  der  Fusspunkt- 
linie.  Sein  Vector  0  sei  r, ,  seine  Anomalie  9,,  der  Winke]  der  Berüh- 
renden der  Fusspynktlinie  in  mit  r,  sei  der  Krüinmnngshalhme.sser  p,. 
Analog  soll  für  den  zugehörigen  Funkt  J*^  der  Fusspunktlinie  »ler  Ordnung, 
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wo  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  der  Vector  r„,  die  Ana» 
nialie  (p„f  der  Winkel  der  Berührenden  mit  dem  Vector  der  Krttin- 
mungshalbmesser  ^„  heissen. 

Es  sollen  nnn  allgemeine  Beiiehnngen  iwieehen  r«,  y«,  er«,  (««and  r«! 
9nf  «■>     anfgestellt  werden. 

Nimmt  men  einstweilen  OP^  als  NnlUinie,  ist  also  r,V,  «=  9,,  so  ist 

1)  fUr  a0  >^  ~ «0 ^6r  Aussenwinkel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
mit  dem  geg^hiteM^eBdvii  afitMh  Wfcikd  Ml**- 

2)  für  ffo<—  >«t  «0  Ergänzungswinkel  des  negativen  Winkels  qr<, 
zu  einem  rechten,  also 


mithin  iwt  in  beiden  Fällen 


Für  /'i  folgt  unmittelbar 

r,  =     sin  Oq  =     fo«  q>^. 

Nun  ist  bekanntlich 

.         1  dr, 

wofKr  man  ans  der  vorhergehenden  Gleichong  durch  Differentiation  nach  94 
den  Werth  erhslt 

.    (       ^\  ' 
co<  ai  SS —  tan  9,  =  —  km  I     —  —\  =  cot  o^. 

Hithinist 

«I  =  «0; 

denn  die  Unbestimmtheit  um  ein  Vielfaches  von  x  bewirkt  keiBen  Unter- 
schied  in  der  Lage  der  Bertthrenden. 
Ebenso  ist  nan  abar  * 

«ii=Ä-i=««t-a=  »  . 

allgemeia  * 

Es  ist  also  in  allen  einem  gewissen  Punkte  der  B ;i  .s i s 
zu  g:e  hörigen  Punkten  der  Fusspunktli  nicn  der  Winkel  der 
B  0  r  ii  Ii  r  e  n  d  e  n  mit  dem  Vector  nach  Grösse  und  Jv  i  c  h  t  u  n  g 
derselbe.  Diese  Gleichheit  lässt  sich  auch  geometrisch  sehr  leicht  zei- 
gen. Seien  und  P^  awei  benachbarte  Punkte  der  Basb,  ihre  Vectoren 
r«  nnd  r^,  ihre  Berührenden  U        *•%  ^  ist  die  Verbindungslinie  /,  der 
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ihnen  «ontspreciienden  Punkte  P,  und  /^',  deren  Vectoren  r,  und  r,'  seien, 
Berührende  der  Fasspuuktlinie.  Es  liegen  aber  die  Punkte  0,  P^',  />, 
aaf  «faiem  KjMMe  ▼em  Dar»h««Mttr  0P^\  dewm  'BArithrende  /,  iflt,  und 
folgt  duMU  einfach 

oder,  da  man       ss  1:^*4  ■^tsea  Itann^  •   v  . 

Wird  dieaer  Winkel  daher  scmechtliin  a  beieiohnet,  so  bat  man " 

r,  ss^r^  tm  a  =    .  «>»•«, 
,  •    '  u,  f.  w.        ••        •   •  - 

r_i  c=:  — - —  ^  r»  SIR   *  a  ' 

.1       . .  •  •  •  ■  sin  a     '  .      i  .  • 

r^j  s=  -7—  ;=  To ««~»  a 


«tri  CK 

U.  S.  w. 


allgemein 

1)  r.fc^ro.^«. 


Ebenso  leicht  ist  nun  di^  Bestinunmi};  Yon  ^  Ifan  hat  für  positive  n 


woraus  dnrch  Addition  folgt: 

Für  negative  n  ist:  ^ ' 


wora«s.diir4ii.A44itien  folgt: 

,_.v.  =  «(.^-|), 

oder 


312  Ueber  Fusspunktlimen  bdiebigar  OrclBBiigMi. 

+  n  mit  —  «  hervovgebl. 

Bildet  nwa  But  dtr  beliebig  «luramekMndeik  NoIUhüs  den  Winkel 
9»«,  80  Ist 

9'»«  =  ^0  +  ''o*''«» 
«Im  für  posative  and  negative  »  die  Oleiehnag  gttltlg 

2)  ip,  =  q}^+  n(tt—^y 

W^en  der  Constans  des  Winkel»  a  hat  man  dasn  noch  die  GieiclinQg 

Aus  Gleichung  2)  folgt  die  DiiTerentialgleichung 

d  <p„      (l  (jpQ  +  «  .  d  «. 
Die  geometrische  Bedeutung  von  da  ergiebt  sich  durch  Differentiation  der 
Gleichung 

eotas=—  -3-? 

BMb      wodurch  mMn  erbttlt 

Berücksichtigt  man  nun,  d«S8 


dieBedingoBg  ^^^^^^^  Krammiiiig  liegen  den  Pol  ist,  and  daher  die  durch 

Eimetsung  der  Werthe  von  ^  und  «1»«  in  Polarcoordinaten  ai»h  erge- 
bende Oleiehnng 


auch  hinsichtlieh  des  Voraeicbens  richtig  ist,  da  sin  a  stets  positiv  ist,  so 
erhält  man  * 

du'^(-^  l)dtp^. 

Diese  Glcicliung  lässt  sich  auch  geometrisch  sehr  einfach  herleiten.  £s  ist 

nSmlich  ^°  ^  ■  das  Bogenelement,  daher  derOontingeBSwiiilEeliweier 

benachbarter  Krümmungshalbmesser,  und  ergiebt  sich  für  diesen  sogleich 
aus  der  Figur 
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Mm%  mm  diem  Werth  in  die  Gleiehnng 

ein,  80  erhält  man 

4)  «^=<^[„(-Ji__l)+,]. 

In  dieser  Gleichung  ist  ^J^^  ^'^  VerhäitniM  des  Vectors  zur  Projectiott 

des  KrlbniiinBgshalbmeMert  auf  den  Yector. 
FOr  M  s  1  folgt 

in  gleicher  Webe  muas  aber  sein 

d  9^11        Qu  Mt  u 

und  folgt  hierant,  wenn  man  das  Verbiltniss  -  ans  Gleichung  4)  ent- 
nimmt 


5)  ^  welchem  Ansdnicke  man  anch  die  Formmi  gebon  kann: 

.  .       a,«fii«        .  I  1     Qbtinu   '  . 
w +•  1  —  n"   1  +  2   / 

Da  nnn  rf^^r^sin*  o  bekannt  iat,  so  ist  in  diesem  Ausdrucke  dnreli 
Yector,  Bertthrnngswinkel  und  Krümmungshalbmesser  der  Basis  des  znge» 
hörigen  Punkte's  der  Fusspunktlinie  n*'*''  Ordnung,  und  somit  überhaupt 
durch  ein  Element  der  Basis  das  sugehörige  irgend  einer  Fnssjiunktlinte 

ToUständig  bestimmt. 

Sei  ferner  \  zwei  beaacbbarten  Vectoren  einge- 

schlossene Flachenelement  der  Basis,  d  f„  ~  ^  r„*  d  (p„  das  zugehörige  der 
Fusspunktlinie  n^"  Ordnung,  so  erhält  mau  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichungen  1)  und  4) 

.  BndUck  fei  d  t«  das  «im  Bogenelement  d$^  der  Basis  gehörige  Boge«- 
element  der  FnsspunktKnie  n**'  Ordnung,  so  kat  man  wegen  des  eonstanten 
Winkels  «  die  PM^^ottioii 

d  ^ :  d  ff«  SS    d  9, :  r»  ^, , 

worM*  siok  eigiebt 

7)  «["(r^->)  +  ']''" 
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Ans  Glcichang  8)  folgt  noch  die  Helatien  awiachen  dea  DiiSeeentiakn  der 
Vectoren 

8)  rfr.  =  rt..«[,(^^-.)+l]rfV-  ■ 

Vermöge  dieser  Gleichunj^en  siud  nun,  \v«'un  die  liahis  gegeben  ist, 
die  Berührenden  und  Krüniniung$halbme»ser,  die  (^aadcatur  und  Hectiiica* 
tion  aller  ihrer  l'uäsuuuktliiiieu  bestimmt. 

•i  ■-''•.1 


•  ■ 


2. 

Wir  knüpfen  zunächst  au  die  (Jonstaua  des  Winkels  a  und  diu  daraus 
sicli  ergebenden  Formeln  1)  und  2)  ,  ,         •  '!  i   * . 


und 


an. 

■  t)  Die  logaritbmiaolie  8pirale-  ist  die  einsige  Carve,  bei  welcher  der 
Winkel  a  fflr  alle  ihre  Punkte  dereelbe  ist.  Uwe  Fsaspunktlinien  «mlissen 
daber  gleiche ,  nur  durch  Dre^pong  Y.erscbiedene  logaritbmbcbe  ipiralen 
sein.  In  der  That  erhftU  mas,  wenn  man  in  Gleichung  1)  r^s=ale^'**"^ 
einsetzt  und  ^  statt  ^  einführt 

r^z=z  A  Sin"  a  e     ^  .  -^^     ,  \ 

woraus  eine  Drehung  um  ^  ,  ,  '  | 

(lg  sin  a  .      \       *"  ' 
 «+  -  I 
coia         ^2/  . 

2)  Ein  bestimmter  Winkel  der  Bertthrenden  gegen  den  Vector  kommt 
bei  üllen  ansi^inmengebörigen  Fusspunktlinien  gleich  oft . vor.  Datier  lassen 
sich  auf  alle  vom  Pol  aus  gleich  viel  Normalen  füllen  und  aa  alle  gleich 
▼iel  Bertihrende  legen.  Die  Fnss|iunkte.  dieser  Normalen  sind  alle 
Liüien  |;emein8chaftÜche  Berührungspunkte.  «Tede  l'uaspunktlime  positiver 
Ordnung  geht  so  oft  durch  ^en  Pol  nnd  jede  negativer  Ordnung  hat  so 
viele  uinendliclie  Veotoren,  als  sich  vom  t^ole  Berührende  an  die  jBasis  legen 

lassen  (d.  h.  so  oft  a===0;wjrd),  und  zwar  berühren  die.  positiver  ^^g^^^^j 

Ordno^g  sich  im  Pol  und  stehen  auf  denen     °  Ordnung  senkrecht, 

•  gerader  «    .  .  • 

• »  •  • 

während  die  unendlichen  Vectoren  der  Linien  negativer  '  0,4. 

^.  ,  .  °  ungerader 

nung  in  eine  Gerade  fallen  nnd  auf  denen  der  Linien       '^^^^'^  Ordmini^ 

^'  gerader  ^ 

senkrecht  stehen.       1  *  v  •  * 
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3)  Die  gogeuseitige  Lage  der  ziisanunengehörigen  Elemente  der  l'  uss- 
punktlinien  verschiedener  Orduang  läübt  üicli  geometrisch  veraDschaulichcn. 
Aus  Gleichung  2)  folgt  nämlich 

"* 

und  wem  niui  dMMm  Wertli  in  l)  «imetst^  whült  maa 

n 

oder 

—  — —  Wtt 

,«— —  «-'■=- 
r,=r,(«iia)         f  «      *  ; 

Hieraus  fol^-; 

Alle  SQsaramengehörigen  Punkte  liegen  aüf  einer  und 
derselfien   logarithniischen   Spirale,   deren  Mittel- 
r  ])unkt  derPol  ist  und  deren  constantor  Winkel  y  der 

Berührenden  mit  dem  Yector  gegeben  ist  durch 
'  •  lg  sin  a 

^r—- — -; 
•  — T 

Dirst  n  Satz  kann  man  unigfkplirt  als  eine  Eigenschaft  der  logarithmischen 
Spirale  aussprechen,  uamlich :       *  '        "  ' 

"Bewegt  sich  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels  auf  einer  logarithmi-' 
«eben  Bpirale,  w&hrend  der  eine  Schenkel  sich  um  ihren  Mittelpunkt  dreht, 
80  bildet  der  and.f|re  Sebenkel,  wo  er  die  Spirale  snm  aweiten  Male  sebnei?. 
det,  mit  ihr  einen  eonstanten  Winkel. 

Ist  die'Basia' selbst  eine  lognritbmiseho  Spirale,  so  liegen,  weil  der 
Winkel«  Ar  alle Punkte  der  Basis  ders6lfoo  ist,  altö  die  Reiben  snsammen- 
gbharig^r  FttSspttnkte  anf  lögiirithmiBekett  Spiralton  v  äie  -sieh  nnf  dorth- 
Drehung  naq  den  Pol  nn^rae)ieidfin* 

3. 

An  die  Gleicbnngen  4),  5),. 8)  schliessen  rieh  snnitobst  folgende  Be- 
traebtnngen  an: 

1)  Ist  7 —  =  Ii  d.  h.  oseulirt  das  Element  der  Basis  die  berührend 

daran  gelegte  logarithmisttbe  Spirale,  deren  Mittelj||tnnkt  der  Pol  ist|*)  so 
erbftltman  '  ' 


A  Min 

Die  Bedhigan^  =  ss  1  ffthrt  nSmlioh  .auf  die  Differentralgleiehung 

dtfß      r  \d(p/  ' 

welche  durch  die  Gleichung  der  logarithuiischeu  Spirale  r^ue^-*f  iutegrirt  wird. 
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Qh  8i»  «   

Die  logarithmisclie  Spirale  ist  daher  die  einsige  Curre ,  bei  welelier 
als  Basis  ffir  alle  Punkte  der  Basis  den  zugehörigen  Pmiktett  der  Fasspmikt* 
littien  Qleicblieit  der  Winlceldi£fecentiale ,  und  ein  eonsUntes  YerhAltniss 

=        xweier  in  poridver  Ordnung  anf  einander  folgender  Bogen  -  and 

VectorendilFerentiale,  sowie  dasselbe  Verbttltniss     —  sweier  anf  einander 

Mfi  sc 

folgender  Krümmungäbalbmesser  zukuuimt. 

Es  liegt  in  diesem  Falle,  ^  ^  =  1,  der  Krammangsmittelpankt  je- 
des l'uiiktes  /'„  '"if  <^l*'i'  iiii  Tule  0  auf  /  „  errichteten  »Sonkrecliteu ,  und  lie- 
gen alle  diese  Krümnmngsiuittelpunkte  auf  einer  gleichen  lugaritlnnisclu;u 
Spirale,  als  die  l'unkte  selbst  (vergl,  Jj.  2,  3).  Uenii  sei  /„  der  Vector 
des  Krflnimuug.smittclpunktes  von  /^q,  der  Ton  so  ist  t^  =  r^  cota  and 
ssr^eoittf  worans  folgt 

und  da  auch  ^1«  ==  r/ri#,  so  folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

2)  In  jedem  andern  Falte  giebt  es  eine  Gi'össe  des  absoluten  Werthes 
von  n,  Ton  welchen  an  die  Anomalie  der  Fnsspunktliuien  nut  wachaender 
Ordnung  immer  rascher  wächst.   Die  Bogen-  und  Veetorendifferentiale 

nehmen  dann ,  da  für  cc^      lim.n  sm"  a  =  0  wenn  «  =  -|-  oo,  —  üO  wenn 

ttss —  00  ist,*)  mit  wachsendem  positiTon  n  beständig  ab,  mit  wachsendem 

negativen  ft  beständig  zu;  und  zwar  geschieht  das  Wachsthum  von  Ano- 
malie, Vector  und  Bogen  der  Fusspunkfclinie  mit  denen  der  Batis  in  glei- 
chem oder  entgegcugesetstem  Sinne ,  je  nachdem  n  1  posi- 
tiv oder  negativ  ist.  Das  Vorhiiltniss  zweier  Jtuf  einander  folgender  Werthe 
des  Wiukeldirt'erentials  nähert  sich  mit  wachsendem  positiven  oder  negati- 
ven n  immer  mehr  der  Grenze  1,  das  aweier  Bogen-  and  Yectorenditfe- 


r^,  und  das  VerhKltuis«^=i^< 

ma  r. 

Dies  kann  mau  nach  dem  Yorbergebendeu  so  aassprechen : 


rentiale  derGrenae  — ,  und  das  VerhXltuisa^^^-^^^  ebenfalls  derOrenae  1* 

sin  a  r- 


*)  Dies  folgt  einÜMh  sot  Fttr  «  ^  7  Usst  sieh  stete  eine  Zahl  m  so  besUnuDea, 
^MS  lgn  =  —mlgtin  «,  und  wird  dann  a.  «m*  9«.  Nun  wird  aber  « — « 

sssn^         ^  waehseodem  poidtiven  s  ttber  alle Qfensen  g ross,  abo  Äm«w"-"«i=0. 
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Die  Fusspunktlinicn  nähfirn  sie  Ii  mit  wachsondor 
positiver  oder  negativer  Orduuiig  in  jcdciu  Punkte 
iuimer  mehr  der  Osculation  mit  der  berüiircnd  an 
sie  gelegten  logaritbuiischeu  Spirale,  deren  Mittel- 
punkt der  Pol  ist.  Und:  die  Fus sp u n k t Ii n i <mi  bolio, - 
biger  sich  berührender  Curven  nähern  sich  mit  wach- 
sender Ordnung  immer  mehr  der  Osculation  im  Be- 
rflhruugs  punkte. 


3)  Für  «  =  6®^^  diese  logarithmiBche  Spirale  ia  den  mit  der  Nor- 
male OP,  als  Halbmesser  vom  Fol  ans  besehriebeneii  Kreis  Aber,  und 
nKhem  sich  die  in  sich  silmmtlich  berflhrenden  Fosspunktlinien  mit 
wachsender  Ordnung  immer  mehr  der  OscnlaUon  mit  diesem  Kreise.  Da 
femer  dann 


also  in  diesem  einzigen  Falle  Yon  einem  gewissen  Werthe  Ton  fi  an  das 
osenlirende  Bogenelement  mit  wachsender  positirer  oder  negativer  Ord- 
nung besittndig  wächst:  so  kann  man  den  genannten  Kreis  als  die  Grenz- 
cnrTe  ansehen,  welcher  sich  die  Fnsspnnktlinien  mit  wnch- 
sender  Ordnung  beständig  nähern.  Dies  lässt  sich  noch  strenger 
dnrch  folgende  Betrachtung  begründen: 

Oicbt  es  überhaupt  eine  Gienzcurve ,  an  dio  sich  die  Fusspunktlinien 
immer  naher  auschliesseu,  so  inuss  sie  eine  holchc  Linie  sein,  die  sich  selbst 
als  Fusspunktlinie  erzeugt,  d.  i.  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  ist, 
und  zwar  der  mit  der  Normale  als  Halbmesser  beschriebene,  weil  nur  mit 
diesem  alle  Fusspuuktlinien  sich  berührend  treffen,  Die  Normale  sei  daher 
NulUiuie  und  es  wird  gefragt,  welcher  Werth  lim  .  t\  zu  einem  gewissen 
Werthe  lim .  <p^  gehört.    Es  gehört  nun  sn  jedem  Punkte  der  Basis,  ffir 

den  a —  ^  einen  endlichen  Werth  hat,  Zun  9«  ^  +  (X>  und  lim .  r«  s  0  für 

fiss-^QD,  lni»rttsscofltrfi  =  «oo.  Soll  dagegen  lim  tp^  einen  endllekeft 

Werth  haben,  so  muss  mau  sich  a  —  — -  umgekehrt  proportional  mit  n  ab- 

* 

adunond,  den  Punkt  d^  Basis  also  immer  nAher  an  de«  Faaspnnk^  des 
Honnale  rttdiend  dei^evu  • 
Bei  also 


so  hat  man 


woan  der  Veotor  gehört 
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> 

LSsst  man  nnn  n  über  uile  Grenzen  vachsen^  so  bedeutet  die  Länge  de» 
Normale  vom  Pol  und  hat  man 

lim  r.  =a  r,  üfli  fios" 
=  ro  /im  (l  -  4 ^  +•  •  •)"=         G'^*^ •  •  •) ' 

aUio 

lim  r„  =  To. 

Es  ist  mithin  lim  r„  unaltliäiigig  von  t/;,  d.  i.  constant,  womit  ebenfalls  ge- 
zeigt ist,  tlass  der  aus  dem  Fol  mit  der  Normale  bcscliriebene  Krci.s  Orenz- 
kreis  i.-it ;  und  zwar  ist  derselbe  als  Fusspunktlinie  uneudiicii 
Ii o  h er  Ordnung  des  Elementes  d or  B asis  anzusehen ,  auf  dem 
sein  Vector  senkreclit  steht. 

Lassen  sich  vom  Pole  aus  mehrere  Normalen  auf  die  Basiä  lälkii,  ä> 
giebt  es  eben  so  viele  Greuzkrelöc,  wenn  kt  ine,  keinen. 

Der  Lauf  einer  F'usspunktliuie  sehr  hoher  positiver  Ordnung,  z.  B.  der 
Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  Pol  ist,  ist  demnach  folgender:  Tn  nabezu 
kreisförmiger  Windung,  deren  Mittelpunkt  der  Pol,  lauft  sie  vom  Endpunkt 
der  grossen  Axe  aus;  die  Windunjjjen  entfernen  sicii  immer  mehr  von  der 
Kreisform,  indem  sie  sich  immer  näher  an  den  Pol  auschliessen  und  in  je- 
dem l'uukte  nahe  die  an  sie  berührend  gelegte  logarithmische  Spirale  os- 
culiren,  deren  Winkel  der  licrübrenden  mit  dem  Vector  wächst  bis  zum 
grösston  Werthe,  deu  er  für  die  Ellipse  bat.  Von  da  an  dehnen  sich  die 
WindiiBgeB  wied^t  aus  and  ;nftbeni  siob  der  Krafalbm  bw  otiin  Anschluss 
an  des  mit  derkleitieii  Halbaeki«  bescbriebenen  Chranskrei«.  JDn  Windim- 
gen  d«  Fnaspunktliaitt  tdur  hoksrjiagatiTex  Ordnnng  «ntfenien-aich,  tomi 
£nd]piinkt  der  grossen  Axe  ausgehend,  immer.mehr  vom  Pol  nnd^der  Kreis- 
foraii  um  dann  sum  Anschluss  an  den  mit  der  kleinen  Halbachse  besohrie- 
keaen  Kreis  •■urttdcinkelurett* 

4)  Ist  ^0  negativ,  d.  )i.  findet  in  Pf  convexe  Krümmung  gegen  den 
statt,  so  ist     stets  positiv,  die  Krümmung  in  P»  also  concav..  Bei  positi- 
vem ^  wird  ^«  negativ,  #enB  Zihler  und  Nenner  der  dlcSehung  6)  'entge«- 
gengesetstes  Yorseichen  liaben,  d.  L  für  denjenigen  Werth  von  n,  fftr  wef-' 

eben  — ^ —  awischen  den  beiden  Werthen  ^  und  — ^ —  liegt.    D  a  - 

^sma  n  n  + 1  ^ 

her  giebt  es  unter  der  unendlicken  Re  ihe  ausammengehöri- 

ger  Fusspunktelemente  eines,  aber  auch  nur  eines,  weltfh'e'tf 

gegen  den  Pol  convex  gel^rUmmt  i^L 

5)  Hat  — ? —  einen  Werth    so  wird  dcpu  —  O,  dsu     0,     ^  0 
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und  bricht  daher  die  Reihe  nach  der  einen  Seite  mib-vamet  Spitze  ab.  Hat 

f  '  * 

daher  — —  -  einen  der  ^^erthe     ^«     f^»  . « >  ■  so  bricht  die  Reihe  nach  der 

StTl  CC 

posittyen  Seite  za  mit  einer  Spitsse  ab,  und  sswar  ist  letzterer  ein  zugebüri- 
ger  Wendflj^ftnkt  TonoigagMiftii,  %eil  (fix  in  TtaimtftItMM  »,  — ^ —  den 

Werth  — —  hatte  4  also  d^^o»  vnrd«.   H^t  dagegen  — ? —  einen  der 
«  +  1  ^  stn  a 

für  negative  «  »ich  ergebenden  Werllm  ^,  |,  |,  | . . bricht  die  Keilie 

nach  der  negativen  Seite  mit  einer  Spitze  üb;  ein  W'endepunkt  kann  abej; 

in  dieser  meht  und  überhaupt  nör  in  dem  vorhin  angegebenen  Falle  vor* 

kommen. 

6)  Es  ist  vielleicht  die  Bemerkung  von  Intei^esse,  dass  die  Abhäiigig- 
keit,  in  der  nach  Gleichung  5)^^-^ — -  von  -"^  "  steht,  sich  geometrisch 

veraQKchaulichen  lässt ,  wenn  man  «,  und         *  ^  o^^r  einfacher, 

*  '  •'         '     'V*  '  ■ '        ••  * 

dur^li  eine  parallele  Verschiebung.. des  UocjrUiHate^^yütems,  «,  1  •—     ' '  ^ " 
...  *• 

und  i — ^  "  als  rechtwiuklige  Coordinatcn  eiuer  Fläche  betrachtet. 

Setst  man  nAmlich  ^  >1  .  •' 

Q»  sin  a  Sinti 

BO  erhftit  man 


oder  .:'..»■ 

1      1  * 
z  y 

Diese  Flielie  kaaii  n^an  sieh  dadnrah  entstanden  denken^  dass  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  deren  Scheitel  voip  Itittelpun^t  den  Anstand  t  hat,  also 
x.zssl,  sieh  so  bewegt,  dass  ihre  Ebene  disr  xz ^bene  beständig  parallel 
ist  und  ihr  Mittelpunkt  auf  einer  gleichen'  glei^^hseitigen,  Hyperbel  bleibt, 
1?elche  die  Axen  der  x  und  y  zn  Asyinptoten  hat.  Die  Fläche  besteht  aus 
3  getrennten  TLeilen,  die  sich  asymptotisch  der  über  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel in  der  d;^- Ebene  auf  dieser  senkrecht  Htehenden  Cylinderfläche 
nähern.  Der  mittlere  Theil  enthHlt  die  ae  Axe  und  hat  noch  die  apy-Ebene 
als  asymptotische  Ebene.  Alle  Schnitte; p^^all^  4er  po9«dinat|^9Aba^  sin^ 
gleichseitige  Hyperbeln. 

Endlich,  werde  noch  bemerkt,  dass  die  Gleichung  5)  sich  auch  als  der 
n  gliedrige  Kettenbmch  schreiben  lässt 
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—  =  - —  1 

r.  2 


2  — 


2«  •  •  ~~~ 


7)  Die  OleiclmBg  0)  kM«  naii  mü  BeritoM^tirng  m  Okidnng  4) 
aoeb  80  selireiben : 

w«R  man  80  in  Worten  aussprechen  kann: 

Trägt  man  auf  jeden  Vector  der  Basis  und  ihrer  ersten  Fusspunkt- 
linie den  entsprechenden  Vector  der  Fusspunktlinie  «'"''^  Ordnung  auf  und 
bezoidinet  die  so  erhaltenen  Sectoren  F  und  ,  so  ist  der  Xubalt  des  ent- 
sprechenden Sectors  der  Fuijt>punktIinio  Ordnung 

/•,=:«. ^,  —  («  —  1)^.  . 

4. 

I)  Ans  den  Gleicbnngen  des     1  gebt  herror,  dass  voik  besonderem 

Interesse  diejenigen  Cnrren  sein  werden,  für  welche  — * — ,  d.  i.  das  Ver- 

hSKniss  des  Vectors  aar  Projeotion  des  Krttnunungsbalbmessert  auf  den 
Vector  eine  constante  Grösse  ist. 
Ana  der  Bedbgnng 

erbält  man  die  Differentialgleicbnng 

— — l)-(  — )  +  xr  =  0, 
d(p      ^  r  \d(p/ 

welebe  volJstttndig  integrirt  wird  dnrcb 

wo  «  und  b  die  willkürlichen  Constanten  sind. 

Für  x 0  genügt  obiger  Differentialgleichung,  wie  scbon  oben  er- 
wähnt, die  Gleichung  der  logarithinischen  Spirale 

welche  Integralgleichung  jedoch  auch  in  der  allgemeinen  enthalten  ist. 

Man  setze  nämlich  in  der  letzteren  statt  der  willkürlichen  Coustanten  a 

1 


/sin  b\x 

\ir)  • 


so  flrUit  mu  die  ftr  ji=sO  IdenCiaehe  GHeiebimg 
oder 
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 r  Ä  a  (col  6  .  «in  «  9  +  «•«  «  9)«, 

worans,  wenn  man  »im  Grensw ertli  »  s=  0  übergeht,  folgt 

2)  Ueber  die  Natitr  der  dareh  die  Polargleichnng 

bestimmten  Linien  ist  Folgendes  zn  bemerken* 
Durch  Differentiation  nach  q>  erhftlt  man 

1  dr 

-;7-;^<^<"(«9>  +  6),  ■  . 

d.  i. 

cot  a  =  ro(  (x  g) -jr  b)f 
o  =^  X  -}" 

d.h.  der  »nn  d  i  e  0  o  n  s  t  a  n  t  e  b  v  0  r  in  i  11  d  e  r  t  e  W  i  n  k  e  1  d  e  r  B  e  r  ü  h  - 
rendeu  mit  dem  Vector  ist  ein  couätautes  Vielfac^ies  der 
Anomalie. 

r 

Sfltot  man  den  gefandan^n  lyortb  Ton  « in  '  =  ]  ein,  so  er- 
hSlfc  man  dan  Krftmttnini^halbmesmr  ausgedrückt  dnreh  denTector,  nibnUeh 

mithin  ist  Übt  Krttmunngahalbmesser  proportional  der  Po- 
ian«  l-r«  das  Yectora. 

Gtebt  man  der  willkürlichen  Cooätauten  b  don  Werth  — ,  su  lautet  dia 

Gleichung  der  Linie 

nnd  folgt: 

91*  ' 

So  oft  eich  o  nm  —  ändert,  erhSlt  r  wieder  denselben  Werth  (wenn 

X 

es  nicht  imaginär  wird).  Daher  besteht  jede  solche  Curve  aus  einer  von  x 
abhängigen  Anzahl  congriieutcr  Zweige;  die.sn  Anzalil  ist  endlich,  wenn  x 
rational,  unendlich,  wenn  x  irrational  ist.    Ist  x  positiv,  so  sind  dies« 

Zweige  geBchloaeen,  bertthren,  da  as=      +  t>      ^_^(2ot  -f  1)  n 

Voctor  im  F<rf  nnd  st^en  für  •  ea       auf  dem  «te  hailnrendon  Maximal* 

vaeter  r»a  »enkreeht.   let  dagegen  %  negativ,  M>  entreekt  eich  jeder 

Zweig  ins  Unendliche;  er  steht  fUr  q>  =       auf  seinem Minimalvector  r=a 

a 

saBkraekt,  nnd  nShart  nek  von  da  naak  beiden  Seiten  immer  makr  den  bai- 
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4 

den  gegen  ersteren  um  - — .geneigten  unendlich  grossen  Vectoren,  welche 

aber  nnr  dann  Asymptoten  sinci,  wenn  1  +  —  positiv,  also  »  eine  negative 

Zalil  ist,  doron  absoluter  Werth  grösser  als  1  ist. 

Die  Kriiuimung  p:e*^eii  den  Pol  ist  entweder  hestandig  concav  oder  be- 
ständig convex,  je  nachdem  l  +  >c  positiv  oder  negativ  ist.  Da  der  Kriim- 
mungslialbmesser  proportional  der  Potenz  1 — x  des  Vectors  wächst,  so 
wHchst  er,  wenn  x  positiv  und  <;i  ist,  mit  r  von  ^=0  im  I*ol,  >velcher  also 

eine  Spitae  jedes  Zweiges  ist,  bis  qs=    "     für  r«  a.   Ist  endlich  »  ne- 

*  '  l  +  X 

gativ,  so  wftchst  (f  beständig  mit  waehsendem  r. 

3)  Nimmt  man  nun  eine  Curve  von  der  Gleichung 


(»9  +  6) 


als  Basis €ttr. ein. System  tou  Fivspnnk^linien « .89  ift^aoh  01eidbiui|g  ft)  f^t 
die  Fusspnnktlinie  n***'  OrdnUng  .  , 

^ese^  Werth  also  auch  coIls^nt»  und  da  durch  dif».BedwfDiig.  dpr.Qenr 
Staus  von  ^  die  Polargleichung  der  Curve  in  der  angegebenen  Form 
bes4^nvait.ist,  so  haben  alle  Fo^gnnktUuien  pavtlverund  negativer  Öff- 
nung mit  der  Basis  ^-^^"^«^(xqp  4.6)  dieselbe  FtofrAi  ^er  PblirgleieM«^ 

und  untersclicidon  sich  nur  durch  die  Grösse  der  (^instanten.  Es  geht 
nüuilich ,  wenn  man  von  der  Basis  zur  Fusspunktlinie  /i^*''  Ordn^ung  fort- 
schreitet, »Aber  in  ,-~rT—^,  1.  d.i.  .in  —7'' — .    Die  Gleichung  der 

(«+l)x  +  l  l+nx 

letzteren  hat  daher  die  l'orm 

 X 

(5j'*""=«„(j^,.  +  i,), 

wo  a  und  b'  leicht  bestimmt  werden,  indem  man  in  der  Gleichung  der  Basis 
der  willkttrlichen  Constanten  b.  den  Werth      giebt   Alsdann  bedeuten 

in  ^-^^  =  es»  *tp^  8in(x  ip  +  a  und  b  =  y  die  tferthe  Von  r  und  « 
für  9s=:0.  pa  aber  die  Berübienden  dieses  Jc^unkte^  auf  dem  Yector  a 
senkrecht  stehen,  .so  bleiben  beide -Werthe«  a  und  fllr  alle  FustpunkV 
UniMi  unverändert  und  muss  daher  für  q>u  =0.  folgen 
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C  —  J  =€08  Kq> 


* 


'  *     l  —  I  S=S  CO*  ;  

•         .......  .  \«/  1  4-  «» 

t>relit  vaka  die"Niililfnfe'um  —  —  — ,  so  folgt  hieraus: 

Die  ziir  Basis     *        •  .    -  . 

(f«\»    '  ...*  •. 

+  .    ...  . 

u    *  ■  •   

Für  diesen  Fall  lüsst  sieb  der  in  S.  3,  3  bewiesene  Satz  vom  Grenz- 
kreise diM«(  a«s  der  CUeickaDg  der  JtflspnnktHnle  aelbst  kerieitM.  Setat 


m^a  nSmlieh  in  der  tOx  ft'c=  —  sich  ergebenden  Gleichung 

2 


X 


fii^  den  Cosinus  die  ersten  beiden  Glieder  sein^  Entwickelung  ein,  so  er« 
hält  man 

r, 


2(l  +  »x)*  S(t+MX) 

Da  nnn  bekanntlieh,  Um  (l  +  d)|e^  =x    so  folgt 

d.i.  ■  .  ' 

hat  f"n  a, 

4)  Unter  den  sftmmtlichen  an  einer  Basis  cos  nip  gehürigen 

Fnsspnnkilinien  ist  stets  eine,  und  nur  eine,  beatttndig  convex 
gegen  den  'Pel  gekrfimmt;  alle  andern  haben  eoneave  I&rttmmiing. 
Dies  folgt direeiMU  dan»  SbS,  4  gefiindMian  Satafr,  dfMH.«Dn  alle«  anpinnaiw  i 
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gehörigen  Elementen  stete  einet,  und  aar  eines,  convex  gegen  den  Pol  ge- 
krümmt ist  und  jede  dieser  Linien  stets  dieselbe  Krflmmnng  gegen  den  Pol 
Cat.  Ans  der  Bedingung  eonvezer  Krflmmnng  1  +  »  <0  folgt  weiter,  dass 
bei  beliebig  gc^benen     der  Basis  diejenige  Fass|»anktlinie  gegen  den 

Pol  convex  gekrümmt  ist,  deren  Ordnungszfthl  n  zwischen  —  und  1  +  — 

liegt.  Diese  Fusspunktlinie  ist  zagleich  die  einzige,  welche  sich  ihren 
nnendlichen  Vectoren  asymptotibch  n;iliert,  denn  es  war  k<C —  1  dafür 
die  Bedingung.  Geht  man  nun  von  dieser  Linie  als  Basis  aus,  so  haben,  da 

für  a  <— 1  der  Werth  ^  ^     fftr  alle  positive»  positiv,  ftlr  negative  n  negativ 

ist,  alle  ihre  Fnsspnnktlinien  positiver  Ordnung  geschlossene,  die  negativer 
Ordnnng  ins  Unendliehe  sieb  erstreekende  Zweige,  die  sieh  keiner  A^mp- 
tote  nttbem,  so  daas  awiaeken  beiden  die  Basis.  gewissefroacMii  den  Ueber- 
gang  bildet.  Weil  endlich  alle  diese  Linien,  die  Basis  allein  aasgenommen, 
beständig  convex  gekrümmt  sind ,  die  Fnsspunktlinie  einer  convexen  Basis 
aber  noth wendig  ansserhalb  der  letzteren  und  die  convexe  Basis  einer  con- 
vexen  Fosspaaktlinie  innerhalb  der  letzteren  liegt,  da  ferner  der  mit  dem 
Halbmesser  a  aus  dem  Pol  beschriebene  Kreis  Grenzcurve  sowohl  fitir  die 
PasspnnktUnie  positiver,  als  die  negativer  Ordnung  ist,  so  folgt : 

—J 

s=  COS — :        g>  stellen  diejenige,  welche  gegen  den 

Pol  convex  gekrümmt  ist,  und  ilire  erste  Fussp  u  n  kt- 
linie  die  äussere  und  innere  Grenze  dar,  von  wel- 
cher aus  mit  wachsender  negativer  und  positiver 
Ordnnng  eine  best  and  ige  Annäherung  der  Fuss- 
puuktlinien  an  den  Grenz  kr  eis  stattfindet. 
5)  Die  Reihe  der  Fusspunktlinien  geht  nur  nach  einer  Seite  bin  ins 
Unendliche,  nähert  sich  also  auch  nur  nach  dieser  bin  dem  Grenzkreise, 

wenn  — r —  « 1  H~  *  einen  Werth  bat,  wo  m  eine  positive  oder  ne- 

gative  ganse  Zahl  bedeutet  (vergl.  S-  3,  5).  Sei  suerst  m  positiv,  so  bricht 
die  Reihe  der  Fusspunktiinien ,  weil  die  der  Elemente,  naeb  der  positiven 

Seite  zu  ab.   Aus  ~—  =  — folgt  »  =  —  — ;  jede  Linie  von  der 

1  T  *     w  —  1  et 
_  1  • 

Gleichung  ^-^-^  "*=  «n ^ —  ^  aber,  wie  leicht  su  sehen,  Fuss» 

punkdinie  von  der  Ordnnng  1  —  m  einer  Oeraden ,  deren  Gleiehung  von 

der  Form  ist  —  =  siti  (9  +  b')  \  die  Fusspunktlinie  der  Geraden  selbst  re- 

T 

diMivt  sieb  unf  den  Fosspunkt  des  vom  Pol  auf  sie  gcDUltan  Lothes. 
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Sei  m  ne^^ativ  and  achreibe  man  dafür  — m,  so  wird  «s=     ~,  iiadist 

fN 

die  Linie  iin      +     FnsapnnktHnie  von  der  Oidnnng  m  —  1 

eino8  Kreises,  auf  dessen  Umfang  der  Pol  liegt  und  dessen  Gleichung  daher 

in  Besni;  auf  diesen  als  Coordinatenanfang  die  Form  bat    ss  «dt  (g»  -|-  y). 

Für  die  anf  den  Kreis  naeh  negativa  Seite  bin  folgende  FnsspnnktHirfe 
wird  »=3  00.  • 

Jm  welcher  Besiehnng  n«n  beide  Systeme  m  einander  stehen ,  ergiebt 

sich  am  einfachsten,  wenn  man  der  Constanten  b  den  Werth  giebt.  Als- 
dann  hat  man  fitr  das  erste  System 

\a/  m 
und  tdne  Basis,  die  Gerade, 

a 

—  s=cosw: 
r  ^ 

fUr  das  iweite  System 

nnd  seine  Basis,  den  Kreis,  welcher  obige  Gerade  in  den  Fussponkt  des 
vom  Pole  anf  ne  gefüllten  Lothes  berfibrt, 

r 

—  =  cos  w. 
a 

Die  Gleichung  dieses  Kreises  folgt  aber  ans  jener  der  Geraden,  als  die  der 
Ftasspnnktliuie  zweiter  Ordnung,  indem  man  x  =  — 1  nnd  n=2  setzt. 
Nimnlrman  daher  als  Mittelglied  den  Fusspunkt  des  vom  Pol  auf  die  Ge- 
rade gefällten  Lothes,  d.  h.  sieht  man  den  Kreis  als  Fusspunkt- 
liAte  des  dem  Fol  diametral  gegenüberliegenden  Peripherie- 
punktes  an,  so  gehören  boide  Systeme  von  FuRspunktlinien 
als  ein  einziges  z  ii  a  .1  tn  rn  o  n ,  dessen  Basis  der  genannte  Punkt  ist. 

In  der  Thut  ist  man  dazu  berechtigt,  indem  die  Berührende  eines  Punk- 
tes jede  beliebige  Lage  hat,  seine  Fusspiinktlinie  also  der  geometrische  Ort 
der  Fusspuukte  der  anf  alle  durch  ihn  gelegten  Geraden  gefällten  Lothe 
ist.  Noch  anschaulicher  wird  dies,  wenn  man  sich  den  Punkt  als  Kreis  von 
verschwindend  kleinem  Halbmesser  denkt.  Die  Fnsspunktlinie  eines  Krei- 
ses vom  Halbmesser  A,  von  dessen  Peripherie  der  Pol  den  Abstand  a  hat, 
ist  nftmlich ,  wenn  die  Gerade  dnrch  Pol  nnd  Mittelpunkt  Nulllinie  ist, 

rsssaeos  q>  +  R  {cos  9?  —  i) , 
woraus  fUr  A « 0  sich  r  =  aeos<p  ergiebt. 

Ifan  kanji  daher  sagen; 

ZcilRchrin  fAr  ttalhenutik  «.  Physik.  IV.  SS 
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Die  Fnespoiiktlinie  m**^**  Ordnniig  eines  Punktes  in 
•      der  Entfernung  a  vom  Fol  hat  die  Gleichung 


\a  /  m 


wo  die  Verbindungslinie  dc8  Pols  mit  dem  gegebenen  Pankt  Null- 
linie  ist. 

Der  dnrch  den  Pol  und  den  gegebenen  Punkt  gehende  Kreis  veni 
Durchmesser  gleich  ihrer  Entfernung  und  die  dens^ben  im  gegebenen 
Pnnkt  berührende  Gerade  sind  hier  die  innere  und  ttoss^re  Grenze,  von 
wo  aus  eine  bestftndige  Annftherung  der  Fnsspunktlinien  an  den  Grenx* 
kreis  erfolgt.  Fflr  ws=  —  2  erhSlt  man  die  Parabel,  deren  Brennpunkt 

der  Pol  ist)  ihre  Basis  ist  also  ^— ^  ^ss  cot  ^.  Der  Parabel  entspricht  auf 
positiver  Seite  die  Fnsspunktlinie  des  Kreises,  die  Oardioide,  deren  Gleich- 
ung ist  y~j  =s  eo$  ^• 

Seien  r  und  r  swei  au  derselben  Anomalie  gehörige  Vectoren  sweier 
Fusspunktlinien  entgegengesetzt  gleicher  Ordnung  des  Punktes ,  so  ist  fttr 
den  einen 

\  «  /  m 

für  den'wndem 

(i)"-=,«.,SL. 

woraus  folgt 
d.  h.: 

Für  zwei  Fasspnnktlinicn  entgegengesetzt  gleicher 
Ordnung  des  Punktes  ist  das  Product  zweier  zu  der* 
selben  Anomalie  gehöriger  Vectoren  constant,  nftm«^ 
lieh  gleich  dem  Quadrate  des  Abstandes  des  Punk- 

tos  vom  Pnl. 

6)  All<!:emein  haben  in  einem  System  von  Fusspunktlinien  von  der 

Form        s=seos%^  je  zwei  dieser  Linien  entgegengesetzt  gleiche  Werthe 

von  K,  wenn  für  eine  derselben,  die  man  als  Basis  ansieht,  x  einen  solchen 
Werth  hat,  dass 

*    « 

wo  k  eine  beliebige  ganze  ZaU  bedeutet.  Aus  dieser  Bedingung  folgt 

  2 
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latnttnA  eine  gerAde.Zshl,  so  erbitlt  i&M  vorbin- betrachtete 
8ysteiir  von  Fosipnnktiiiiieii  des  PankftM.  Ein  «agerades  giebt  daa 
Systen  To»FnsspunktliBieii,  deren  eines  Glied  die  gMebteitige  Hyperb^ 
i«t  mit  ifareM  Ifittelpankt  als  Pol  nnd  der  Hanptaehse  ak  Nnlllhiie.  Die 
Qleicbttüg  dieser  gleiobseitigen  Hyperbel  ist  ttümlieb 


daher  die  Uirer  Fnsspunktlinie  tod  der  Ordnung  —  fi 


(0-  = 


cos  —  o : 

1  4-  2«  ^' 


die  ihrer  Fusspunktlinie  von  der  Ordnung  n 1,  oder,  wus  dasselbe  ist,  die 
der  Fusspunktlinie  von  der  Ordnung  n  der  Lemiscate,  welche  auf  die 
gleichseitige  Hyperbel  folgt, 

.2«  2 

=  cos 


Das  Prodnct  zweier  zu  derselben  Anomalie  gehöriger  Vectoren  zweier 
solcher  Linien  ist  daher  ebenfalls  eonstant  =5  0*.  Die  gleichseitige  Hy- 
perbel ist  in  diesem  Systeme  die  eonvex  gekrfimmte  CQrTe,.nnd  sie  und  die 
Lemniscate  bilden  die  äussere  und  innere  Grenze ,  von  wo  ans  die  Übrigen 
Linien  sich*  immer  n&ber  an  den  Grenzkreis  anschliessen. 

n.  Von  dML  FiMponkCUiiiflii  «rster  OrdEVAg  i]itbeioiid«n. 

5. 

•   Die  Formeln  des  $,  1  ergeben  ftlr  it  =  1 


S)  — - — «r»*=a—; : — «<Po» 
4)  ds,=^irf#,. 

Po  » 

Hierein  knüpfen  sich  folgende  Betraclitungen. 
1)  Die  Gleichung  1)  heisst  in  Worten: 

Das  Winkoldifferential  der  Basis  verhKlt  sich  zum  zugehörigen  ihrer 
Fusspunktlinie  wie  die  Projection  des  Krümmungshalbmessers  der  Basis 
auf  ihren  Vector  zu  diesem  Vector.  Je  nachdem  die  Basis  concav  oder  con- 
vex  gegen  den  Pol  gekrümmt  ist,  haben  der  Vector  der  Basis  und  der  zu- 
gehörige der  Fusspunktlinie  gleiche  oder  entgegeugesetite  Drebnngs- 
riebtung. 

*  2)  Aas  der  Gleicbnng  2)  folgt: 

28* 
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Die  Krttramong  in  P|  iit  «oneaT,  ao  lange  der  Krilninrangahalbineii« 
aer  tob  auf  demelb^n  Seite  einer  auf  in  der  BrnffiBmang  —  Ten  Pol 
erriebteien  Senkreehten  Uegt  als  P«,  eonvez,  wenn  anf  der  andern  Seite. 
Liegt  der  Krflnmmnganuttelpnnkt  von  auf  jener  Senkreehten,  ao  tat  we- 
gen Qx  =  QOf  ^1  ein  Wendepunkt  der  Fnaspnnkllinie.  Dieselbe  bat  ao  Tiele 
in  0  liegende  Spitaen,  so  oft  r^  =  0  ist,  d.  i.  so  oft  die  Basis  dureb  den  Pol 
gebt.  Jedem  Wendepunkte  der  Basis  entspriebt  eine  Spitse  der  Fnsspnnki- 
linie.  Lassen  sich  vom  Pol  ans  eine  oder  mebrere  Berührende  an  die  Baaia 
legen,  so  Hegt  der  Krümmungsmittolpunkt  eines  jeden  an  einem  Berührungs- 
punkte gehörigen  Fasspunktes  (der  mit  dem  Pol  ausammenfäUt) ,  auf  der 
Mitte  des  Vectors  des  Berührungspunktes. 

3)  Bedncirt  man  die  Gleichung  2)  auf      so  folgt 

Nimmt  man  als  Fusspunktlinie,  die  Gerade,  d.  i.  —  or,  so  folgt  für  ihre 
Basis,  d.  i.  die  sie  im  Scheitel  berührende  Parabel,  deren  Brennpunkt  der 
Pol  ist,  die  lielation  * 

%r 

oder 

2r  =  ^  sm  o, 

woraus  sieb  eine  sebr  einfacbe  Construction  des  Krttmmnngsbalbmessers 
der  Parabel  ergebt. 

Auf  gleicbe  Weise  folgt  fftr  die  Ellipse  und  Hyperbel,  deren  erste 
Halbacbse  a  ist,  wenn  man  den  Brennpunkt  als  Pol  annimmt, 

da  bekanntlicb  die  Fnsspnnktlinie  der  aus  ibrem  Kittelpunkte  mit  dem 
Halbmesser  a  besehriebene  Kreis  ist.  Sei  r'  der  an  r  gehörige  Yeetor  ans 

r  ^  r' 

dem  andern  Brennpunkt,  so  ist  für  die  Ellipse  a  =  — - — ,  und  folgt 

l  'Zrr 


st/i  a   r  r 

d.  h. ;  der  Krümmuiij^shulbmesser  der  Ellipse  ist  gleich  dem  Imrmonisclien 
Mittel  der  beiden  Voctoren  aus  den  Broiinpuiiktou ,  multiplicirt  luit  dem  re- 
ciproken  Cosinus  des  halben  von  ihuen  eingeschlossenen  Winkels. 

4)  Die'OIeichungen' 3)  und  4)  kann  man  in  den  beiden  Sfttxen  ans- 
qireeben: 

TrSgt  man  vom  Pol  aus  anf  jeden  Veetor  der  Basis 
als  Veetor  die  GrSsae  rssr^l/  -2.  auf,  so  bat  der 

▼on  dieser  Onrve  begrenate  Seetor  gleieben  Inbalt 
mit  dem  entspreebenden  Seetor  der  Fusspunktlinie. 
Damit  r  reell  sei,  muss  die  Cu^^e  coneav  gekrttmmt  sein. 
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Und: 

Trägt  man  ▼om  Pol  aaa  auf  jeden  Vector  der  Bmi» 
die  Grasse  r^ss-l,  die  dritte  Proportionale  aum  Krfim- 

mau  f^sli  albm  esser  und  Vector  auf,  so  hat  die  dadurch 
entstehende  Curve  gleiche  Länge  mit  dem  entspre- 
chenden Stück  der  Fusspnnktlinie. 
Mittelst  dieser  Sätze  lassen  «icli  Quadratur  und  Rectification  verschie- 
dener Linien  auf  einander  reduciron.    Als  Beispiel  diene  Ellipse  und  Hy- 
perbel, deren  Brennpunkt  der  Pol  ist.    Ist  p  ihr  Parameter,  e  die  nume- 
rische Bxcentricitftt,  so  ist  die  FosspaakÜinie  ein  mit  dem  HalbmesBer  r-^-;^ 
aoa  den  Mittatonnkt  betehiidbener  KMis. 


«tfi  a  = 


Femer  iot 


j/l  +  2  e  cos  9>o  + 

(,-'■■  ('-'•)). 


nnd  ergiebt  sich 


,        p  y  1      tcos  q> 

P  (1  +  tcusfp) 
(1  +  £«  4-  2  «  cos  9)** 
Es  Iftsst  »ich  daher  durch  eine  einfache  Construetion  mittelst  des  Kegel- 
schnittes der  Sector  der  Linie  /•'  durch  einen  Kreissector.  der  Bogen  der 
Linie  r"  durch  einen  Kreisljogen  darstellen.  Beide  Linien  sind  geschlossen. 
Für  <  <1|  d.  h.  wenn  die  Basis  eine  Ellipse  ist,  ist  der  Inhalt  der  geschlos- 
senen Onrve  r  gleich  dem  des  Kreisses  rem  Halbmesser  |~pt  Um- 
fang der  Cnrve  r"  gleich  dem  desselben  Kreises.  Für  t  >  1,  d.  b.  venn  die 
Basis  eine  Hjperbel  ist,  geben  beide  Ourven  £tir  co«  9=— ~  dnrcb  den  Co* 

ordinatenanfang  (Brennpunkt)^  ihre  Berührenden  in  diesen  Punkten  sind 
also  den  Asymptoten  der  Hyperbel  parallel.  Die  Cnrve  r  hat  nur  einen 
Zweig,  dem  nitehstliegenden  der  Hyperbel  entsprechend,  die  Cnrve  r"  hat 

zwei,  ist  ^  —  ö/  c  cos  —  der  halbe  Asymptoteuwinkel ,  so  ist  der  ganze 
Inhalt  Ton  r'  gleich  dem  eines  Kreisseetprs  vom  Oentciwinkel  2/}  und  Halb- 
messer        ,  die  L8nge  des  entsprechenden  Zivcigcs  von  r*'  gleich  die- 
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Bern  Kreisbogen,  die  Länge  beider  Zweige  aber  gleieh  dem  Umfange  des 
ganzen  Kreises. 
Für  €  =  1  wird 

1  +  CO«  ^ 
die  Gleichung  einer  Parabel,  und  wird 


i 


r  - 


1t  cos 

2 


nnd  da  die  Fosspnnktlinie  eine  Gerade  ist,  so  iStst  eicli  deHSeeCor  diesar 
Linie  durcli  ein  geradliniges  Dreieck  nnd  der  Bogen  dnrck  eine  gerade 
Linie  darstellen.   Noch  werde  bemerkt,  dass  in  allen  3  Fftllen  iwisehen 
r  nnd  r '  die  Belation  bestellt 


Nimmt  man  die  gleicbseitige  Hyperbel  als  Basis  und  ihren  Mittelpunkt 
als  Pol,  so  erhält  man  für  r"  ihre  Fttsspunktltnie ,  die  Lemniscate,  selbst. 
Ihr  Vector  ist  also  die  dritte  Proportionale  snm  Krflmmungshalbaie«8er  nnd 
Vector  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

6. 

1)  Aus  der  Betrachtiin«^,  dass  der  Vector  der  Fussjianktlinie  sich  stets 
parallel  dem  Krümmungslialhmcsser  der  Basis,  d.  i.  der  Rcriihrendcn  ihrer 
Kvolute  bewegt,  crgicht  sich  eine  Beziehung  zwischen  Evolute  und  Fu.ss- 
punktlinie.  Sei  nämlich  r  der  V^ector  der  Evolute  vom  Pol  aus,  a  dessen 
Winkel  mit  der  ^Berührenden  der  Evolute,  die  mit  dem  Krümmungshalb- 
messer der  Basis,  welcher  den  Bogen  der  Evolute  darstellt,  so  hat  man 
einfach 

r,  =  ^9  4*  ^'  cos  a. 

Nimmt  man  s.  B.  ab  Erolnte  einen  Kreis  vom  Halbmesser  a,  seinen  Mittel- 
punkt als  Pol  nnd  iSsst  die  Nnlllinie  durch  den  Anfangspunkt  der  Ab- 

wickelaag  gehen,  so  ist  a  =  und 
d.h.  . 

Die  Fniispunktlinie  der  Kreisevolvente  in  Besag  auf  den  Mittelpunkt 

des  Kreises  als  Pol  ist  eine  Archimedeische  Spirale. 

2)  Verändert  man  die  Lage  des  Pols,  so  bleiben  die  zu  demselben 
Punkt  der  Basis  gehörigen  Vectoren  der  so  entstehenden  Fu^tspunktlinie 
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pinander  parallel.  Daraus  folgt,  das«,  wenn  die  Gleichung  der  Fusspuiikt- 
linie  einer  gegebenen  Basis  in  Beziehung  auf  irgend  einen  Pol  kennt,  dann 
auch  die  Gleichung  der  Fusspnnktlinie  in  Bezug  auf  jeden  andern  Pol, 
dessen  rechtwinklig«  Coordmaten  gegen  jenen  g  und  h  sind,  bekannt  ist. 
Bonn  sei  r/  der  mit  r,  parallele  Veetor  Tom  nweitea  Pol  ans,  so  liftt  man 
einÜMk 

Dakar  ist  B.  die  Oleiobnng  der  Fnsspnnktlinie  ^es  Kreises  vom  Halb> 
messer  «,  Ton  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  den  Alietand  b  bat, 

r^  sss  a  —  b  C09  9>| ,  « 
wenn  die  Verbindungslinie  des  Pols  mit  dem  Hittelponkt  Nulllinie  ist. 

Die  Fnsspunktlinie  der  Ellipse  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  als  Pol 
ergiebt  sich  leicht  als  ein  Kreis  von  der  Gleichung 

wo  a  die  grosse  Halbaxe,  •  die  numerische  Excentricitftt  beseiehnet.  Setat 
man  A=sO,  g=:a.s^  so  erhftlt  man  als  Oleiehu^g  der  Fusspunktlinie  in 
Beiug  auf  den  Mittelpunkt 

r|  =  a  ^1  —  ^  «III*  9t. 


xni. 

Sur  Bestuumung  des  Querschnitts  eines  Körpers,  dessen 
absolute  Pestigkeit  in  Anspruch  genommen  wird. 

Von  Dr.  Ebvabd  Zetzschb. 

Nennen  wir  (mit  Weisbacb)  diejenige  Kraft  £,  welche  ein  Prisnia 
yom  Querschnitt  1  um  seine  eigene  LSnge  ausdehnen  oder  zusammen- 
drücken würde  (insofern  diess  ohne  Ueberschreitung  der  Ela.sticitätsfrrenze 
möglich  wäre)  den  Elasticitätsinodul ,  so  wird  ein  an  dem  einen  Ende  fest- 
gehaltener prismatischer  Körper  von  der  Länge  a  und  dem  Querschnitt  F 
durch  eine  in  seiner  AchsenricUtung  wirkende  Kraft  Q  innerhalb  der  Elas- 
ticitätsgrenze  um  das  Ötück 
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ansgedelmt  oder  zasammengedraekt.  Bei  schweren  Körpern  besteht  nun 
die  «Bsdehnende  oder  «isMamendrackeBde  Kraft  Q  entweder  blos  ans  dem 
Gewicht  Q  oder  neben  diesem  noch  ans  einer  mit  ihm  in  gl^dier  oder  ent- 
gegcDgosetster  Bichtang  wirkenden  Kraft  P  and  es  ist  dann 

Da  ferner  innerhalb  der  Elastieitfttsgrenie  die  Ansdehnnng  oder  Zvsam- 
Diendrfieknng  der  wirkenden  Kraft  proportional  ist,  so  würden  G  oder  P 
allein  den  Körper  an  derselben  Stelle,  wo  ihn  Q  um  äl  aasdehnt,  am  ili, 
oder  äXf  aasdehaen,  deren  Wertbe  aus  den  Gleichongen 

O'.G  —  dk.dkt 
0  :  P=^<1  k:dl^ 

zu  entnehmen  sind,  '^o  dass  also 

dÄ,=  |di 

ist.  Während  aber  <i  an  Jeder  Stelle  des  Körpers  fUr  gloichlange  Stücken 
desselben  denselben  Werth  hat,  ako  eonstant  ist,  wftchst  d  in  demselben 
Haasse,  als  die  betrachtete  Stelle  M  yon  dem  freien  Ende  B  gegen  das  fest- 
gehaltene Ende  A  binrttckt  (s.  Fig.  1,  Taf.  IV) ;  denn  es  ist  ja  eben  das  fUr 
diese  Stelle  in  Bechnong  an  aiehende  Glewicht  stets  das  Gtowidit  des  von 
dieser  Stelle  ans  gegen  das  freie  Ende  hin  liegenden  Stückes  MB.  Nor 
für  eine  unendlich  kleine  Erstrecknng  tf«  des  gansen  Körpers  ^£  bleibt 
die  wirkende  Kraft  dieselbe.  Ist  ntn  das  «  vom  freien  Ende  um  MBs=z 
entfernt,  so  wiegt  das  Stück  MB  des  Körpers  y  Fs,  wenn  y  da«  Qnwichi 
der  Volumeneinheit  bedeutet,  und  es  ist  demnach 

Y  Fz 

f  nnd 
folglich : 

dl^dK^4lt=^j^{yFt±P)dt 

und  die  Gesammtansdebnung  beträgt  für  die  Länge  AB^ai 

worin  GssyFa  das  G^ammtgewicht  des  Körpers  beseichnet« 

Ist  uns  ▼orgeschrieben ,  dass  in  dem  au  construhrenden  prismatischen 
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Körper  keine  bleibenden  Dehnungen  oder  ZusamraondrUckuBgen  eintreten 
sollen,  das»  also  die  Elasticitätsgronzo  nicht  üborschritton  werde,  so  müssen 
wir  dafür  sorgen,  dasä  das  Maximum  der  relativen  Aasdelinung  oder  Zu- 
sammendrückung,  d.  i. 

\dz)fnax.        \        FE  )r 

kleiner  bleibt,  als  die  relative  Ausdehnung  oder  ZusainmendrUckuug 
welcbe  der  Körper  (durch  den  Tragmodul  T  flir  die  Fiächfineinlieit)  an  der 
Elattieitlltagreuzo  erleidet,  und  weil 

T 

ist,  flo  bratet  miaere  Bedingangigleieliiiiig:  • 

**^\     FE  )m^» 

oder: 

Nun  ist  aber: 

I)  für  ein  positvesi* der  Ausdruck  y.Ft  + 
ein  poaitiTes  Maximum  =  6^  +     für  z  =s  «, 

„       „       Minimum  =/'fÜr2  =  0; 
K)  für  ein  negatives/'  der  Auvdrack  y  Fz  — 

A)  wenn  G  <  /' 

ein  negatives  Maximum  —  —  P  für  z  —  ü, 
„       „        Minimum  =  —  (i^  —  G)  für  «  =  a; 

B)  wenn  G>  P 

p 

ein  absolates  Minimnm  =  0  für  «  s  — -  s  20, 

yF 

„    positives  Maximum  =G  —    für  «  =s  «i, 
„  uegatiTes    .  „       =  —  PfltrsBO. 
Fllr  den  Fall  2  i>8  ß  ist 

P  • 

'•^Tp^V 

a 

es  ist  dsm  «noh  nidit  «U^  das  positive  llaximum  und  das  negative  gleieb 
gross:  G — PmmP^  seodero  es  wird  angleieb selbst  die  Gesammtansdehnung 
icsO|  wSre  dagegen  OS/*,  so  ist  das  positive,  wäre  <7<2  P,  so  ist  das 
negative  Maximum  das  grössere. 

Damit  also  die  Elasticittttsgrense  nicht  ttberseliritten  werde,  moss  man 
nehmen : 

I)  fttr  ein  positives 

FT^yFa-^  P 
1)  F^=^— 
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und  in  dieiem  Aasdraeke  itt  natürlich  7>)ra,  wmI  daa  Tragy^fMCgen 

T 

If  r>C  sein  mnsa;  wAre  ya>  T,  o>  — ,  so  wÄre  P<  — — T)  d.h. 

man  niüsste  die  Festigkeit  durch  eine  dem  Gowiclit  entgegenwirkende  Jvrai't 
wenigstens  von  der  Grösse  F  {y  a  —  T)  unterstütaen,  sonst  ist  F  in  jedem 
Falle  zu  klein. 

II)  für  ein  negatives  P  und  zwar: 
A)  wenn  G<P 


2) 


T 


P>rFa>jya, 


B)  wenn  6>  P und  genaver 
a)  wenn  P<G<,iP: 

FT^P 


3) 


T 


P  2  /' 


ya<2Ti 


b)  wenn  G>  2  P: 


4) 


FT^yFa^P, 


ya—  T' 

Weisbach  gtebt  in  der  dritten  Auflage  seiner  Xugeniear-  und  Ma* 
schinenmechanik,  3.  320  fUr  F  hlos  die  Urenzwertbe : 

5)  F=  ^ 


6) 
7) 


i 

F= 


ya  —  T 

nnd  selbst  ohne  die  Bedinguugsgleicbung,  welche  angiebt,  wenn  man  sich 
der  Fonnel  6),  nnd  wenn  man  sich  der  Formel  7)  an  bedienen  Cabe.  Ein 
Blick  anf  die  Formeln  i)  bis  4)  seigt  aber  inr  Genüge,  dass  man  4)  mit 
Vorsicht  anwenden  mdsse.  Während  wir  nlmliek  bei  i)  bestinint  7>  y  a 
▼oranssetsen  m«ssten,  haben  wir  fiftr  4)  nur  die  Bedingung: 


a 


welche  erfttttt Ist,  wenn  T>4-  nnd  weim ya —  7<0  ist. 


Wäre  ya  —  r<0,  ~ >  ^» 
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da  hier  F<0,  so  ist  der  (^lunsclinitt  in  jedem  Falle  mehr  ausreichend,  weil 
ja  schon  das  Tragvermügen  FT'^yFa,  d.  h.FT'^G  ist,  der  Körper 
also  selbst  dann  nicht  über  die  Elasticitätsgrenze  ausgedehnt  oder  zusam- 
mengedrückt werden  würde,  wenn  es  sein  ganzes  Gewicht  tragen  müsst«; 
um  so  w  eniger  dalier,  wenn  auch  ( — P)  noch  oiueo  Theil  des  Gewichts  auf 
sich  nimmt. 

Int  dagegea  ya>  ^>       ''^y^T  '  ^  ^  Glelokmig  4) 

dassi  wfthrend  man  in  1)  bis  8)  sicherer  geht,  wenn  mm  den  Querscbhitt 
grösser  nimmt,  als'eir  sicii  «ns  den  Gleicbnngen  5)  oder  o)  ergicbt,  man 
in  4)  bosser  den  Qn^rselmitt  kleiner  nimmt,  als  ibn  Fotmel  7)  liefert.  So 
fiberrasebend  diess  anftngUeb  erscbeinen  mag,  so  ist  es  doch  woU  begrün- 
det. ktnamHoh 

T 

nnd  wir  setsen  bei  n  >  1  der  Sicherbeit  wegen  darin  —  an  die  Stelle  von 

2\  so  üudot  sich 


 w  ^  n  y  g  —  r  _         (n      i)  J 

Fi^ya  —  T    nya-nT  ,    '*'«(ya— T)' 
es  ist  also  der  sicherere  Querschnitt  Ideiner.'  Oder  -ist  beim  Querschnitte 

p 

i'o  =«  —  j,  das  Gewicht  s=     nnd  beim  Qaerschnittb     =    —  ö*  das 

Gewicht  =  £r|,  so  soll 

FoT=Go-  P=yFoa  —  P, 
FtT=F,T-6*T>G^-P~{F^^S^)ya'^P,' 
F,T>{yF,a-P)-^S'iya  —  T), 

0  >  —     (y  a  -T) 

sein,  was  offenbar  der  Fall  ist,  da  wir  ja  y  a>  T  voraussetzten.  Je  kleiner 
man  also  F,  wählt,  desto  besser  thut  man;  doch  hat  die  Verkleinerung  eine 
Grenze,  die  sie  nicht  überschreiten  darf,  durch  die  Bedingung: 

6  >  2  P 

yFa>2P  :  '  ' 

F>  — 

und  somit  ist 

8)  ^-^<f£ 


y«  y 


a< 
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Wäre  endlich  P^s^G^bo  wftre 

n«cl.4)  ^^yaZrr    »^^X«»      .  . 

und  nach  beiden 

iMid  tonit  jP  gaoi  beliebig,  so  lange  mir  -^^^  ^9         m  ut  dann 

/^==  1  y  ^a,  Fs=^,  Wäre  y  a  =s  7,  so  mOssle  |  F<iF^  oo  sein;  w»re 
r>  y  «,  so  ist  ganan  wie  bei  dam  Falle  P<4  ^  unter  derselben  Beding- 


Wirkt  blos  das  Gewicht  des  Körpera,  ist  also  />sO  «ad  natirlteh 
ingleich  aneh       2     so  bt 
naeh  t) 

T  —  fa>0 

oder  nach  4) 

iya—T)F<0, 

also  ebenfalls 

an  nehmen,  und  P  kann  dab«  jeden  beliebigen  Werth  haben.   Für  a  >  — 

y 

ist  wiederum  kein  aivsreichend. 

Da  in  dem  pfisnatischen  KOrper  ^  =  ^(y     il ^)  ▼erSilderlich  ist 

nnd  FflHr  (7^)      bestimmt  wwden  mnsste,  so  hat  der  Kdrper  an  den 

weniger  in  Anspruch  genuinmenen  Stellen  eiueu  zu  grossen  Querschnitt. 
Diess  ist  mindestens  eine  Materialverschwendung  und  vermehrt  zweckwid- 
rig das  Gewicht  des  Prismas.  Suchen  wir  daher  das  Geseti  auf,  nach  wel- 
chem der  Qnevse|initt  eines  durch  sein  eigenes  Gewieht  «nd  eine  am  Man 
Ende  in  derselben  lUchtnng  wirkende  Kraft  P  belasteten  Körpers  sieh  Xn- 
dem  mnss,  wenn  er  an  jeder  Stalle  nnr  die  daselbst  nöthige  Tragfähigkeit 
haben  soll.  Ist  F  ein  beliebiger  Querschnitt  eines  solchen  „KVrpers  ron 
gleiehem  Widerstande**  in  der  fintfemnng  x  Tom  freien  Ende,  nnd  ist 
dieser  Querschnitt  in  Anspruch  genommen  durch  die  Gesammtkraft  so 
muss  nach  1) 

T-ydz 

sein,  wenn  wir  das  Volumenelement  von  der  Höhe  dz  über  F  als  Prisma  be- 
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traebten  (Fig.  2,  Taf.IV);  damit  die«  aber  eilaubt  sei,  mnM  dt  ein  DIATeren- 
dal  sein,  und  wir  sind  bereebtigt,  das  nnetidUeb  kleine  yäz  m  Temkeb* 
IXwigen,  baben  also 


and  die  QaereehnittHiinabnie 


T 


T 


Q  nH/cha  aber  tun  das  Qewiobt  des  klaioen  Prisma^s  Über  i'*voB  der  Höl^ 
dtt  und  somit  ist 

wenn  gesotst  wird, 

«     logtmLFz=ßz CtHti^ 

Dies  ist  die  allgeutelM  F9tm,  «nd  aas  Sbr  erbaken  wir  die  einsebien 
FIdla,  wenn  wir  nadi  einander 

J>>0,   P^Omä  F<9^ 

setaen. 

L  Wirkt  nnn  am  freien  Ende  N  die  Kraft so  mnss  an  ihm  der  Qner- 

P  P 

schnitt  i'^  =  —  sein,  und  da     au  z  =  0  gehört,  so  ist  —  =  i'',  =  1 .  c 

and  aUgemein 

1«)  F^  F,eß'. 

Je  grösser  z ,  desto  grösser  wird  Ft  and  als  QnMsebnitt  am  fesigebal- 
tenen  £nde  erhalten  wir 

F^—F^eß''. 

Hatten  wir  die  Abscisscii  als  ^  vom  festgehaltenen  Ende  M  ausgerech- 
net, also  ^ssa  —  z  genommen,  so  wäre 

nnd 

\F„..Fe»l 

Wählen  wir  endliclv  einen  /.wischen  M  und  iV,  in  der  Entfernung  d  von 
ilT  gelegenen  Punkt  als  Ansgangspnnkt'fHr  die  ,  setaen  wir  dso  j;,  =7 — tf, 
so  wäre  der  Querschnitt  an  jener  Stelle,  wo    ~  o,  s  =    ist,  naeii  10) 

F.^F^eß't, 

somit 

12)  jP=s#;s^tft+^=s/',r^«i, 

und 
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\F,^F,^\ 

in  13)  wichst  Ton  — <fbisd|Ssa~<l,es  sind  also  die  beiden  Fälle  10) 
nnd  11)  sngleicb  darin  entbalten. 

II.  W&re  P  negatiy  und  sein  absoluter  "Werth  grösser,  als  das  €towieht 
Cm  des  gansen  Kölkers,  so  wären  die  spannenden  Krliftc  sämmtlicli  ne- 
gativ, und  somit  bewirkt  dann  das  mit  r  zunehmende  Gewicht  eine  Ab> 
^ahme  der  spannenden  Kraft  (Fig.  3,  Taf.XV);  daher  ist:- 

dQ  =  —  yFdz, 
F-^F,e'ß'^, 
Fm  =  F^e-P-, 

nnd  F<F^,  ^=eß',  wfthvend  früher  war. 

F  Fq 
Es  ißt  demnacli  die  Begronzuiigsflache  umgestürzt;  setzen  wir  aber 
«'s=  a  —  z,  indem  wir  die  z  von  M  aus  zählen,  so  wird: 

13)  F=F^e-Piß-^  -=  F^e-P^eß^'^  F^e^''. 

III.  Würe  der  Querschnitt  des  Körpers  von  gleichem  Widerstande  an 
irgend  einer  Stelle  sO,  so  mflsste  an  dieser  Stelle  ^e  spenaeade  Kraft 
=  0  sein;  dies  ist  aber  für  ein  positives  P  nirgends  der  Fall,  eben  so  wenig, 
wenn  P  negativ,  aber  sein  abselnter  Werth  grosser  als  ist.  Wäre  da- 
gegen P=Ot  so  wäre  F^^O,  F=s  tß* .         0  =  1.  ^P^* 

14)  ^Fs3  0.s^^ 

d.  h.  alle  Qnersehnitte  in  endlieher  Entfernung  sind  =  o. 

Wäre  endlich  P  negativ  nnd  sein  absoluter  Werth  kleiner  als  Cr«,  so 
ist  an  einer  mittleren  Stelle,  etwa  bei  z  sss  o,  das  Gewidit  Q»^ »  also  die 
Spannung  =  0  und  auch  der  Querschnitt  ^«^ssO.  Von  s  s  blB  'z=:a 
sind  die  dQ  als  positiv  einsafähren,  und  wenn  risu— >s  gesetst  wird, 
so  ist 

für  z,  =  0  ist  i?«  =  1 .  also 

15)  F^FaC-ß^K 

Von  z  =  0  bis  2  =  «,  sind  die  dQ  wieder  negativ  einzuführen,  und 
wenn  z^  =  z,  so  ist 

Itlr  St  SS 0  ist  jr»  r=i«Ä«ur.^ 

IB)  FssF9€-ßH. 

Die  Gleichungen  15)  und  16)  haben  dieselbe  Form  wie  11)  und  lassen 

sieh  mit  ihr  in  F^sFie^P^  ausammenfassen,  wobei  die  {  immer  vom  be- 
treiFenden  (festen  oder  freien)  Ende  nach  der  Mitte  hin  au  rechnen  sind. 
Uiiter  der  Voranssetaung,  dass  Fm  und  F^  nicht  as  0,  also  dass  jP*  >0 
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9 

ist,  kann  aber  in  nur,  wenn  t^CO  i**,  J*=0  sein,  es  sind 

diifier  alle  Qnenclinitte  In  endlicher  Entfernting  vom  oineni  Endo  grSster 
als  0,  Wenn  wir  aBer  in  15)  "         *       ,  ^ 

— a|S=  — «,  +  a— -a, 

.und  in  16) 

setzen,  so  geben  15)  nnd  IG)  über  in: 

nnd  da  die  Oleicbuag  17)  mit  14)  tob  gteieher  Form  ist,  so  massten  an- 
gleich  alle  Qnerschnilte  in  endlicher  Entfernung  von  F^^  gleich  0,  und  alle 
Qnerschnitte  in  endlicher  Entfernnng  von  einem  Ende  grösser  als  0  sein. . 
Da  dies  unmöglich  ist,  müssen  in  15)  und  16)  nnd  F„  nnd  alle  übrigen 
Qnerschnittp  mit  F^^  gleich  0  sein,  nnd  in  14)  ist  auch  der  Querschnitt  in 
unendlicher  EnUcnmng  =  0.  Es  ist  sonm  li  weder  fUr  /*  =  0,  noch  ffir  ein 
negntives  dessen  absolater  Werth  <.Ga  wäre,  ein  Körper  von  gleichem 
Widerstande  möglich. 

Naclidem  wir  einmal  die  Quersclinittc  eines  Körpers  von  gleichem 
Widerstande  bestimmt  haben,  lässt  sich  auch  leicht  das  Vcdamcn  jcjios 
Stückes  bestimmen,  welches  zwischen  dem  freien  Ende  und  dem  Quer- 
schnitte   liegt}  es  ist  nämlich 

drs=Fdz, 

nnd  daran«  erbatten  wir; 

I.  Bach  10) : 

dV^F^eß'dx, 

1  TF 
V=-^  FoC^'  +  Consl.  =  H  Om$L, 

ß       ,  Y 

und  weil  fOr  «=sO  auch  FsO,  also 

0=4  ^'ü  1  4-  Cm$U=  — 2  +  Cbiiff.=  —  +  CoML 

ß  y  y 

ist,  80  beträgt  das  Gewicht  des  in  Rede  stehenden  Stückes 

C=^yF=r./>'P*-  r^o  =  J(ii'— ifV)  =  iH«^'— 1)»  - 
und  das  Gewicht  des  ganzen  Körpers 

=  />  (eP«  -  1)  =  J  {F^  —  F^)  i 

II.  nach  13): 

dV^Faeß''dz^ 

1  T  F  TF 

ß  r  Y 

also  da^  Gewicht  des  Stückes  Tom  festen  Ende  bis  an  F: 

C  =  yF=  T{F^Fu)  ==  r#'(l  —  e^-' )  =  1), 
und  das  Gewicht  des  gaaies  Körpeia: 
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=  F.)  =  i>(l  —  e-^*). 

Wire  der  Körper  prisnuitueh  gemackt  worden,  so  wMre  sein  Q^er- 
P 

schnitt  F'  =  =   und  sein  Gewicht 

T — ya 

(? '  =  y  r  a  =  .j^^  =  J>  Ola  + •  <^  + » «•  + /3  V  + . . .) . 
und  weil 

ist,  so  Uabea  wir  in  jedem  der  beiden  Fülle  an  Material  erspart: 

Da  der  Körper  blos  rücksichtlich  seiner  absoluten  Elasticitiit  oder 
Festigkeit  in  Anspruch  genommen  werden  soll,  so  stellen  wir  ima  seine 
Querschnitte  als  ähnliche  Figuren  vor,  deren  Schwerpunkte  in  der  Achse 
des  Körpers  liegen,  und  diese  steht  mit  der  ihr  parallelen  Kraftrichtung 
senkrecht  auf  jedem  Querschnitte.  Die  allgemoiue  Form  der  Gleichungen 
10)  und  13)  ist:  F  =  F^  c^-.  Jenachdem  nun  die  Begrenzuugslinie  der  Quer- 
schnitte F  und  F,  für  rechtwinklige  oder  ftir  Polarcoordinaten  dnrch  Gleieh* 
ungen  von  der  Form  (p(x,  y)s38  0  und  97  (a-j ,  yi)  s=  0 ,  oder  von  der  Fem 
Hf{i'yu)  und  ^(ri|U|)  gegeben  ist,  wird 

F  =      da  =  dy 


oder 


nnd 

18) 

oder 


'.-1/ 


dy  =  ^         *^yi  ♦ 


19)  \jr»du^\e^'Jr*du^, 

worin  die  Int^ale  bestimmte ,  ihre  Grensen  M>er  eben  dadurch  gegeben 
sind,  dass  die  Integrale  begrenste  FlXchen  bedeuten.  —  Bine  oder  die  an- 
dere dieser  drei  Gleiehnngen  susammengenommen  mit  91  {x^  y)  =  0  oder 
^(r,»)s=0  bestimmt  die  HantelflSehe  des  Körpers  Tom  glei- 
eben  Widerstande.  Die  Horisontalsebnitte  derselben  sind  Linien,  de- 
ren Gleiehnngen  die  Form  |r)  nO  oder  ^(r,  ti)  =sO  haben,  nnd  wenn 
man  in  18)  vor  dem  Lntegriren  besielmngsweise  y  imd  yj  oder  x  nnd  ff|  ans 
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den  Gleichungen  =.0  und  ^=0  entoimmt  mkd  einsetH,  so 

erhält  man  . 


20)- 

i.h.  die  Gleiehnngen  der  Verticalspuren  in  der  Ebene  XZ  oder  YZ,  oder 
allgemein  die  Oleicbnng^  anuntUeber  Verticalachniite  parallel  zur  Adise 
der  «  oder  der  jenaehdem  in  20)  ftlr  und  die  Wei  tLe  für  den  Durc  h- 
aehnltt  der  Begrensohgslinie  in  J-,  mit  der  «-  oder  y  - Achse  oder  andere 
[neeh  9  («r, ,  y,)  enlienge]  Wertlie  einsetzt.  Die  Entfernung  y„  oder  a„  die- 
ser Sebnitte  von  der  «-  oder  y-Achse  in  liefert  die  Gleieliang  9  (;r, ,  y "}  0 
eelbat,  wenn  mnn  in  eie  den  in  oder  /i  (y,)  verwendeten  Werth  von  a. 
oderyi  einsetzt. 

z.B.  t)  Es  sei  der  QneraehUllt  ein  Qae4rat,  desMn  Ecken  in  den 
Aeliaen  liegen,  denn  ist: 

die  Gleiclmng  der  Spnr  in  der  Ebene  XZ  oder  FZ  (Fig.  4  T«f  IV)- 

6  =ft|«*^*=sft,n%  wenn«s=«*^, 
und  die  Ol^oEnng  der  Vertieekcbnitte : 

.worin  aber  «1  nnr  von  —  hy  bis  H-  6,  geht 

2)  E^eeien  die  Begrenenngsllnien  paraDel  sn  den  Aebsen  in  den  Knt- 
fernnngen  €  imd      dann  ist 

9  («» y)  =  F  ±     =^  0  i=:±  «r  +  <?', 
und  die  Qlelebnng  der  Vertieal^Qf  (F%.  %  Taf.  IV) 

•  •  ^  .    •      >    ,  ■ 

inXZ,  ^s=4yc"d«=5  4cV  =  4e,V.«'* 


0 

«' 


in  rz,  ^=  Aje'dm^  Aee"  —  4C| V  • 

Die  Gleiehnng  der  Verticalsehnitte  d^egen  lautet: 

worin  aber  nach  <jp(ar,  ,y,)ssO  nnr  die  Werthe  «jssc/  und  yicae,"  braneh- 
bar  sind,  so  dass  dorebweg 


ist,  nnd  in  dieser  Gleiehang  sind  wegen  der  vorausgesetaten  Aehnlieh- 

keit  der  Qnersebnitte     nnd      gleieb^eitig  mit  %  variabel  und  zwar  t 

c" 

Zeiuchrift  f.  Malhenutik  u,  Physik.  IV.  24 
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=  Bei  C|'  s=  c/'  =  c,  gebt  dieser  Qnerseln^tt  in  den  «nler  1)  betraeb- 
teten  bei  einer  mn  45*  geündeiten  Achsenlage  Uber,  und  es  iet  dann: 

wenn  wieder  n  =  «i^'  ist. 

Wttre  e*  fUr  alle  z  gleich  gross,  so  bestünde  die  Mantelfläche  aus  swei 
Ebenen,  parallel  XZ,  und  aaa  awei  Cjlinderflttcben  von  der  Form  ^c*x 

3)  rur  kreiaförmigen  Querschnitt  ist: 

t(r,«)  =  r— .^==0, 
2»  2\ 


n 


ako 

wenn  abermals  n  =  ei^  ist. 

Bei  kreisförmigen  Querscbnitten  sind  also  alle  radialen  Verticalsebnitte 
congmente  logaritbmische  Linien ;  bei  quadratis^en  ist  fri  ==  Ase^/T, 
also  sind  auch  hier  die  Yertiealscbnitte  durch  die  Diagonalen  und  parallel 
zu  den  Seiten  unter  einander  sowohl,  als  mit  den  Verticalsebnitte n  bei  kreis- 
fönnigem  Querschnitte"  eongrüent,  nur  dass  djsr  Anfangswerth  einem  c 
gMch  kommt,  für  welches  zsss^Hog^t  ist» 

Sind  die  Querschnitte  Linien  höherer  Grade,  so  lindert  sieb  die  Basis 
n  der  Logarithmen,  so  z.  B.  sebon  bei  kreisförmigen  Querschnitten  för  Ver- 
ticalsebnitte durch  Sehnen. 
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Btehniig  mit  ittiondlflii  wytuMtiiMdbm  Fnnetlflam. 

Von  Dr.  R.  Hoppe, 

Privatdocent  in  Berlin. 


BektnBilioh  Itsst  sidi  jeie  raAioB«lle  ■jmaetriiolM  FttnetieK  clar  W«r- 

zeln  einer  algebraischen  Gleicbnng  rational  in  daren  CoefSeiealeB 
€lr«lek«D.   Ihre  indepcAtnte  aUgamaiM  DanftaUaag  sai  dat  laista  Zial  dar' 

Torileg«nden  Arbeit. 

Da  nach  Verwandlung  einav  i^rttmeteiscbeii  Funatian  in  einen  einzi- 
gen Brnch  Zähler  und  Nenner  symmetrisch  werden,  so  redacirt  sich  daa* 
genannte  Problem  auf  den  Fall  ganzer  Functionen.  Jede  ganze  Function 
lässt  sich  in  homogene Theile  vorschiedenor  Orade  zerlegen,  jeder  homogene 
Theil  wiederum  in  solche  Theile,  die  ohne  Aufhebung  der  Symmetrie  nicht 
getheilt  werden  können,  und  welche  geschlossene  Functionen  heissen  mö- 
gen. Die  letztere  erhält  man,  indem  man  ein  Glied  durch  alle  möglichen 
Vertauschungen  der  Elemente  in  eine  Anzahl  der  übrigen  Glieder  über- 
gehen lässt:  deren  Summe  nämlich  ist  eine  geschlossene  Function.  Die 
durch  Vertanschung  der  Elemente  in  einander  ftbergehendeu  Glieder  sollen 
gleiebgebildate  ^aiasan. 

Dar  Ansdmek  dnar  gescbloeianen  aymmetrisekan  Fluetian  ad 

C(mtt,  .  .  .  »I,,  rn,), 

wo  wi,,  7/1,,  . .  .  die  Zahl  der  Eleraeuto  bezeichnen,  welche  in  erster,  zwei- 
ter U.S.  w.  Potenz  mit  dem  darüber  bemerkten  Exponenten  erscheinen. 
Beseichnet  n  die  Anzahl  der  vorhandenen  Elemente  und 

/  =  mi  -f-  ffi,  +  .  .  .  »»«  * 
die  aller  Terschiedenen  Elemente,  welche  in  jedem  Qliade  yorkommen,  so  ist 

 fi!  

(a  —  /) !  /Tjj !  OT, !  . . .  m„ ! 
dia  Anaafal  dar  Glieder  toii  C. 

L 

Nach  diesen  Vorbamarkongan  sai  dia  erste  Aufgabe,  das  Prodnet 

P=.C{k)C  (w  JP.  .»4,17»,) 
in  eine  Öumme  geschlossener  FuncLiouen  zu  entwickeln. 

24* 
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Da  der  erste  Factor  bei  jeder  Vertauschung  von  Elementen  unverän- 
dert bleibt,  so  erhält  raan  das  Product,  indem  man  ein  Glied  des  zweiten 
Factors  mit  dem  ersten  Factor  multiplicirt,  und  dann  die  Elemente  derart 
vertauscht,  dass  jenes  Glied  in  alle  übrigen  Übergeht.  Die  Mültiplication 
be\virkt,  dass  einige  Potenzen  um  1  erhöht  werden.  Es  sei  «ß  die  Anx«hl 
der       Potenzen,  weleho  in  die  {ß  +  1)^*  ttbergehen,  und  nur  Abkürsang 

•  /  tJf  j  *^  «Cg       •  •  •  SCfn 

dann  ist 

«4-1  «   l  I        •  •  ' 

(  X  , —  +  ^a4>l» . . .  Mf  — - «t|  +  »t»  «i|  —  «I  +  *  —  t) 
die  Form  eines  Gliedes  des  Products.  AUe  Glieder,  in  weichen  sSmmt- 
liche  9  dieselben  Werihe  liaben,  sind  gleichgehildet,  alle  yerschiedenen 
Systeme  vonWerthen  der  ae  gehören  zu  verschiedenen  geschlossenen  Thei- 
-  lan.  Folglich  liefert  die  angedeutete  Mültiplication  iiit  jedea  geschlosse- 
nen Theil  soviel  Glieder,  so  oft  dasselbe  System  der  x  vorkommt.  Bei 
'  Yartausdiang  der  mp  Elemente,  welche  den  ExpoMAten  ß  haben,  bekommt 
nnn  Xp  so  oft  denselben  Werth,  als  Combinationen  Xß^'^"  Cl&sse  zwischen 
Uament^  möglich  sind,  d.  L  durch  BinoBualco«E6cienton  ansgedcOekt 

mal.   Ebenso  treten 

(n  — 

mal  k^t  nene  Elemente  in  erster  Potras  alk  Factoren  hinan.  Demnach 
ist 

dia  AnaaU  der  Glieder,  welche  die  Hultqplication  tüx  den  darch     • .  • 
.eharakterisirten  gesahlossenen  Theil  liefcurt. 

Vertanscht  man  jetzt  die  Elemente  so,  dass  jedes  Glied  des  aweiten 
Factors  in  alle  ttfangen  ttbergeht,  so  kann  kein  Glied  des  Products  ans 

einem  gesclilossenen  Theile  in  einen  andern  übergehen.  Folglich  multipli<r 
cirt  sich  die  Gliederzahl  eines  jeden  mit  derselben  Zahl  1).  Setzt  man  also 

Of+l  s  I 

80  ist  .  •  • 

_i      '        n\        '       ^  n!  ^ 

(il  —  A)!  fti!     .  fiff^i!     (n  —  /)!  m,!  .  . .  «(,1 

(«i)«,  War,  •  •  •  {ma)xa  —0*-/'. 

wo 

ft,aBsm|  —  aft  +  Ar  —  f 

fiß  =mß  —Xß  -H  Xß^i 

gesetzt  ist  und  S  das  Summeuzeichen  bedeutet. 
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Hieraus  ergicbt  sich  der  Werth 

oder,  wenn  man 
seUt, 

D«r  er^te.  Factor  beBtimmt  die  oherea  Gveniea  der  nKmlicli  Sx  ^k, 
die  übrigen  die  untern,  «>  0.   Es  hat  sieh  ergebe» 

2)    C(*)C(i««,...«,)s=  2:...  2;    n  {mß-^Xß-i-Xß  X 


a+1 


C(  o;^  , ffia  —  a?«  +  a;^,^,,  . . .  w,  —      +  a:,  )  * 

wo 


II.  -  , 

Es  soll  eine  ,  geschlossene  Fnnetfon  rom  hSchsten  Exponenten  a  +  1 
auf  solche  Tom.  Exponenten  «  snrQckgeftlhrt  werden. 

Setst  man  in  Gleichnng  2)  k  nacheinander  =  1, 2, 3, . . so  gicbt  'es 
auf  der  rechten  Seite  immer  |inr  ean  Glied,  welches,  resp.  1, 2, 3, .. .  (a+i)^ 
Potenien  enthält;  die  Aasahlen  der  anileren  Potoizen.  hingegen  sind  nadl)- 
hängige  allgemeine  Grössen.  Han  liadet  daher  dea  -getoditen  Werth  von 

sncccäHiye  für  u^^.!  s=:]y2,3, . . aad.p  ist  dorcii  Qleichung  2)  Tfillig  be- 
stimmt. ' 

Es  soll  demgeiiiäss  die  Hicbtigkeii  des  Aosdrugks  > 

^=    -^.J,-'  -L/^^Wf  +  +''«+1 

«  — l  .2  •  1 


I»«— I  —         +       t»'«  •  •    —  «1  +  «11  Pi  —  ffi  +  fa—t  —  80) 
wo  B  Function  der    und  der  « ist,  durch  Einftihrang  in  die  Gleichnng  2) 
bewiesen  werden«   Sie  giebt  , 

8«=k      Sa=Xf^  1 

(^{"^a  +  Xa-\  -H  Oa-V  »»«-1  —  +  ^«-2  -  «'«-i  +  ^'  -«-j,  •  " 

...      —  X,  -f  3',  —  Ot      o,,mi—x,  +  k  —  Sx Sa), 
liier  treten  in  ^  an  die  Stelle  der    die  Werthe 
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ms=m|  —     +  A:  —  Sx 
14  c=  m,  —  ar,  +  a:„  etc, 

"»a  —  + 

Setst  man 

so  kommt  nach  Vertaaschung  der  SummeBseiehen 

«9  =  *  1 

— ft  +  ^l»  «1^  —  11  +  *—^)^ 

Diese  Gleieliaiig  wird  befriedigt,  weim  ftr  «=«1,  ftr  jedes 

andere  ^« ,  Jf     0  iit   Dies  ist  der  Fall,  wenn 

gesetst  wird.    Zum  Beweise  sei 

%ß=sQ^=aß-\-Xß  für  |3<y 

tp==Qß  .i  —  l==aß  +  Xß  —  lfäT  ß>y-l. 

Dann  erhält  man  nach  Substitution  der  Werthe  von  A  und  B 

X  ß=tt 

=  i  (—1)*«  +      ^    U  [mß^Xß  +  »^i)r._^ 
LMast  man     statt unabhingig  Tarüren,  so  wird 

und  man  kann  obige  Summe  folgendermassen  ordnen: 
wo 

r„  ==  (— l)'o  (m«  —  Ä  +  Sa:  +  (^o)^;. 

T^«  (— 1)«^  («II — +  (»lÖ«^ 

f^^y  ^  _  1  2  . . .  a  —  1  zu  setaen  ist.  Zur  Summation  wende  iok  folgende 
Formel  an: 
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die  Svomiaii  iwiidiai  den  weitettea  GMoaen  genommeo,  eine  Fomei, 
welelie  man  leiolit  durcli  (mttielle  Diffareiiiia^ii  der  binoimselieii  Bntwieke- 
lUMT  Ton 

nach  a:  und  ^  erhalt.  Ihr  zafolge  ist 
Fl  s  (M|  —  ^  —       — »I  + 1| 

l^.  +     +  1 +»«- 1  -  r„  -    -  i, 

u.  s.  w.,  scIilieMli^  . 

Die  Indiees  der  BinomialcoeffideBten  Ü^,  V^^  T,,  •  • .  Va-^t  »ttieen 
alrnrnUich  jes#  sein,  weil  ikre  SanMie  =sO,  ud  keiner  negativ  iet.  Deraiu 
gebt  hervor 


Sl=sr 


a  -  1      '^0  • 


Von  der  geazen  vielfeehen  Snnme  nneh  den  k  bleibt  mithin  nur  ein 
Glied  flbrigi  nnd  man  bat 

Alle  Glieder  dieser  Summe  würden  verschwinden ,  wenn  nicht 

^0  <^  ^1  <^  •  •  •  ^« 

vSre.  De  in  diesem  Falle  die  Gleichung  Jlf=sO  der  Behauptung  gemäss 
ist,  so  kann,  man  die  GrSssenovdnung  der  ^  aur  Yoranssetanng  maeben. 
Ans  ihr  folgt,  dass,  wenn  ein  ff  versebwindeti  alle  vorbergebenden  dn 
Gleiebee  thnn.  Ist  also  ^ ^  ^  o ,  so  yeieebwiaden  wfgen  des  Fnelofs 
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alle  Glicdor  clor  Summe  ^  von  y  =  0  bis  y  =  ö,  ingleichen  diejenigen,  in 
welchen  Py--()y-i  ist.  Der  Ausdruck  M  behalt  seine  Form,  enthält  hin- 
gegen keine  einander  gleichen  q  mehr,  nachdem  man  alle  Factoren  =1 
weggelasHcn  hat. 

Da  nun  SQ<Ck  ist,  so  verschwinden  für  p„  —  A:  alle  übrigen  ^,  mit-  ^ 
hin  alle  Glieder  von  M  bis  auf  das  letzte ,  nnd  man  behält  ilf  =  1,  wodurch 
die  erste  Behauptnng  bewiesen  ist. 

Es  sei  vaa  Ablcttnung 

also 

dann  ist  die  Summe  der  zwei  ersten  Glieder 

= ( .-,)*+•"+•—- '  j  + Ä.*,  - 1)^ } 
=(_,)*+»«+».-l-«J,,ff,. 

daher  (mit  unveMlndeiteni  Yorseiehen)  die  Bnmme  der  drei  ersten  Glieder 

n.  s.  w.,  endlich  die  Summe  der  a  ersten  Glieder 

und  das  letzte  Glied 

folglich  J/  — 0,  was  allein  noch  zu  beweisen  war.  Stellt  man  das  Kesnl« 
tat  zusammen,  so  erhält  man 

^^V            •••  f*ii       =               6  (ö„)X 
•   « —  1  

-  1 

WO  ^  =  fia4.i  '"Sc  feaetnt  ist* 
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Dieser  Ansdrnck  ist  etwas  nndetitlieh  Dir  «sl,  vo.die  7iah\en 
Ma  +  f^a+i  +  ^tt—i       Mi  —    +  f<«e+i  — identisch  werden  mfiBsen. 
Ihr  Werth  ergieht  sieh  ane  der  Betrachtang ,  dass 

2<H  +  »Mi +  •••(«  + 1) /'tf+i 
den  Oradexponenten  der  Kaken,. also  auch  der  rechten  Seite  ansdrfickt, 

und  ist  demgemllss  a  fi,  +  tfi|     af   Für  diesen  Fall  lautet  daher  die 

Formel 

Hiermit  ist  dicrAnfgabe  gelöst,  die  Grössen  C,  in  welchen  die  Elemente 
die  stmmtlichen  Wnrseln  einer  algebraischen  Gleiehnng  sind,  dnrcli  Coef- 
ficienten  dieser  Gleichung  aassbdrttdken.  Jeder  Coefficient  ist  von  der 
Form  C{k*).  Durch  wiederholte  Anwendung  der  entwickelten  Formel  wird 
der  höchste  Exponent  in  C  taccessive  Ton  «  his  auf  1  redncirt,  so  dass  au- 
letst  nur  Gleiehun^oeffidienten  flbrig  bleiben.  Die  Ansfiihmng  besteht  in 
einer  bloseo  Substitution. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XXX.  TTeber  die  Aufltemig  der  Gleiehnng  .r*  +  y*sa«  y  ia  xmili»- 
lalMi  Zulilen.  Von  £.  Hoppb.   Durch  die  Substitutionen 

1  — «  3u  —  1 

ei^eben  sich  aus  der  genannten  Gleichung  die  Wertbe 

X 

y 

beide  rational,  sobald  u  die  Bedingung 


l  =  (1  +  u)  y/ri^.  und 


I) 


1  +  3»* 

erfüllt.  Der  «ine  gebt  durch  Substitution  tou 

für  u 

8u 

in  den  andern  über.  Da  nun  offenbar  u  nur  von  der  Form  oder  3«'  sein 
kann ,  so  kann  man  ohne  Beschränkung  u  als  (Quadrat  betrachten. 
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Kldnm  IfittMlmigen. 
dum  wird 


tv 


1  <f  »flf* 

ein  Quadrat,  wenn  «r  es  ist,  «nd 

ein  Quadrat,  wenn  u  der  Bedingung  1)  genügt.  Hat  man  also  eine  Lösang 
der  Gleichnng  1),  so  wird  dieselbe  auch  nadi  Substitution  Ton  i^fpiu)  für 
u  befriedigt.  Setat  man 


n„)=t^(«)=.^A___j, 


SO  ist 


r{u)=^fff..,f[u) 

daa  allgemeine  Glied  einer  unbegrenzten  Keihc  von  Lösungen. 

BpeeialanflSsangen  sind  i.  B.  «  &s  1,  it  s=       ;  daraus  ergeben  sieb 

folgende  zwei  Scalen : 


lis=i 

2« 

(nJ 

/3  .  11  .  2  .  6lY 

\    23 . 313  / 

10 

28  .  41  .  73 

3  ,  5  . 13 

4026  .  68034277 

7 

47  .  2593 

11  .  61 

7199  .  58941127 

6 

T 

28  .  25  .  57 
47  .  2593 

3.7.8 

u.ai 

4020  .  3501  (iOi)  5 
7199  .  58941127 

und 

2 

*=¥ 

13 

47  .  4561 

11.2.  37 

7199  .  100451629 

14 

28  .  2593 

3*.  61 

3.4026.58Ö4U27 

1 

^"=3 

11 

47  . 11  ,  13 

11  .  47 

7199  .  3199573 

14 

28  .  2593 

~3»T61 

3  .  4026  .  58941127 

Die  iuTersion  der  Functionen  g»,  ^  giebt 


i         — 8t>»      _yi  +  3w'— 1 


woraiiB  liervorgelit 


w 


Ist  also  7v  eine  Lösung,  so  ist  auch  v  rational;  n  wird  alsdann  gleichfalls 
rational  und  eine  Lösung  sein,  wenn  2vt9  ein  Quadrat  ist.  Andernfalls  be- 
ginnt die  Seale  mit  wie  es  der  Fall  ist  mit  den  Werthen  »ael,  »ss  , 
für  welche 
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2  2 
2V<V  sq;  — , 


8  '   8 .  li> 
kein  Qssdrat  ist. 

Zum  Zweck  der  Eatwickelaog  des  allgemeinen  Güiedea  der  Scala  sei 

.  ^_  titi 

imam  wii4  aadi  t«  ■■Ugtr  INiB«tioiiining 


wo  «ad  gMM  FaMstioaen  toq  «  ohne  gemeiniclitllKoho  Faetor  sind; 
ätmn  ist,  wie  sieh  leicht  ergieht,  vom  Grade  2",  J^i  Tem  Grade  S"  —  1, 
nt  to»  GMde  4*.  Dw^  fortgetetete  Siib*ftitiiii«i  wa  Jr(tf)  lllr  dwefa 

tfin— ,    «in;3-,  r»ln— j^,     r,«  in  «  '  r«+i 
m  mr  mr  ' 

>>wgflht|  fittdefe  man  ohne  Schwierigkeit 

Setat  man 
dann  wird 

1 + s      {u)T  -1+3  (^^-^-^„^ j  „  (^_^,^  _  j 

oder 

WQvras  iniTOfgeht 

Hol  noB  mitlo]«!  diosor  sooai  tonten  ffleioliOBgeii  vnd  f  «  aiof  o  sorllok- 
gofldnrfc,'io  eriillt  man 


ZX2Q.  Elementare  Theorie  der  azonometrisehen  gwjtttto«.  Biad 

Oyi,  0  OC  (i.  Taf.  IV,  Fig.  6)  die  drei  in  einer  Ecke  ansaramensCosson- 
deu  Kanten  eines  Würfels  und  O'J,  0'B\  O'C'  ihre  Projectionen  auf  eine 
Bildebene  E  F,  so  bieten  sich  zwei  Aufgaben  dar  liinsichtlich  des  Zusam- 
menhanges a wischen  jener  körperlichen  £*cke  QA  BC  uad  ihrer  Frojection. 
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Man  kann  ontwoder  die  Würfnlkante  OA  und  die  Stellung  der  Ecke  gegen 
die  liildehcuo  als  bekannt  ansehon  und  daraus  die  Grössen  und  gegenseiti- 
gen Lagen  von  O'j',  0' B\  O'C  herleiten;  man  kann  aber  auch  umgekehrt 
annebmeii,  dass  O'ä^  0'B\  O'C  der  GrösBe,  nicht  aber  der  Lage  nach,  gege» 
ben  seien  and  dann  hat  mUn  snent  die  Winkel  WiSC^  (f(fX  xn  er- 

mitteln, unter  denen  jene  Geraden  aneinandergelegt  werden  mttasen,  wenn 
sie  ttberbanpt  als  Projeetionen  von  OA,  OB^OC  dieiea  •olton}  fcner  itt 
die  Wttrfelkante  0  A  und  endHeh  die  Btellong  VKOk  QABC gegen  die  Bild- 
ebene an  bestimmen.  Die  letztere  Aufgabe  ist  das  FtoadanM^ntalpreblem 
der  axonometriseben  Pr(^eetion;  ea  waide  anent  Ton  Profeasor  Weis- 
baoh  mit  HOlfe  der  apbKriscben  Tr,igonometrie  gelöst  (Polytecbnische  Mit- 
theilangen  von  V olz  nnd  Karmarscb,  Bd.  I,  8. 125),  wobei  freilicb  die 
Winkel  J O'Bf^  Kd^Ü^  C€fÄ  nur  beiedmet,  nicht  aber  geometrisch  con- 
Stmirt  wurden ;  eine  analytisch-geometrische  Lösung  des  Problanes,  dia  iah 
ün  Bwciten  Bande  der  Zeilsehrift  „DerCiTilingenieur,  herausgegeben 
von  Prof.  Dr.  Zeuner,"  veröffentlichte  und  auch  in  meine  analytiseha 
Geometrie  des  Raumes  aufnahm,  führte  dagegen  zu  dem  bemerkenswerthen 
Satze,  dass  die  Projeetionen  0' Ä ^  O' B\  O'C  die  Winkel  eines  Dreiecks  hal- 
biren,  dessen  Seiten  sich  wie  die  (Quadrate  von  O'./,  0' B\  O'C  verhalten, 
worauf  eine  Construction  der  niithigen  Winkel  leicht  zu  gründen  ist.  Die 
Einfachheit  dieses  liesultatcs  liess  erwarten,  dass  sich  dasselbe  auch  mit 
elementaren  Mitteln  würde  erreichen  lassen,  und  in  der  That  findet  man  be- 
reits in  der  „Anleitung  zum  axonometriseben  Zeichnen  von 
Bergrath  und  Professor  J.  Weis  b  ach,  Freiberg  1857"  einen  geometri- 
schen Beweis  des  vorhin  ausgesprochenen  Satzes.  Wie  mir  scheint,  kann 
aber  die  Sache  noch  weit  einfacher  gemacht  werden,  nnd  dies  ist  es,  was 
ieh  im  Folgendem  zeigen  wfll. 

Die  Wflrfelkantan  OA^  OB^  OC  sohneiden  bei  hlnreiehender  Ver- 
iKngwnng  die  Bildebene  in  Punkten  LfM^N,  die  wir,  dem  Sprachgebranehe 
der  deseriptiven  Geometrie  gemKss,  die  Spuren  der  Kanten  neanent  ebenso 
sind  die  Geraden  ZM^MN^Nl  die  Spuren  4er  Ebenen  AOB^BOC,  COA. 
0a  die  Gerade  OA  normal  anr  Ebene  BOCiai^  ao  steht  dia  PH^aetion 
ffjt  senkreeht  auf  der  Spur  JlfJ^,  und  wenn  daher  Cfjt  einerseits  bis  L, 
andererseits  bis  zum  Dnrehsalmi^  U  mit  MN  verlängert  wird,  so  erseheint 
Zr  U  als  die  zur  Basis  Jlfi^T  gehörende  Höhe  des  Spurendreiecks  LM  N.  In 
gleicher  Weise  sind  MV  nnd  N  W  die  übrigen  Höhen  desselben  Dreiecks. 
Ferner  bemerkt  man  leicht,  dass  auch  OU  senkrecht  auf  MN  steht,  mithin 
LOIJL  der  Neigungswinkel  der  Ebene  f  0  C  gegen  die  Projectionsebene 
ist;  dem  analog  würden  sieh  die  Naignagswinkel  Ten  COA  und  AOB  ge- 
gwn  SF  constrniren  lassen. 

Wir  betrachten  nun  erst  das  Spurendreieck  mit  seinen  Hohen  (s.  Taf. 
IV,  Fig.  7).  , Dasselbe  zorfällt  in  drei  Vierecke  0'VLH\  O'WMU,  O'UNV, 
welche  aas  sehr  naheliegenden  Qränden  Sehnenviereeke  sind;  zieht  man 
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dftrin  die  Diagoiial«ii  FfF',  H  U,  UV,  und  beniitet  den  Sats  tob  der  Gleieh- 
hdt  «Her  «bw  deaielbto  Bogm  ateheader  PeripherMviniMil,^  fiadtt  »m 
leieht  die  Gleiehungen 

LVLW^LMCtWzsLNCtV 
^LMÜW^LJUÜV 


LlVW^^  LUV, 

denen  noch  zwei  amlore  Gruppen  \fon  GleRluiiigen  entsprechen.  Ueber- 
haupt  sind  die  in  der  Figur  gleichmässig  bezeichneten  AVinkt  l  gleicli. 
Hieraus  folgt  einerseits,  dass  die  Geraden  LU,MV,NWdie  Winkel  des 
Dreiecks  F  balbiren,  andererseits,  dass  die  abgeschnittenen  Dreiecke 
VL  WM  ü,  U  N  F  einander  ähnlich  sind.  Durch  die  erste  Bemerkung 
sind  L  Uy  MV,  NW  oder  O'A,  O'Bf,  O'C  ihrer  Lage  nach  bestimmt,  sobald 
man  die  Seiten  des  Dreiecks  (rFTT  kennt.  Wir  beseiebnen  ^eeelben  so, 
wie  sie  den  Beken  U,  V,  ^  gegenfiberiiegen ,  mit  v,  w  ml  iMben  dwa 
ftvs  der  AtÜttfiehkeit  der  Dreieeke  ÜMWimd  UVJf 

Beaebtet  man  weiter,  dass  tn  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MON  die 
Oerade  0  ü  das  Perpendikel  von  der  Bpitse  des  rechten  Winkels  anf  die 
Hjpotennse  darstellt,  so  bat  man  statt  der  vorigen  Gleiebnng  die  folgende 

 2 

V  .n>^  0  U . 

Die  Gerade  OU  kommt  aber  auch  als  Kathete  in  dem  bei  0  rechtwink- 
ligen Dreiecke  UOL  vor,  worin  0  0'  senkrecht  auf  der  Hypotenuse  I  L 
steht;  es  ist  daher  A  OO'U  ro  ^LO'O  oder,  wenn  AÄ'  parallel  und  gleich 
jf&  gezogen  wird ,  AOO'Ut^AA A"0.  Unter  Einfüh  rung  der  Bezeich- 
nungen OA=OB=OC=:  rf,  00'  =  A,  0V=  AAt'^a,  &B^=  b\  0'C=^c 
liefern  die  genannten  ähnlichen  Dreiecke 

'dA- 
a 

ui2lbin-iat««eh  dam  Fofigen 

und  anabg  für  die  übrigen  Seiten 

0  .  c*  - 

Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

dh  ,       dh  ^ 

b  c         a  0  c 

I)  i  f>  =r  —  &  =        , b\  . 

*        f  a  a  0  c  '        .  . 

dh  ,      dh  ^ 

die  namittelbar  da»  Veikiataies  - 


Digitized  by  Google 


364  KleHMfe  M HliieifcHigMu 

6tlc«imMi  laMen.  Die  Geraden  O'X,  O'JT,  O^JT  IwUiinB  aba  die  WiakiA 
einet  Dreiecka,  deatea  Seiten  aind 

a*     b'*  e** 

**   *'  T' 

wobei  Ar  eise  Getade  von  willkührlicber  LXnge  beaeiebnet.  €kfw8telleh 
nennt  man  4?  dSe  grOsBte  der  gegebene^  Firojeetionen;  für  k  =e'  wiid  daan 

die  Constraction  am  einfachsten. 

Ana  den  «bnUebea  Dreiecken  VO'O^  OÄ'A  waAOCfL  erhlllt  man  noeli 
«'»  i'A  eh 


2)  v'x—  a'jraK_i^=,  f^y— 


rfÄ  dÄ  f/A 


endlieb  bemerke  man,  data  awiscben  den  Kathaten  Jf/>,  ilfO  irgend  einea 
rechtwinkligen  Dreiecke  nnd  dem  auf  die  Hypotenaae  lierai^laMenen 
Perpendikel  0  £7  .  die  bekannte  Bdatien 

eder 


stattfindet;  im  yorliegenden  Falle  wird  Uerava  anfolge  der  Weithe  von  OU, 
OM,  ON, 

e'*=2d«  — 6'«  — c», 

d.  i. 

4)  d  =  j/4(a'»  +  6'*  +  c«). 

DaM  nnn  die  An%abe  dazeh  die  Formeln  1)  bia  4)  ihre  yolletlndige 
Löeong  gefunden  hat,  ist  leicht  an  flbersehen}  wird  nimlich  die  grüsste 
der  gegebenen  Projectionen  mit  c  beseichnet,  so  gelten  folgende  Con* 
Btructionen  (s.  Taf.  IV,  Fig.  8).  Man  nehme  in  beliebiger  Lage  die  Ge- 
rade U'V'  =  e\  beschreibe  ttber  ihr  einen  Hallikreis,  trage  in  diesen  die 
Sehnen  V'Pz=a\  U'Q=  b'  ein  und  fälle  von  P  und  Q  auf  U'V  die  Senk- 
rechten PR  und  QS.  Aus  den  Seiten  U'P'\  VW  =  V'R  und  U'W'z=^  WS 
bilde  man  das  Dreieck  V'V'W'^  dieses  ist  dem  früheren  Dreiecke  UVW 
ähnlich  und  daher  geben  seine  Winkelhalbirenden  U'0\  V'0\  W'O'  die 
Richtungen  der  Projectionen  an.  Nimmt  man  auf  den  Verlängerungen  von 
U'0\  V'0\  WO'  die  Abschnitte  O'Ä  ~.  a\  O'Bf  =  b\  O'C  =  c' ,  so  liat  man 
die  Projectionen  ö',  c  in  die  gehörige  Lage  gebracht.  Die  Projection 
des  ganzen  Würfels  erscheint  jetzt  so,  w  ie  Fig.  9,  Taf.  IV  zeigt,  wobei  der 
Raumersparuiss  wegen  a\  b\  c  in  halber  Grösse  gezeichnet  sind.  Die  Kante 
d  des  Wilrfela  ergiebt  sich  aus  Formel  4),  welcher  dieConatmction  in  Fig.  10 
entspricht.   Will  man  endlipb  die  Lagen  van  ^AttatOBss.  ÜC^sx d  gegen 
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die  Projectionsebene  bestnamen,  eo  wählt  man  (fi)s=h  wiUkührlioh ,  con- 
slrttirt  O'jr,  09  SMk  im  VovbmIb  %)  und  schneidet  diese  Strecken 
Mrf  0*^  ir^,  CFC  ab}  auui  kat  jetet  im  SpwmMeck,  mitkiB  ameb  01^ 
OJr,  0  Jf. 

Wte  VMM  iidi  4es  ebenen  TwfBnewelfie  bedienea  kana  mo  die  Win* 
kel  des  Dreiecks  V'V'W*  mdSüa  enok 

5)  L  («'  O  «     4-  4      i  («*    «=     + *     ^    O  =«  «ö*  -f  I 
nnd  «Ke  Winkel  O'OA  iVOJf,  0*0  i)F  oder  deren  Oomplemente  an  beeeeknen» 

dne  bedarf  keiner  nji^eren  Anaeinnndereetanpgj  seltatTerstilndllek  keounl 

man  davdt  anf  die  Formeln  zurück,  die  a.  a.  O.  entwiekelt  worden  sind. 

Den  vorigen  theoretischen  Erdrtertingen  fttgen  wir  noch  eine  prak- 
liseke  Bemerluang  bei  in  Beaiehnng  auf  die  Constmelion  der  Winkel  zwi- 
schen den  Acksenpngeelienen;  ala  Beispiel  diene  bietan  das  beliebte  Vec- 
häitaiss 

a  ss9:d:10 

also 

Ii  :  p  :  =  81  :  25  :  100. 
Cs  wäre  nicht  rathsatn ,  ein  Dreieck  nach  den  letzteren  Verhaltnissen 
aa  construiren  und  dessen  Winkel  zu  halbiren,  denn  jenes  Dreieck  würde 
den  atunipfeu  Winkel  l.'W"  O'  44"  entlialtcu  und  daher  zu  keiner  genauen 
Zeichnung  taugen;  vielmehr  wird  man  die  halben  Dreieckswinkel  berech- 
nen und  hieraus  nach  No.  5)  die  gesucbten  Winkel  herleiten.    Man  findet 

Die  Wertiie  Ton  km\V  nnd  laa  4  ^  1>ekamit  nnd  missten 

soweit  abfekllrat  werden,  als  sie  mit  Httlfis  eines  Maasstabes  aufgetragen 
werden  kSanen;  dieses  Verfabren  gewibrt  ab«r  keine  grosse  Ctonaiiigkeit 
nnd  es  bt  deber  besser,  jene  Taagentenwertke  in  Kettenbrflcbe  an  ver- 
wandeln und  deren  Hitbemagsbraeke  an  benniaen«  Dies  gbbt  folgende 
Constmelion  (Taf.  IV,  Figur  U).  Man  stelle  die  Qeraden  P(fQ  nnd  €fZ 
senkreeht  an  einander,  eonstmise  das  veeklwinklige  Dieiepk  0fiÄ'  mm  den 
Katheten 

0'P=43,  />X'a8,b 
sowie  das  »ecbtwinlüige  Dreieck  O'Q  Y'  aus 

0'ö=28,    Ol"  =  9,  • 
SO  sind  0'X\  (YY\  Cf2!  die  gesuchten  Achsenprojectionen ,  anf  denen  man 
Oy  b\  c  in  den  Verhältnissen  9 : 5  s  10  abschneidet.   Den  angegebenen  Ka- 
tketea  aololge  ist  nämlich 

LPO'^'  =  5«  10' 50"  7,    LQO'Y'  =  ]T4lQ'  S"', 
mithin  beträgt  der  Fehler  beim  ersten  Winkel  12 ,  beim  zweiten  15  Sccun- 
den,  womit  eine  für  graphisebe  Arbeiten  fa»t  überschw&ngliche  Genauigkeit 
erreicht  ist.  ...  Ögulömllcb. 
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ZJmir  Voth  «A  Bewtti  Am  ▼ÜlM^ithi«  Mmi.   (VergL  Jahrg. 

IV,  Hefita,  KL  ICittlMil.  VL)  Zieht  am  eiMr  ebenen -Corve  eine  Sebne 
vaaä  legi  dardi  deren  Sbidpunkte  Tengenfen  en  die  Ciunre,  so  nthert  Mi 
des  Yerhültniss  des  Ton  der  Sehne  gebildeten  Flicbenebschnitto  .en  dem 
▼on  Ihr  npd  dm  Tengenton  eingeaebloesenen  Dreieekiiwbah,  mehr  nnd 
mehr  der  Orenee  f ,  wenn  die  Sehne  nnendlicb  abnimmt: 

Bildet  die  Te^^te  PP^^r  mit  den  Tangenten  in  nnd  die  Win- 
kel ^  nnd  i|,  so  wüAySwiiehen  r  nnd4^  eine  Besiehung  beeteben^  ipeleke 
mit  <^80  anebi  r=tO,  aber  ftr  den  nnter  der  nnbestuamlen  Form  ^^aaf- 

r« 

tretenden  Quotienten^  einen  Grenzwerth  o  liefern  muss,  welcher  nach 

der  liegel  Uber  Ermittlung  solcher  Wertbe  aneh  den  in  folgender  Oleichmiff 
genannten  ewei  weiteren  i^ootieaten  »wkommen  mnaa : 


0  r* 


8^ 

Nnn  ist  das  Integral  nichts  anderes  als  der  doppelte  Inhalt  des  FlUchenab- 
schnitts  zwiselion  Sohne  and  Carre,  derjenige  des  Dreiecks  zwiscbei^ Sehne 
and  Tangenten  aber: 

r«        _  r* 

cot  »-i- cot  n  ,    dr  * 

also  das  Verhältuiss  des  Abschnitts  zom  Dreiecke : 
mit  «s=  a  geht^eese  VerbAltniss  also  ttber  in: 


S  tu  ttgar t ,  Jnni  1859.  C.  BAvn. 


2 
1' 


xxxul.  Anflösnng  einer  geometrischen  Aa%abe.   (Att%aMeUt  im 

Crelle 'sehen  Journale  Bd.  51,  S.  100,  186«.) 

Aufgabe.  Es  sei  eine  krumme  Linie  C  jn  einer  Ebene  £  gegeben 
und  iu  dieser  Ebene  ein  Punkt  P  von  bestimmter  Lage  gegen  C.  Durch 
den  Funkt  P  gehe  im  liaumo  eine  andere  krumme  Linie  D,  von  einfacher, 
oder  auch  doppelter  Krümmung.  In  dieser  Linie  bewege  sich  der  Punkt 
P  mit  der  Ebene  S  und  der  Linie  C  stetig  fort,  and  awar  so,  dass  die  Ebene 
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E  entweder  stets  parallel  mit  sich  selbst  bleibt,  oder  anch  so,  «lass  sie  mit 
den  Tangenten  an  />  stets  denselben  Winkel  macht.  Dann  ist  die  Frage, 
von  welcher  BeschaflFenhcit  die  Fläche  F  sei,  die  von  C  im  Jiauine  beschrie- 
ben wirdj  Gleichungen  Schnitte  u.  s.  f.  —  Desgleichen  ist  die  Frage,  wie  C 
besehaffen  sein  muss ,  wenn  D  and  Fy  ond  wie  JD ,  wenn  C  und  F  gegeben 
•ind. 

Auflösung.  Essel 

I  (C) . . .  F  1})  s  0  die  Qleiebang  der  Cum 
^  f  (/))...  «1  ^  (zi),  yi  as  ^  die  Oleichungen  der  Cnrre 
Mf  ein  Ooordinateiisjstem  beaogen,  dessen  Anfan^^  0  mit  den  Paukte  P 
«nd  dessen  XT'Ehtmm  nH  der  Ebene  M  in  einem  gewissen  Homente  ni- 
snmmenflUleni  a  der  Neigungswinkel  der  Tangente  an  die  Corre  D  aar 
IT F- Ebene,  welche  als  fest  betrachtet  wird;  ß  der  ^Winkel  awischen  einer 
auf  dieser  Tangmile  in  der  XF- Ebene  gelegten  Senkrechten  und  derZ- 
Achsc.  Man  lasse  die  Ebene  E  parallel  mit  sich  fortbewegen  und  zwar  so, 
dass  ff X' I/O  X  und  O'Y'ffO  F,  indem  der  Punkt  0'  oder  P  auf  der  Carve  D 
hingleitet;  man  drehe  die  Achsen  0'X\  €fY'  (nicht  die  Ebene)  um  den  Win- 
liel  ß  und  alsdann  die  Ebene  X'O'Y'  um  die  Gerade  O'X'  um  den  Winkel 
t-^a;  so  folgt  durch  Anwendung  der  bekannten  Transformationsformcln 

[y  — (Ol  ««■«  /3  +  la?  —  (jp  (r,)]  cos  ß, 
y"=\[y  —  '*lf{2i)]<^osß  —  [x  -  (p(Zi)]smß\cos{e-~a)-\-{z  —  Zt)8in{s—a), 

z"=  —  { [y  —  t/;  (r, )]  i-o^  13  —  [.^—  g>  ß \  sin  («— 0)+ C^— «i)co«(«—  o). 

£s  ist  aber  auch  vermöge  der  Relation  (C) 

F  {x"  cos  ß  —  y"  sin  ß,  x"  sin  ß  +  y  cos  ß)  =  0,  «"  0. 
Also  erhält  man  zuletzt  die  beiden  Gleichungen 

J i\x-^{z^)][cos'ß+sin*ßsec{€-ct)]'{-[y-xp{z,)]^^ 
\x-q,{z^)][\--sec{t--a)]snßcsß+[y~^{z^)[sn*ß-{-c^ßsec{i~it)]S  ' 
(y — ^        cosß  —  [x  —  (p  iz^)]  sin  ß  =  {z  —  Zi)  cotang  («  —  a) 
woraus  «1  in  elimfaüren  ist,  nachdem  man  anvor  die  Werthe  von  «,  /I,  c  in 
s.  ansgedrttekt 

1  '  iz  ^ 

eingeftthrt  hat.  Diese  Rechnnngen  sind  jedoch  im  Allgemein«!  nnans* 
ftthrbar.  Ffir  f  s  «  oder  se»  einer  Gonstante  erhält  man  die  beiden  in  der 
Aufgabe  aufgestellten  Fälle;  im  crsteren  Falle  ist  »  =  4«  und  es  folgt  aus 
3)  f&r  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche : 

Ist  t — as=— ,  so  ergiebt  sich 

—  9  («i)  —  (2  —     «>»  /3,  .y  —     (?,)  -(-('  —  2i)  CO» ffl  =  0, 
[x  —  tp  (z,)]  .v»«j3     fy  —  ip  (j,)J  i^; 
jedoch  unterscheidet  sich  dieser  Fall  von  dem  früheren  nur  durch  die  Lage 
der  Ebene  E. 

Zeitkcitrill  f.  Malliciualik  u.  Tliysik  IV.  35 
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Tat  endlich  dio  Ouivfi  D  (»boii  und  gostattoii  os  die  Data  der  Aufgabe, 
die  Ebene  derselboi)  senkrecht  zur  Ebene  E  auzuuehinen,  so  ist  /i,  mithin 

anch  ^-rr^s  comtant,  mid  man  kann  durch  gehörige  Wahl  der  Achsen  be* 

^  (-1) 

wirken,  dass  /3  =  0 ;  alsdann  ergiebt  sich  aas  8) 

iF\x  —  q>  (r,),  fy  —     {h)]  sec     -  a) |  =  0, 
ly  —  1^  (r,)  =     —  j,)  coton^  («  —  «f). 

Sind  die  Gleichungen  nieht  ezplicite,  soadeni  unter  der  Form: 

gegeben,  so  gelangt  man  sn  der  Oleiehmng  der  Fliehe  dnreh  EUminatioa 
▼on  «I,  yi,  Zt  ans  diesen  and  den  Glekhnngen  ft),  worin  telbstverstihdlieli 
jr„  ^1  fttr  ip       ^      au  schreiben  ist 
Ist  D  Qttd  F  » 

x^  =  (f){z^)  und  ?,  =  i/;{2,),  F(ar,y,  2)  =  0 
gegeben  and  wird  nach  der  Natur  der  Onrve  C  gefragt,  so  ist  in     «,  z 
re^eetive  dnrch 

X  cos  ß  —  y  sin  ß  cos  («  —  a)  +  z  sin  ß  sin  (c  —  a), 
ar'  sin  ß  +  ?/  ("os  ß  ^o.v  (f  —  er)  —  z'  cos  ß  sin  {s  —  a),  ?/  sin  (c  —  o)  +    rr/s  (t— a) 
zu  ersetzen,  vorausgesetzt,  dass  der  Coordinateuaufnng  auf  der  Curve  2> 
liegt,  und  dann  z'=0  zu  setzen j  deouiach  ergiebt  sich  als  Gleichuog.der 
gesuchten  Curve  C 

iF  [x  cos  ß„  —  y  sin  ß^  cos  (fo  —  «o)» 
.r'  sin  ßo  +  y  ('OS  ßo  ras  (e  —  a^, 
tj  sin  (fo  —  «o)]  =  0 
Die  Warthe  von  »o,  j3o,  cq  ergeben  sieh  ans  4)  durch  Selsen- von  2,=30. 
Sind  dagegen  C  und 

gegeben  und  nach  der  Curve  D  geß'agt,-  so  ist  die  Aufgabe  nicht  immer 
möglieh.   Vertauscht  man  nümliob  in  z  respective  mit 

l-^ X*  eo8 ß  ^ If'  tin  ßeos  {t  —  u)     z'  sin  fi sin  (ß  ^  a), 
1}  +  X*  sin  p  +  y*  cos  ß  cos  {t  —  a)  ~  z' «os /}     («  —  «), 
t  +  y  «ÄS  (f  — «)  + /tfo«  (f  —  a), 


worin 


t==^X{a),  Stnos^— ======.  to«fii/J=— 


und  X  oi"^  ^^i*  l^^orm  nach  bekannte  Function  ist,  and  setst  in  der  sich  er- 
gebenden Gleichung  2'=  0,  so  bekommt  man 

-\-  x'  cos  ß  —  y  sin  ß  cos  (s  —  «), 

rj  +  a'  sin  ß  •\-  y  cos  ß  cos  («  —  a), 

t  +  y'  sin  («  —  «)]  =  0, 
welche  Gleichung  mit  0(ar',  y')  =  0,  unabhängig  von  den  speciollen  Wer- 
thcn  von  x',y\  identisch  sein  mass;  die  diese  Identität  bedingenden  Jiela- 
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tionen  Bwiaeben  t^,  ^  beatimneii  die  gesqohte  Cnrve.  Da  zur  Bestimmang 
▼on  i>,  wegen  den  dnrch  die  Integration  einiuftthrenden  Oonstanten,  h9eli- 
stens  Tier  Bedingungsgleiehnngen  nothwendig  sind,  die  Anaahl  denelhen 
aber  im  allgemeinen  grösser  aasfallen  wird,  so  erkennt  man,  dass  die'Auf» 
gäbe  nicht  immer  mdglich  ist. 

Ist  Coder  J>  eine  Gerade  nnd  bewegt  sich  die  £benh .£  parallel  mit 
sieh  selbst  i  so  entsteht  eine  Cylinderfläche,  wie  auch  D  oder  CbeschafiSan 
sein  mag. 

C«ei  eine  Ellipse^  +  ^,  =  1, deren  Mittelpunkt  auf  der  Ellipse  .1=0, 

—  +  » 1  gleitet;  «s=«.    Man  findet  für  die  Gleichung  der  er- 

sengten  Fläche 

''='-*/^±'/^. 

wenn  man  hlos  die  «»ine  HSlfte  der  zweiten  Ellipse  betrachtet.  Die  ebenen 
Schnitte  parallel  zur  XY-  oder  znr  ZF- Ebene  sind  zw  den  gegebenen 
congruente  Ellipsen;  die  Schuittc  pariillcl  zur  AZ- liLbene  sind  (Kurven  vom 
vierten  Grade  \  der  Schnitt  in  der  Entfernung  ß  ist  eine  Hyperbel ,  deren 
n  0 

Achsen  wie  —  :  ~  sich  verhalten.   Das  awischen  der  so  erseogten  Flfiehe 

und  den  äusHcrstcu  Grenzelemeuten  enthaltene  Volumen  ist  =  2  »  a  6  C. . 
Leipzig.  E.  Bäcaloolo. 


XXJX¥,  IMmt  die  Glelehmg  d«r  BarlÜiniagMlMM  n  «inar  Uaka 

■Der  einfiiehste  und  r-  insofern  er*  sngleich  die  Existens  der  Berfihmngs- 
ebene  nachweist  >  logisch  rich^ste  Weg  zur  Entwickelnng  der  genann» 
ten  Gleiefanng  dürfte  folgender  sein,  den  ich  in  iieinem  Lehrbnche  finde. 

Wenn  eine  Flitobe  durch  die  Gleichung 

.1)  z~f  (.r,  y)  oder  f  («,  y,     =  0 

gegeben  ist,  so  hat  man  als  Gleichung  einer  dnrch  den  Punkt  xy»  an  die 
Fliicbe  gelegten  Tsagente 

dabei  sind  ^,  i^,  ^  die  laufenden  Coor<linaten  der  Tangente  und  es  wird  bitz- 
tere  als  Verbindungslinie  der  Punkte  xyz  nnd  r  -f  tl.r,  1/  +  z  +  'ix 
angesehen.  Zwischen  da:,  äy,dz  besteht  al^er  zufolge  Nr.  1)  die  Beziehung 


oder 


3)  az^l£,,  +  ILäy 


25 
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eitehtt  man  in  3)  oder  4)  tfar,  dy,  dz  durch  die  ihnen  proportionalen  Coor- 
dinatendifferenien  ans  Nr.  2),  so  erhMt  man 

oder 

BF  dF  dF 

Jede  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  alle  darch  den  Punkt  xyz  gehenden 
Tangonton  in  einer  Ebene,  der  sogenannten  Berührungsebene  liegen;  die 
obigen  Gleichungen  sind  die  Gleichungen  dieser  Ebene. 

(Briefliche  Bemerkung  von  Prof.  Bftur  in  Stuttgart.) 


ZXXV.  Eine  neue  Beitimmung  des  Yerhältnissefl  der  speciflschen 
Wftrme  der  Luft  bei  oonstantem  Drucke  zur  speciflschen  Wärme  hei  glei- 
chem Volumen,  sowie  des  mechanischen  Aequivalentes  der  Wärme.  Von 
Bergrath  rrolessor  Julius  Weisbach.  (Aua  der  Zeitschrift  „Civil  -  Inge- 
nieur", Neue  Folge,  V.Band,  2.  Heft.)  Bei  meinen  Versuchen  über 
den  Ausflass  der  Luft,  wovon  im  ersten  Hefte  dieses  Bandes  die  Haupt- 
ergebnisse mitgetheilt  worden  sind,  habe  ich  auch  einige  Versuche  Aber  das 
in  neuerer  Zeit  dureh  Be^nanlt  in  Zweifel  gesogene  YerhXltniss  der 
Bpeeifisehen  WUrme  der  Luft*  bei  eonstantem  Drneke  snr 
speeifisehen  Wärme  bei  eonstantem  Volumen  angestellt.  Die 
AusfUirungsweise  dieser  Versuche  war  insofern  eine  andere  als  die  be* 
kannte  Ton  Olement  und  B^sormes,  als  ich  hierbei  comprimirte  Luft 
ans  einem  Reservoir  in  die  f^eie  Luft  ausströmen  Hess,  während  vmgekehrt 
Olement  und  D^sorjnes  atmosphärische  Luft  in  <»nen  mit  Terdttnnter 
Luft  angefüllten  Kaum  einströmen  Hessen.  Bei  beiden  Methoden  ist  es  na- 
türlich nöthig,  den  Manometerstand  der  eingeschlossenen  Luft  1)  vor  der 
EröfFnnng,  2)  unmittelbar  nach  der  Eröffnung  und  3)  nachdem  derselbe  con- 
stant  und  folglich  auch  die  Temperatur  der  eingeschlossenen  Luft  der  der 
äusseren  gleich  geworden  ist,  zu  beobachten;  hei  der  von  mir  angewende- 
ten Methode  ist  aber  der  Manometerstaud  ein  positiver,  wogegen  er  bei 
dem  älteren  Verfahren  negativ  auställt.  D.i  ferner  während  des  Ausströ- 
mens der  Luft  im  Reservoir  eine  Verdünnunf;  und  damit  verbundene  Ab- 
kühlung, und  dagegen  während  des  Ein.strötnons  derselben  eine  Verdich- 
tung und  damit  verbundene  Erwärmung  der  Luft  im  Reservoir  statt  hat,  so 
wird  natiirlicli  nach  dem  Abschluss  der  Mündung  bei  dem  ersten  Verfahren 
eine  Erwärmung  von  Aussen  und  Steigen  des  Manometerstandes,  und  da- 
gegen bei  dem  letzten  Verfahren  eine  Abkühlang  von  Aussen  und  ein  damit 
verbundenes  Sinken  des  Manometerstandes  eintreten. 

Zu  meinen  Versuchen  diente  derselbe  Dampfkessel  von  4%  Cubik- 
meter  Inhalt,  welchen  ich  bei  den  Versuchen  Über  die  AusstrOmungsge- 
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schwindigkeit  der  Luft  angewendet  hatte.  Anch  wurde  liierbei  die  Luft 
auf  dicKolbo  Weise  wie  dort  in  den  Kessel  eingeprosst ,  und  es  dionte  hier- 
bei auch  dasselbe  Queck silhermauometer  zum  Ablesen  der  Druckhühen 
oder  Mauoineterstäude.  Ebenso  wurde  an  einem  uebenliängendou  Baro- 
meter der  Bwomeieratand  b  der  äusseren  Luft  abgelesen. 

Zum  ABtatrSmen  der  Luit  diente  ^e  cyUadriMhe  BSliie  yoii  4  Cnbik- 
meter  Weite,  welche  mittelet  einea  in  ihr  sitsenden  Hahnes  beliebig  er- 
öffiiet  nnd  yerschbasen  werden  konnte. 

Der  Yersnch  wurde  *nf  folgende  Weise  «BSgefHhrt.  Nachdem  die  Luft 
im  Kessel  d^rch  die  Compressionspumpe  nngefilhr  bis  auf  die  doppelte 
Dichtigkeit  snsammengedrfickt  worden  w«r  nnd  sich  so  weit  abgeklihlt  hette, 
dess  am  Manometer  ein  bestimmter  Stand  abinlesen  war,  erSffiMte  ich  den 
Hahn  nnr  einige  Secnnden  lang,  so  dass  durch  die  gedachte  KShre  ein  Theil 
der  Luft  ans  dem  Beservoir  ausströmen  konnte.  Nun  wurde  nicht  allein 
der  Manometerstaud  h^  unmittelbar  nach  Beendigung  des  Ausströmens,  son- 
dern auch  der  Manometerstand  hj  beobachtet,  nachdem  die  dnrch  das  AttS* 
Striemen  abgekühlte  Luft  wieder  die  Temperatur  der  äusseren  Luft  ange- 
nommen nnd  folglich  das.  Znnehmen  dieses  Manometerstandes  anfgehi^rt 
hatte. 

Ist  ö  der  bekannte  Ausdehnungscoefficient  0,00,307  der  Luf/,  /  die  Tem- 
peratur und  p  die  Fressung  der  eingeschlossenen  Luft  vor  und  nach  dem 
Versuche,  sowie  /,  die  Temperatur  und  die  Pressung  derselben  unmittel- 
bar ^ach  erfolgtem  Auästrümeu,  und  bezeichnet  x  das  gesuchte  Verhültniss 

^  der  specifischen  Wltrme  der  Lnft  bei  constantem  Drucke  a  au  der  bei 

CO, 

constantem  Volumen  oi ,  so  hat  man  (siehe  Bd.  1, 5>  430,  meiner  Ingenienr- 
und Hasehinenmechanik) : 

« — 1  «—1 


Da  sieh  nun  während  der  Erwärmung  der  eingeschlossenen  Luft  uu- 
.mittelbar  nach  dem  Ausströmen  das  Volumen  nnd  folglich  anch  die  Dich- 
tigkeit derselben  nicht  ändert,  so  hat  man  auch 

oder 

14- dl     6  + 

es  ergiebt  sich  daher  durch  Klimination  von  V^^; , 

«—1 


oder 
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mid  folgUob  das  gesaebte  «WirmeTerhftltiiiss 

*  ^  »,  ^  Zo^  (*  +  *)- iogr  (*  + 
Bei  kleraen  WeHben  der  Differensen  A     A|  und  A  —     kftnn  man 

und 

'  Mtsen,  BD  dass  nun  annttbernd  das  gesuclito  VerbiUtniss 

 o  h  —  Ä, 

tti     Ä  —  A, 

folgt. 

Bei  dem  eraten  meiner  Vorsucho  war  dor  Barometerstand 

h  ~  0,7312  Metor, 
der  Manometerstand  vor  der  Eröft'nung  der  AuäÜussmünduDg 

Ä  =  0,7180, 

ferner  der  Älauoincterstatid  unmittelbar  nach  Boecidiguiig  des  Ausstrünicus, 
also  im  Momente  der  gröbsten  Abkühlung 

A,  =i  0,5800, 

und  der  Manometeretand  naeb  der  erfolgten  An^leicliang  der  inneren 
Wärme  mit  der  ansaeren 

A,  =  0,6250  Meter. 

Htemaeb  ist  nun 

b  +  A  =s0,7342  +  0,7180=  1,4922, 
6  +  A,  =  0,7342  H-  0,5800  s=  1,3232, 
b  +  A^=  0,7342  +  0,0250  t=s^l,3582, 

wonacb 

iElogr  (6 +  0,10203, 
Zoflr  (6 +Ä,)  =  0,12163, 
Zo^f  (6 +A,)  =  0,13328 
folgt ,  und  sich  daher  das  Verhältniss  der  specifischen  Würme  bei  gleichem 
Dracke  au  der  bei  gleichem  Volumen : 

0,16203  —  0,12103      4040     '  ^ 
0,10203  —  0,13328     2875  * 

crgiebt. 

Bei  einem  zweiten  Versuche  war 

A  =  <i,(')2ö(t  Meter, 
Ä,  =  (Mu4a.  „ 
A,--  0,5300  Meter, 

folglich 
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Log  (/>  -f-  h)  =  Log  1,3572  =  0,13328, 
Log  {h  4-  Ä,)  ^  1,2282  =  0,08927, 
lo^  (6  -i-  A,)  =  Zojr  1,2642  ==  0, 1 0182, 

SO  daas  hieraacli 

  13328  —  8027   4401  

*  ~  13327  — 10182  ~"  314&  ~" 

folgt. 

Dm  Mittel  aas  beiden  Werthen  ist 

««=1,4026. 

Da  wfthrend  der  allerdings  nur  sehr  knraen  Zeit  des  Ausfinsses  Wärme 
Ton  Aussen  ifa  dmn  Kessel  dringt,  so  ist  jedenfalls  hierbei  die  Abkfihlnng 
der  im  Kessel  nnrttekbleibenden  Lnft  nidit  so  gross,  als  die  Bereehnnng 
Toranssetit,  und  es  giebt  folglieh  die  letatere  noch  immer  einen  etwas  an 
kleinen  Werth. 

Olement  und  Dösormes  fanden 

«SS  1,848, 

naeh  Gay^Lassac  ist 

x  =  1,375. 
Raukiue  nimmt  nach  Thomson 

»  =  1,408 

an,  nnd  Massen  findet 

>  »8=1,419. 

Aus  der  bekannten  Formel  fttr  die  Sehallgeschwindigkeit  berechnet 
sich  endlich 

»=1,4122. 

Ans  dem  als  bekannt  ansosehenden  Verhältnisse  »  =  —  kann  man 

auch  mittelst  der  in  Bd.  I,  $.  430  meiner  Ingenieur-  nnd  Maschinenmechanik 
entwickelten  Formel 


für  die  mechanische  Arbeit  der  Luft  bei  der  JBzpaosion  das  meolranische 
Aeq.ni Talent  der  WHrmo  berechnen. 

Es  ist  in  dieser  Formel  V  das  gegebene  Luftvohimen,  p  die  Pressung 
desselben  vor  und  die  Pressung  desselben  nach  der  Expansion.  Bezeich- 
net noch  l  die  Teinper.itur  vor  und  /,  die  Temperatur  nach  der  Expansion, 
so  hat  mau  nach  der  zu  Autang  aagegebenou  Formel 


und  daher  auch 


\p/  l+dl* 

H—  1\  1+d//  *^ 

X     ^  8  ji—i,)  Vp 
~~»  — 1*      l  +  d< 
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Nun  ist  aber  die  Diciitigkoit  oder  das  Gewicht  eines  Cubikfusses  der 
atmospliärischen  Luft: 

_  1,2575p 

wesn  p  den  Druck  auf  das  Quadrateentimeter  beseiehaet  (siehe  6d«  I,  S.901 
meiner  Ingenieur-  nnd  Maechinenmeehanik),  daher  hat  man  hier,  wo  man 
fittr  p  den  Drnck  pro  Quadratmeter  einführen  muss: 

X      -  ,        .  10000 

Setst  man  noch  dem  bekannten  Ausdehnungscoefficienten  i  =  0,00367 
nnd  das  WHrmeveihältuias  s  =  l,41  ein,  so  ergiebt  sieh  die  mechanische 
Arbeit,  welche  das  Luftqnantnm  Vy  verrichtet,  wenn  es  ans  der  Tempe* 
Mtor  /  in  ^  tibergeht  oder  wenn  es  sich  um  {t  —  <,)  Grad  abkühlt, 

/.  —  l(K),-24  (/  —  /,)  Vy. 
Da  die  specifischo  Warme  der  Luft  tu      0,2377  ist,  so  hat  man  den 
dem  Temperaturverlustc  t  —  ti  entsprechenden  Verlust  an  Wärmemenge: 

fr=»(<~0  ry  =  0,2377  (/-/,)  Vy, 

und  daher 

0,2377  • 

Die  Zahl  ^  =  421,7  ist  nun  das  sogenannte  mechanisohe  Wärme- 
Äquivalent,  und  drückt  die  meehantache  Arbeit  m  Kilograrommetem 
aus,  welche  einer  Wärmeeinheit  (ealorie),  d.  i.  derjenigen  Wärmemenge  ent- 
spricht, wodurch  1  Kilogramm  Wasser  um  1  Grad  wärmer  gemacht  wird. 

Joule  fand  für  Wasser,  Quecksilber  und  Eisen: 
^  SS  425  bis  436  Küogrammmeter. 

Mehreres  hierttber  in  der  dritten  Auflage  des  sweiten  Bandes  meiner 
Ingenieur-  und  Hasehinenmechanik  SS*  848,  840  n.  s.  w. 


XXXVL  MMTBAgnetiscIieKomMite.  Wirken  zwei  geschlossene  elek- 
trische Stromcnrven  ans  Entfcrnnngen  auf  einander,  so  ist  ihre  Wirkung 
eine  doppelte,  Anziehung,  Abstossnng  und  femer  Drehung  des  losen  Stro- 
mes nm  irgend  eine  Achse,  Für  die  erstere  Wirkung  habe  ich  schon  früher 
möglichst  einfache  Formeln  entwickelt.  Ich  will  jetzt  dasselbe  thun  in 
Bezug;  auf  Drehungen,  d.  h.  die  Momente  berechnen,  mit  denen  ein  Strom 
einen  andern  um  drei  d(Hl  Coordinatenachsen  parallele  Achsen  zu  drehen 
strebt.  Es  soll  nur  der  Fall  betrachtet  werden,  dass  die  Ströme  sehr  klein 
gegen  ihre  Entfernung  sind  und  die  Drehungsachsen  durch  Punkte  o",  y,  z 
und  u,,  y,,  im  Innern  von  wirksamen  und  afficirten  Strome  gelegt  sind, 
von  denen  ans  die  Coordiuateu  der  Periphericpuukte  zu  |,  ij,  |,,  ^,  ge- 
messen werden.  Führt  man  die  Entfernung  ein : 
1)  + 
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und  die  je  zweier  Peripheriepunkte  zn  r',  so  ist  dann  der  zu  benutzende 
Ausdruck  für  die  dr-Componmte  der  Wirkung  je  sweier  Elemente  (s.  Hefl 
IV,  p.  296): 


Berechnet  man  das  Moment  J/.  um  die  z- Achse,  so  ist  mit  zu  imihipli- 
eiren  und  dann  die  Doppelintegratiou  nach  $  und  fj  auszo^rcu.  Daim 
must  ein  Xhnlieb  gebildeter  Andruck  lUr  jr,  die jf-Oomponente  multiplicirt 
>iüt  ii ,  abgezogen  werden. 

Man  erhftlt  ans  obiger  Formel  sehr  bald ,  indem  man 


\  dr'dr       l       V  ^sj  a«r 


.  r  d$  d$i     r       d$  dsdii 
eetot  nnd  die  dnreb  Integration  offenbar  wegfallenden  Glieder  weglisat: 

Vi  


4  j  j,  ds  dSf 


Für  r  benutzt  man  den  schon  in  der  früheren  Abhandlung  benutzten  Wertb, 
ans  r  lio^eleitet,  wobei  im  ersten  Gliede  nur  die  ersten  Differentialquo- 
tienten von  im  aweiten  nnr  die  sweiten  hereinkommen  und  sich  so  die 
HomogcnitAt  beider  herstellt.  Ist  nun  wieder: 

it  »  9 

=Jndi,   ß--=ßdi,  y^ßdn, 
0  0  0 

1  *1  *1  *! 

I        Q  0  ü 

ai  . 

ex,        cj/i  ö«| 
so  entstdit  nach  einigen  Reductionen : . 

lEbenso 

Diese  Gleichungen  stehen  in  einem  interessanten  Znsammenhange  ipit  den 
Wertben  JT,  F,  Z  für  die  Kraftcomponenten.  Man  sieht  sehr  leicht  ein,  dass 
diese  Grössen  durch  folgende  Gleichungen  gegeben  sind; 


3) 


•  ♦  -  . 
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^  dx,        dz,  » 

Z=  — • 

Es  it*t  zu  l)0]n(>rkon,  dass  die  Gleichungen  2),  3),  4),  sowie  die  frülier 
gcgohciien  Wertlie  von  T,  F,  Z  ebensowohl  für  Ströme  gelten,  die  dopjxdt 
gekrümmt  sind,  wie  für  solche,  die  in  einer  Ebene  liegen.  Es  ist  nur  dann 
nöthig ,  die  Bedeutung  der  Werthe  «i ,  /3|  >  yi }  a,  y  etwas  näher  xn  ba- 
tracbten. 

Ist  der  Strom  ein  ebener,  so  sind  diese  Grttssen  die  Prodnete  der 
Fläche  in  den  Cosinns  der  Winkel  mit  den  drei  Coordhiatenebenen  yz^xty 
Xfff  oder  der  Winkel  der  Normale  mit  den  Achsen  x,  y,  z.  Die  Richtung  der 
Normale  soll  so  gewählt  werden,  dass  von  derselben  ans  gesehen  die  Strom- 
bewegniig  von  links  nach  rechts  geht  £in  negatives  t«,  iß,  iy  lässt  sich 
dann  anf  doppelte  Weise  erklären:  dorch  en^gengesetste  BicKtnng  der 
Normale  oder  negatiTO  Intensität,  d.  h.  entgegengesetste  Stromrichtnng. 
Beides  kommt  auf  dasselbe  hinans. 

t  selbst  ist,  da  der  Strom  anendlich  schmal  in  der  Eichtung  der  Nor- 
male ist,  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung.  Man  kann  aber  die  In- 
tensität auf  die  Einheit  der  Ausdehnaug  in  der  Normale  beziehen,  so  ist 
anstatt  i  einzuführen  idn. 

adn,  ßdn,  ydn  sind  dann  proportional  den  Volnnunas,  die  der  Strom 
umströmt;  es  soll  daher  die  Bezciclimui:^  insoweit  f:(^•indert  worden ,  dass 
diese  Volumina  als  v  und  bezeichnet  werden,  während  a,  y  die  Cosi- 
nus der  Winkel  mit  den  Achsen  bedeuten.  Dann  wird : 


während  V  deren  Differentialqnotienten  nach  «i,  y,,  z^  die  Werthe  von 
JT,  F,  Z  Torstellen  wird : 

Die  Gleichungen  4)  bleiben  dieselben.  Das  Moment  in  Besag  aof  die 
Normale  ist  Null,  woher  es  auch  kommt,  dass  aas  den  Momentengleichan- 
gen  nar  iwei  Gleichgew ichtsbedingangen  folgen. 

Doppdt  gekrümmte  Stroracurven  zerlegt  man  in  lauter  geschlossene 
ebene  Elemente.  In  allen  ist  die  Normale  nach  der  früher  fixirten  Weise 
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BU  rechnen.  Projicirt  man  dalier  den  gani^  Strom  Mrf eine' Ebene,  nnd 
e«  fallen  awei  Theüe  anf  einander,  ao  t>t  die  Wlrknng  derselben  oder  yiet- 
mehr  die  Projeetion  dieser  Theile  gleich  Nall  ansnsehen  oder  als  dae  Dop- 
pelte, je  nach  der  Stromriohtang  in  den  Projeetionen.  Die  Wertbe  var,  9ßi 
fff  erhält  man  dann  wie  folp^t: 

Man  denke  sich  den  baudförmigea  Strom  auf  einen  linearen  redncirt, 
projicire  diesen  auf  die  Ooordinatenebenen  und  trage  über  die  Flächen  die 
Länge  dn  auf  gleich  der  Ihoito  des  Stromes,  liechnet  man  dann  die  Flä- 
chen der  l'rojectiouen ,  sn^vio  es  angegeben  ist,  SO  sind  die  über  ihnen 
Stehenden  Volumina  die  Wertlic  va,  vß,  vy. 

Diese  Bezeichnung  hat  dann  wenig  Klarheit,  doch  «oll  sie  beibehalten 
werden,  weil  es  am  bequonisteu  ist,  sich  ebene  Ströme  zu  denken,  welche 
die  räumlichen  in  ihrer  Wirkung  ersetzen. 

Aua  der  Entwickelung  der  Formeln  2),  3),  4)  geht  hervor,  das«  die- 
selben nicht  genau  sind  in  Bexug  auf  Grössen ,  die  von  derselben  Ordnung 
sind ,  wie  die  Stedm^mensionen ,  im  Verhältnisse  an  dep  übrigen  Gliedern. 

Bs  liegt %nn  nahe,  die  Oleiehtingen  4}  durch  al^meine  Betrachtangen 
sn  begrÜndeB,  die  sieh  darauf  st&taen,  dlMS'die  Momente  rieh  indem,  wenn 
man  rem  Pnnkte  «1 ,  yi « «t  emem  sehr  nahen  jr,  +  yi  +  6>  +  c  Uber- 
geht.'  Die  Aendemngen  könnten  einmal  durch  JT,  F,  Z,  dann  dnroh  die 
Dtferentiale  von  If««  üfyt  ansgedrttekt  werden;  Nach  der  eben  ge- 
machten Bemerkung  ist  dies  nicht  möglich. 

Ist  der  wirkende  Strom  nicht  klein  in  Besng  auf  r,  so  kann  man  ihn 
immer  so  zerlegen-nach  dem  schon  von  Ampfoe  angewandten  Satze,  dass 
die  Wirkung  eines  gressea  Stromes  vollkommen  ersetatwird  durch  solche, 
die  ihn  vollkommen  erfUlen  nnd  nach  derselben  Richtung  umlaufen,  indem 
sieh  die  inneren  Ströme  gegenseitig  vernichten  (s.  Fig.  12,  Taf.  IV).  Die 
Summation  dieser  Wirkungen  ist  eine  Integration,  wobei  auch  die  äusseren 
Ströme  als  rechteckig  angesehen  werden  dürfen.  Die  Grenzen  sind  uiiub- 
bängig  von  o:, ,  y, ,  r,.  Alle  früheren  Gleichungen  werden  daher  noch  gel- 
ten ,  nur  wird  für  q  die  durch  die  Integration  sa  berechnende  Summe  ein- 
zuführen sein. 

Die  Wirkung  zweier  endlicher  Ströme  aus  endlicher  Entfernung  kann 
ähnlich  berechnet  werden  und  zwar,  wie  man  leicht  einsieht,  lässt  sich  dies 
auch  auf  die  Momente  ausdehnen.  Ich  halte  es  nicht  für  nöthig,  erst  dafür 
allgemeine  Formeln  zu  entwickeln. —  In  einer  späteren  Abhandlung  gedenke 
ich  diese  Gleiehungeu  für  eine  Theorie  des  Magnetismiii  naoh  der  Ampere- 
sehen  Hypothese  an  benntaea. 

Dnrch  VeigleidMuig  mit  den  Formeln,  die  Poisson  (^molsf  de  fJead. 
frmmp,  Jnmie  18S1;  7*eme  V)  fBr  die  Wirkung  eines  mit  magnetisebem  Flui- 
dnm  ttberaogenen  Molecttls  giebt,  bestitigt  sich  das  schon  von  Ampirtf  ent- 
wickelte Geseta,  dass  die  Aaaiehnng  einer  geschlossenen  Stromeurve  genau 
dieselbe  ist,  wie  die  einer  geschlossenen  magaeUschen  FlSdie. 
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Die  GleicliiinfeD  4)  beruhen  daranf ,  den 

Dies  kt  niebt  unbedingt  ndthig/tondeni  es  kenn  In  gewiseen  Füllen,  wie 
man  «reiM,  dieser  Werth  eine  Grösse  k  erreichoi  und  denn  Ist: 

Ich  erlaube  mir  schliesslich  noch  auf  einen  Vorzu<^  der  Formel  «)  auf- 
merksam zu  machen  ,  den  dieselbe  vor  einfacheren  Furnuni  der  Ampere- 
schen Formel  voraus  hat;  es  ist  dies  der,  dass  man  au  ihr  ganz  besonders 
deutlich  sieht,  welche  Glieder  bei  der  Integration  wegfallen  nnd  dass  sie 
daher  wohl  am  bo<^uemsten  eine  Vergleichung  zuliisst  der  Wirkung  von 
Stromelementen  und  mai^^uctihchen  Fluidum.  Wegen  dies<?fe  Wegfallens 
einzelner  Glieder  darf  auch  die  Bestätigung  der  Formel  Ampere's  durch  die 
Versuche  von  Weber  keine  ganz  vullstäudige  genannt  werden,  da  eine  Un- 
richtigkeit der  Formel  in  diesen  Gliedern  anf  die  Wirkung  geschlossener 
8tr<(Bie,  mit  denmi  Weber  nnr  ezperimentirte,  ga«  nieht  inflniren  wfiide. 

Dresden.  Gustav  Boos. 


ZXZm  Ve1i«r  dM  Atqidvaliiil  TOB  nekil  iBd  Zotatt.  Die  Be- 

atinuoinng  ebemiseher  Ae^oiTalente  gehört  an  den  Arbeiten,  welche  die 
grSeste  Umalefat  erfordern,  indem  sowohl  die  Herstellung  TSlUg  reiner  Prii- 
parate  fast  immer  mit  aiemllehen  Schwierigkeiten  verknflpll  ist,  als  ancb 
die  Analyse  derselben  hehn£i  der  AeqnivalentbestiinmQng  mit  gaas  beson- 
derer Sorgfalt  gesebehen  mnss.  Abgesehen  TOn  ^er  Befreinng  Ton  fremd- 
artigen Metallen  ist  es  a.  B.  ttosserst  schwierig,  MetaBehloride  hennstellen, 
welche  gänzlich  frei  von  Oxyd  sind,  und  somit  darf  man  nur  n^  gresaer 
Vorsicht  den  früher  oft  versuchten  Weg  betreten,  ans  einer  gewogenen 
Menge  wasserfteien  Ohlotides  das  Chlor  durch  Silberlösung  ansznnillcn 
und  zu  bestimmen ,  um  aus  der  Differenz  awischen  Metallchlorid  und  Chlor 
die  Menge  des  Metalls  zu  finden  nnd  hieraus  dessen  Aequivalent  zu  be- 
rechnen. Andererseits  gelingt  es  oft  nicht,  durch  Glühen  in  einem  Gas- 
strome das  Metall,  resp.  Oxyd,  aus  einem  Salze  von  völlig  constanter  Zu- 
sammensetzung, z.  B.  einem  Oxalate,  völlig  rein  zu  erhalten.  Dergleichen 
Schwierigkeiten  zu  beseitigen  und  möglicb.st  genaue  Methoden  zur  Aequi- 
valeifthe.stimnumg  zu  ermitteln,  gehört  nun  um  so  mehr  zu  den  verdienst- 
lichsten Arbeiten,  als  man  von  vielen  Seiten  bemüht  gewesen  ist,  Gesetz- 
roässigkeiteu  unter  den  Aequivalentenzahlen  selbst  oder  einfache  Bczich- 
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ragen  denelben  m  anderen  Constmnton  der  Elemente  anfkofinden;  Unter 
die  gelungensten  Vertnche  dieser  Art  gebOren  unstreitig  die  von  B.  B  c h  n  e i-  ' 
der  nnr  Bestimmnng  des  Acquivalents  von  Kobalt  nnd  Nickel  angestellten, 
von  denen  ein  Theil  bereits  in  Pogg.  Annal.  Bd.  101,  S.  887  vei^ifentlicllt 

wurde,  während  eine  zweite  Versuchsrcilie  erst  vor  Karzern  (Pogg.  Amu 
Bd.  107,  8. 61  ß)  zur  Ausführnng  nnd  Mittheilung  kam«  Beiden  AnCilltaen  ' 
entnehmen  wir  Folgendes. 

Die  ersten  ^ersuche,  die  Aeqnivalente  von  Kobalt  nnd  Nickel  zn  be- 
stimmen, sind  von" Kothoff  angestellt  und  von  l^erzelius  im  Jahre  1818 
(Schweigg.  Journ.  Bd.  22  S.329)  mitgetheilt  worden.  Gewogene  Mengen  Ko- 
balt- oder  Nickeloxydul  wurden  durch  Uebergiessen  mit  Salzsaure  und  Ab  * 
dampfen  in  wasserfreie  Chloride  verwandelt  und  hierauf  der  Chlorgehalt 
desselben  durch  salpetersaures  Silberoxyd  bestimmt.  Rothofi"  hatte  für  Ko- 
balt und  Nickel  je  eine  Bestimmang  gemacht,  aus  deücu  Berzelios  folgende 
Aequivaleutensahleu  ableitete : 

0  =  100,  £r=l, 

m  860,383  ,  29,55, 

Co  808,65,  29,49. 
Benellnt  und  in  seinem  Gefdge  Andere  glaubten ,  dass  die  geringe 
Abweielmng  beider  Ae^oiralente  nur  Beobacktnngsfehler  sei  nnd  dass' 
denmaeh  beide  Aeqnivalente  einander  )gleieh  feden.  Theüs  Misstranen  in 
die  Reinheit  der  von  Botbeff  Terwendeten  Niekel-  nnd  Kobaltpräparate, 
tbeils  Kamtnissoabme  Ton  der  8ehwi«ngkeit,  oxydfreie  Cbloride  daran» 
stellen,  bewogen  R.  Sebnelder,  die  Ae^niyalentbestinimnng  auf  folgendem 
Wege  w  wiederholen.  • 

Da  die  neutralen  Oxalate  von  Ifiekel  und  Kobalt  leicht  rein  an  er- 
halten sind,  wurden  diese  aus  TSllig  reinen  Präparaten  dargestellten  Balse 
snr  Analyse  verwendet  Die  Ungere  Zeit  im  Wasserbade  verbliebenen 
Salsa ,  wdehe  demohngeachtet  noch  chemisch  gebundenes  Wasser  enthiel- 
ten ,  worden  znr  Bestimmung  ihres  Kohlenstofigehaltes  nach  Art  der  orga- 
nisehen  Blementaranalyse  in  einem  langen  Bohre,  mit  Kupferoxyd  gemengt,  . 
verbrannt.  Die  MetaUbestimmnng  geschah  in  einem  Kugelrohr,  in  welchem 
das  Oxalat  zuerst  in  einem  Strome  trockener  Luft,  dann  in  einem  Strome 
trockenen  Sauerstoffs,  dann  in  einem  Strome  von  Wasserstoff  stark  geglüht 
wurde.  Hierdurch  wurde  einerseits  die  vollständige  Entfernung  des  Koh- 
lenstoffes, andererseits  die  völH<?o  Reduction,  resp.  Zusamraensinterung  der 
Metalle  erzielt,  so  dass  man  schliesslich,  ohne  Oxydation  fürchten  zu  müs- 
sen, wieder  atmosphärische  Luflf  in  die  erkalteten  Kohren  eindringen  lassen 
durfte.  Bei  diesen  V^ersuchen  sind  die  grössten  Vorsichtsmassregeln  an- 
gewendet, unter  andern  aucii  beim  Wägen  von  Köhreuapparaten  als  Tara 
wieder  Köhrenapparate  —  zur  Compensation  der  hygroscopischen  Fehler 
■—  verwendet  worden.  Durch  diese  Versuche  wurde  zunächst  das  Verhält- 
niss  zwischen  dem  Aequivalente  des  Nickels  und  Kobalts  su  dem  des  Kob- 
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lenstoffes,  dessen  Aoquivolent  völlig  gonnti  hcstinimt  ist,  festgesetzt  and 
.   hieraus  die  Zahlen  bereohnet',  die  in  folgenden  Tabellen  für  Co  und  Ni  an- 
gefühft  sind. 


Nr.  (los 
Ver.xiu'bs. 

Angewandte 
Mengon. 

Nlekel- 

gehaU 
in  Proc. 

Kohlen' 
Stoffgehalt 

in  Proc. 

Aequiva- 

• 

lent  von 

m 

T 

(1,1945  Gramtal, 
1 8,200      „  . 

89,107 

12,055 

IL 

(2,5555  „ 
( 5,187  „ 

20,082 

12,022 

.  j  29.028  1 

m. 

1 3,109  „ 
)  7,14ß5  „ 

20,000 

12,004 

1  20.050 

IV. 

\  9,977  „ 

29,062 

12,010 

II 

Mitte 

1  20,025  ' 

rsr.  des 
Versuchs. 

Anpewftndto 
Menge. 

Kobalt, 
gebiit 

Kohlen- 
itofigdialt 

m  1  röc. 

Aeciuiva- 
lent  von 

Co 

I. 

(  i  6355  Gramm 
\  2,3045  „ 

«9,652 

13,024 

\  29,993 

u. 

(  1,107  „ 
»1,001 

82,010 

ia,04i 

j  30,015 

UI. 

j  2,309 
\  *,058 

32,528 

13,005 

j  30.014 

IV. 

(  3,007 

( 5,350  „ 

32,523 

13,014 

1  20^060 

Mittt 

.'I  30,003 

Da  R.  Schneider  die  Beobachtungsfehlar  ftir  grösser  hielt ,  als  den 
a^rostatischen  Auftrieb,  so  wurden  die  Wagnngen  nicht  auf  den  luftleeren 
Ranm  reducirt,  auch  wurde  die  Methode  der  kleinsften  Quadrate  bei  Ana« 
rechnnng  der  Resultate  nicht  an^pwendct. 

01)w<)lil  nach  der  Darstellung  der  Oxalate  deren  Nentralitat  Oegen- 
etand  mehrfacher  Prüfungen  gewesen  und  bei  diesen  bestiitigt  wor<len  war, 
«o  hatte  doch  Marignac  \Arch.  ph.  nat.  {nouv.  per.)  7. /, />.  373)  Bedenkon 
gegen  die  Neutralität  derselben  erhoben,  indem  er  (jedenfalla  ohne  Grund, 
da  beide  durch  Ueberschnss  von  Oxalsäure  dargestellt  worden  waren)  ge- 
meint hatte,  dass  das  eine  Salz  zu  viel  SiÄre,  das  andere  zu  viel  Basis  ent- 
halten haben  möge.  Wiewohl  nun  K.  Sclmeider  zu  den  im  Vorigen  niit- 
gctheilten  Versuchen  Oxalate  von  verschiedenen  Darstellungen  verwendet 
hatte  und  dennoeh^u  übereinstimmenden  Resultaten  gelaugt  war ,  woraus 
man  schon  mit  sienüieiier  Sieherheit  die  Unhaltbarkeit  Ton  Marignae*«  Ein- 
warf falgm  kSnafte,  eo  stellte  ersterer  dewMeh  eine  neue  VeisaclMrailM, 
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BJi*  Dio  frübor  an- 
gewandte Methode  wurde  beibeli«lten,  jedoeh  wnfde  das  ozakaiife  l^ickel- 
oxydol  nieht  wie  früher  tms  sehwefelsanrem  Nickelozydal  doroh  OzalsKnre 
anageftllt,  sondern  durch  SAttigoag  yon  kohlenBanrem  Nickelozjdnl  mit 
Oxakänre  erhalten.  Die  Versncbsresuhate  abd: 
I  1  y  2,085  Gramm  oxalsaarea  Nickelozydol  geben  12,0632  Procent  Koh- 

lenstoff, 

2)  2,268S  Gramm  oxalsanres  Niekeloxydnl  ^eb^  81,4115  Procent 

Nickel, 

3)  5,2  Gramm  oxalsanres  Niekeloxydnl  ergeben  31,4038  Procent 

Nickel. 

Als  Jlittelwerth  dieser  beiden  AeqniTalentbestimmnngen  ergiebt  sich 
iVi  =  29  029,  während  der  Mittel werth  aus  der  firttheren  Versuchsreihe 
iVi  =  29,025  war.  Die  Richtigkeit  dieser  Bestimmungen  von  £.  Schneider 
wird  noch  dadurch  wahrscheinlich  gemacht,  dass  nach  Versuchen  von  Erd- 
mann und  Marchaud  (1845)  das  Aoquivalont  von  Ni  zwischen  20,1  und 
29,3  gefunden  wurde  ,  wobei  Eidinann  ausdrficklich  bemerkt,  daAS  er  Ver- 
anlassung habo,  die  Zahl  211,1  für  die  richtigere  zu  halten. 

Da  nun  auf  die  zw(üt(f  und  dritte  Decimalstelle  bei  den  Aecjuivalen- 
ten  von  Co  und  AV  kein  bo.sondercr  Werth  zu  legen  ist,  so  erscheint  es  uu- 
bedenklich,  Co  =  30,  Ni  ~  20  zu  setzen. 

Diese  Zahlen  zeigen  übrigens  die  bekannte  Beziehung  zwischen  Aequi- 
valent  und  specitischer  Wärme  recht  evident.  Nach  Reguault  ist  die 
speciiische  Wärme  von  iVt  0,1109,  die  von  Co  0,1069;  dies  giebt 

20.0,1109  =  3,216, 
30 . 0,1060  S3  8,207, 
also  eine  sehr  gute  Uebereinstimmnng. 

£.  Kahl. 


UXVUL  Arabiiehe  Beftiimmmgwi  lydtoiwr  Oewidito  ana  iltam 

Zeit  Unter  einet  ähnlichen  Uebenchrift  wird  in  Pogg*  Am»  Bd.  107,  S.  352 
eine  aus  den  Cmnptet  read,  T,  48,  p.  840  entnommene  Tabelle  specifischer 
Gewichte  von  älteren  arabischen  Bestimmungen  herrfihrend,  mitgetheilt 
nnd  mit  neueren  dem  Ammaire  entlehnten  Angaben  yerglichen,  wobei  sich 
(mit  Ausnahme  der  speci^schen  Gewichte  von  Bernstein)  eine  eigenthttm-. 
liehe  Uebereinstimmung  heraus.stellt.  Diese  aus  den  Compi.  rend.  entnom- 
menen Mittheilungen  sind  entlehnt  aus  dem  1858  in  Paris  erschienenen 
Werke  von  J.  J.  01^ment>Mttllet:  Recherches  sur  Vhisloire  natwreUe  et 
la  physique  chez  les  Arabes:  pesanieur  specifique  de  diverses  subslances  mine^ 
rales,  procede  pour  fohlfitiir,  (Tapres  Ahotd-Rihan  Albirouny.  Extrail  de  FAyifi- 
Akbery.  Abul-Kihan  soll  im  10.  oder  11.  Jahrhundert  gelebt  haben  und 
Ayiu- Akböry  ist  eine. auf  Sultan  AJcbar'»  Befehl  am  Ende  des  16.  Jabr- 
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himderts  Terfasste  Statistik  von  Indien.  Folgende  Tabette  giebt  einen  Ans- 
«ttg  der  in  Poffg»  Arm,  nütgetlieilten  Angaben : 


Abol-Kihau. 

Neuere  Be- 

obaditiiiigeB. 

10.M 

QiiecktUber  .  .  . 

13,58 

13,59 

11.33 

11.35 

10,35 

10.47 

8»70 

7.74 

7.79 

7.31 

7.29 

2,50 

2,61 

Uergkrystall  .  .  . 

2,öO 

2^ 

Bernstein  (Amber) 

2.53 

1.08 

E.  Kahl. 
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XV. 

£imge  Aufgaben  aus  dem  Arabischen  4es  Abraham 

Aben  Esxa. 

Von  Dr.  Schnitzleb  in  Trier. 


Libri  hat  in  dem  ersten  Bande  seiner  Ilisloire  des  sciences  mathema- 
iiqiies  en  Halte  pny.  304  ff.  ein  Maniiscript  vcröftentlicht :  „  Liber  augmenli  el 
ditnintUionis  vocatus  numeraiio  dhnnationis,  cx  co  quod  sapienies  Indi  posucriinL 
piem  Abraham  compilavit  ei  secundum  librum  qui  Itidorum  äiciuß  est'\  welches 
eine  im  Mittelalter  aus  dem  Arabischen  ins  Lateinische  angefertigte  Ueber- 
setznng  iat  und  ^ch  m  der  KeleeiL  Bibliotliek  an  Paris  befindet.  Zu 
einzelnen  Oapiteln:  Jfe  ceHtßiuSt  de  n^ftUiaUone^  de  dMuiHenSbmy  de  pomis, 
de  oMaÜen^  de  eambHümey  de  deeenit  ei  firmnenfo  et  erdeo  hat  Libri  die  ma* 
tbematiisehe  Uebersetanng  gegeben;  zu  Anfang  des  Torletsten  Oapitels  (de 
mereaHi)  jedoeb  bemerkt  er :  „Cest  ä  emue  de  eette  ebeeuriUßu  texte  qu^ü  neus 
4t  Stä  imponMe  de  domter  la  traäneHe»  eitgibriqtte  deeefui  nwf."  Da  aber- 
diea  eine  Marginalbemerknpg  des  Manuscriptea  aagt:  „Quod.üt  kae  quae- 
eUeme  dieUut  nhni»  est  9b§e»irtm%  ao  Bohemt  es,  dass  man  d«s  Yeratftndniss 
der  Oapitel  ^  mereoHt^*  und  „de  anuüt**  seit  langer  Zeit  füx  vnmSglioh  ger 
halten  hat. 

loh  will  in  dem  Folgenden  die  Absehnitte,  wie  Libri  «ie  nütgetheilf^), 
wiedergeben  nnd  deren  maihematisehe  Uebersetaang  hinanfttgen. 

/.  Capitulum  de  foris  rerum  venalium, 

Quod  «t  dixerüt  Duo  viri  intraverunl  forum  rerum  vemUium,  qutOim  unui 
habebat  decem  caficios,  el  alter  viffitUi  et  vendidenmi  cum  una  misura  et  ttno 
preciOj  el  recedentes  hdiuil  qtusfUe.  ewvm  triginta  dragmas.  Eril  capilulum  nu- 
merationis  eius  secundum  augmentum  et  diminutionem  iit  dicas:  divisisU  de- 
cem in  drns  partes  et  mulUpUeasti  unam  partem  in  wium  et  alteram  in  ^ttuor. 


*)  Die  mit  Sperrscfarift  gedruckten  Wdrter  habe  ich  cugesetst»  da  sie  offenbar 
▼om  Abschreiber  ausgelassen;  die  in  Klammern  stehenden  gehören  dem  Libri 'sehen 
Texte  an  und  sind  jedenfdls  rersehrieben.  Sie  eigentbfimliohe  Interpmction  ist  die 

des  Mamiscriptes. 
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et  aggregatü  ubramque  muttgf^eaüimemf  et  quod  perwiUt  fuä  biginta.  Pariem 
tarnen  seeundam  tum  06  äHud  tmätipUcas  in  ^qUimt,  nM  ut  guod  pervenä  sit 
fhts  irigüUaf  tum  enlni  »perlet'  ut  tit  «km.  Jstume  igitur  laneem  ex  uno,  et 
muUipliett  eam  tn  tffitiin;  dMie  tmtlHpHea  restduum,  quod  est  twvee»,  in  puUtuer, 
et  erunt  iHginta  tex?  postea  odjunge  ei$  unum,  et  erunt  triginia  sqHetn,  Per  ea 
igitur  eppone  triginta,  et  tune  Jam  erratli  cum  Septem  adtUtlSi  deinde  accipe  ktneem 
seeundam  divisam  a prima,  que  sit  ex  duobus^  et  eam  in  unum  muUiplica,  et  per^ 
veniel  duo:  deinde  muliiplica  residtium  ex  decem,  quod  est  octo  in  qunüuor^  et 
erunt  triginia  duo.  Postea  adjunge  eis  duOf  et  erunt  triginia  qualtuor.  Oppone 
ergo  per  ea  iriginta ,  et  tunc  jam  errasti  cum  quatiuor  addiiis.  MuUipliea  igitur 
lancem  primam,  que  est  unum,  in  errorem  laticis  secundc,  que  est  quattuor,  et 
erunt  quattuor.  Postea  muliiplica  lancem  seeundam  in  errorem  hmris  prime,  que 
est  Septem ,  cl  enirU  quattuordecim.  Minur  ergo  ex  eis  quattuor,  et  rtmanchunt 
decem  :  drindc  mi)mi'  minorem  duorum  errnrum  ex  majore  eorum ,  quod  est  ut 
demas  qtuittuor  r.c  septe7n  et  remaDchunt  tria.  Per  ea  igitur  dividc  decem,  ei  per- 
venient  tibi  tria  cl  lercia.  Hoc  igitur  est  quod  habens  deccm  veudidil  in  primo 
foro ,  scilicct  tres  caßcios  et  tertiam  ( tertia )  dando  uuumquemque  caficium  pro 
dragma,  et  sie  habuit  tres  dragmas  et  tertiam  (tertia):  deinde  minue  tria  et  ter- 
tiam {tertia)  ex  decem,  et  remanebuul  sex  et  due  tertie.  Vcndui  igitur  unum- 
quemque  {unusquemque  )  caficium  pro  quattuor  drugmis,  et  habebit  viginti  sex  ei 
dt^ps  iercias,  quibus  adjunge  tria  et  tertiam,  et  erunt  iriginta. 

De  viginti  quoque  facias*)  quemadmodum  fectsü  de  decem  et  invenies.  Jn^ 
teüige.  Est  propierea  regula  hnetuenM  kee,  sieut  reguia  äeeem  quf  MdUur  in 
duaspartiss, 

Ist  X  die  Atuahl,  welebe  iu  Anfong  des  Uaxktes  (tn  primo  foro)  von 
demjenigen  Verkauft  wurde,  welcher  10  Stück  hatte,  also  10 — x  diejenigen, 
welehe  ihm  zum  spStem  (igUur)  Yericanf  fibrig  blieben«  ist  ttbetdies  der  an« 
filngliehe  Haiktprels  1  Drachme  tOx  l  Stftck,  dagegen  spitter  4  Drachmen, 
so  wird:  _  ' 

l.ar  +  4(10  — a;)  =  «0. 
Setit  man  «  =  wird 

1.1  +  4.0=9  86  +  1=  07, 
87  —  90s=  +  7s=3l.  Fehler. 

Ffir  df&sO  wird 

1.2  +  4.  88» 82  + 2  =  H 
84  —  aOs=8  +  4=32.  f'ehler^ 

also  der  wahre  Werth  für  a:  =  ^'^""^ '^=34, 

7  —  4 
1  .  3|-  +  4 .  Of  =  30. 
Bezpiclniet  nun  x  (De  viginti  quoque  eic.)  die  Anzahl,  welche  von  dem 
Zweiten  anfangs  verkauft  wurde,  so  wird  bei  denselben  Preisen ,  wie  oben, 

*)  Ei  per  viginti  fac  duas  Imets,  tHMNi  ecB  dmbt»  ei  ottawM  c«  fiMlM«v  ^  hnesSes. 
iffote  margauUe  du  mmmerit,) 
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x  =  l  gesetet,  wird  die  link«  Seite 

1.1+4.19  =  76  +  1=77, 
77     30s  +  47sa  1 .  FeUer; 

ytemn  x  sc  }, 

1  .2  +  4.18a72  +  3a=7«, 
74  —  aOas  +  44:=2 .  Fehler; 

also  dieses  «  =  1^^'  =  ic}, 

47  —  44 

1  .  +  4.3]^  =  :i0. 
Derjonige,  wolchcr  10  Stück  hat,  verkauft  also  m  Anfang,  wo  1  Stück 
1  Drachme  kostet,  ;3|,  der  andere  aber  ir)|.  Mittlorweile  ändern  sich  die 
Marktpreise;  1  Stück  kostet  jetzt  4  Drachmen.  Der  Erstere  hat  noch  0|, 
der  Zweite  ^  Stück  zu  verkaufen.  Der  Erstore  hat  schon  3| ,  der  Zweite 
16|  Drachmen  gelöst.  Der  Erstore  löst  jetzt  noch  4  .  6|  =  20|  und  hat  zu- 
sammen 30  Drachmen.  Der  Letztere  löst  noch  4  .  3^  =  13^  und  hat  das 
Gleiche. 

Wollten  wir  der  Margiuall)oniorkung,  abweichend  von  der  Angabe  des 
Textes,  folgen,  so  würden  wir  schreiben 

1 .  X  ■+  4  (20  —  a:)  =  30, 

X  =  2t 
1 .2  +  4.18='74, 
74  —  aa  =s  +  44  a  1 .  Fehler, 

«s=s4, 
1  .  4  +  4 . 10  s=s  68,* 

08  —  30  S7  +  88     3 .  Fehler, 
^  4.44— 8.38  

' — irr» — '«i- 

  « 

Es  erhellt  leicht,  dass  die  oben  angeaommeaen  Preise  1  und  4  einer 
Reihe  yon  Zahlen  angehören,  welche  für  x  and  y  in  die  Gleichnngen 

2a;  +  (10  — s)|raB30,    ««  +  (20  —  ii)  y  =  30, 
(wo  z  nnd  u  die  Ansahl  der  im  Anfang  yerfcaiiften  Btficke  beseichnen),  ge- 
setat  werden  können,  sobald  sie  der  Bedingung  genOgen,  dass  s;<  f  oder 
>  S,  wenn  s;  <  y  resp.  >  y.  £s  entapreehen  x,  B.  «  =  11,  y  s  1,  «  2, 
a  =  l, 

//.  Capitulum  aliud  de  eodem.  * 
Quod  si  dixerit:  Est  censüs  Cujus  qutartam  abstulisti  et  quintam  (quinta) 
ejus  quod  remansit,  et  accepisti  quariam  ejus  quod  ahstuleras  et  <juintam  ejtts 
quod  l  emftnsit ,  r(  quod  pervenil  fuit  sepiem.  ErÜ  capitulum  numcratumis  ejus 
sccutuium  atif/nwntum  et  dimiriulionem ,  ut  assumas  htuceni,  que  sit  ex  viginti,  et 
auferas  quariam  ijtts ,  et  le.manebunt  quindeeim  :  deittde  auf  er  quintam  ejus,  et 
remanebunl  duodccim.    Postea  accipe  quariam  ucio  que  abstulisti ,  que  esl  tUto, 

2Ü* 
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serw  eam}  ddnäe  asiume  svlutem  duodedm,  que  ett  duo  et  due  quinle}  ea  igitur 
a^uttffe  duobiUt  ei  enmt  gu^tmr  et  due  quhUe*  Per  ea  iffiktr  «ppem  eeptem,  ei 
tme  Jtan  erratti  cum  duobus  et  tribus  quiniis  dhHsmititt  et  hoe  vocalur  error  pri- 
mus:  deinde  aecipe  lancem  tecundam  divisam  a  prima,  que  Sit  ex  quadraginta^  et 
aufer  ejus  quarlam  et  remanehunt  trkjinia  et  quintam  reeiduif  que. est  seXf  et  ad- 
Jünge  eam  decem  ahlatis,  et  erunt  sedecim,  eorum  üa  turne  quartam,  que  est  quai- 
tuor*  Deinde  aecipe  quintam  ejus  quod  remansitf  quod  est  viginii  quattuor^  et  est 
quattuor  et  quatlmr  qtiinlc .  cl  adjunf/e  eam  quattuor,  et  erunt  oclo  et  quatluor 
quinte.  Oppotie  igitur  per  ea  sejilrm  •  (mir  jam  errasti  cum  uno  et  quattuor  quin- 
tis  adiliiis.  MuUiplira  rrgo  vnum  et  quulluor  quintas  in  lancem  primam ,  et  per- 
ve.nient  triginti  sex  deinde  mullipliea  duo  et  tres  quintas  in  lancem  seeutidam ,  et 
erunt  cenlum  et  quattuor.  Posten  afjgregii  dtios  uumeros  pervenientes ,  et  quod 
perveniet  eril  centum  et  quadruginlu  ,  dande  aggregn  duos  errores,  qui  sunt  wium 
et  quattuor  quinte  el  duo  ei  tres  quinte,  et  erunt  quattuor  et  due  quinte.  Divide 
ergo  per  ea  centum  et  quadraginla,  et  quod  perveniet  eril  census,  qui  est  triginta 
unum  el  novem  partes  undecime. 

Bezeichnet     die  Zahl  {census  =  Quadratzahl,  res  die  Wurzel) ,  so  ist 
dasjenige ,  was  er  abgezogen  hat ,  in  Sanune 

?-^»(-?). 

die  anfsnlSsende  Gleichung : 

nnd  die  angegebene  Lösung :  ; 

a;*B30  geseilt, 
,  2D— yA=lö,    15— \ar=s]2, 

4|  ^  7  SS .  2}  SS  1 .  Fehler ; 
40— Vs=80,    30—^=30  —  6  =  24, 
|.16  =  4.  i.24=4j, 
»I  —  7  =  +  lJ  =  2.Fehler; 

folglich 

'      jj__l^'20  +  2g.40      86-1-104  140 

2f  +  If       ~      2«      —  V 

ffoe  quoque  secundum  regulam  invenitur,  que  est  ut  ponas  principium  ex 
quo  consurgit  qxutrta  el  quinta  viginti.  et  auferas  ei  quartam  stmm,  et  remanehunt 
quindecim  et  quintam  residui.  ei  remanehunt  duodecim.  Sume  ergo  quartam  octo 
quam  abstulisti  et  quintam  duodecim  remnueniium ,  et  quod  perveniet  eril  quulluor 
et  due  quinte.    Ergo  die:  in  quem  numerum  muUipiiccmtur  quattuor  et  due  quinte 

»  • 
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donec  pervenianl  vigiiüi?  Illud  vero  invenies  qualtuor  et  sex  undeci/nas.  MuUi- 
plica  igitur  hec  quailuor  et  sex  undecimas  partes  in  seplem  que  diacisH  remantisse 
ex  eensuj  et  qued  ex  mvtHpUeaÜone  pervemet  etit  illud  quod  voluisU,  quod  est 
iriffinta  unum  et  nwem  undeeime  partes  ^  et  ett  emnif. 

Diese  Lösung  ist  also:  ^        '  ' 

V=6,  v«*» 

ÄO  —      =^  15,    15  —  V  =  1* » 
«*  =  7.4/j  =  3lA. 

III.  Capituium  de  anulis, 

1)  Quod  est  td  dkas  Piro:  Sume  guod  est  inter  le  et  arnilum ;  deinde  die  et 
dupla  quod  habfs.  Postea  die  ei:  adjtmffe  ei  quingue}  deinde  die:  nmU^^liea  ^ 
sum  in  qtungue,  Postea  die  ei,  adde  eis  deeem;  deipde  die:  nmUiplica  quod  habet 
in  deeem,  PosUa  die:  minue  ex  eo  quod  habes  quadringenta  (quadraginta).  Cum 
ergo  minuerit  ea,  aedpe  pro  quadnngentis  iquadragentis)  unum,  et  unum  serva» 
Deinde  die  H:  minue  ex  eo  quod  habes  centum*  Cum  ergo  diminueril  ea^  assume 
tu  pro  eis  unum»  Deinde  precipe  ei  ul  ex  eo  quod  hebtet,  diminuat  centum  quofiet 
pOterit,  et  tu  pro  unoquoque  centenario  dimimUo  assume  im >/ vi.  Poslquam  ergo 
nofi  remanserit  ei  centum,  considera  illud  quod  hälfet,  fiel  emm  ut  iüud  od  quod 
pervenerü  numerus  sii  Ute  qui  sumpsü  amtlum. 

Wenn  x  die  gedachte  Zahl  iat,  p  die  Anzahl  der  einselnen  rabtrahir- 
ten  Hunderte  und  r  der  dann  noeh  übrig  bleibende  Best,  so  ist  die  Bedea- 
taiig  des  Vorstehenden: 

[5  (2jr  +  5)+  10]  10  ~  400_  _r_ 
100  ^^'*"lOO' 

X  =  p -j-  1. 

Das  anr  Ermittelung  der  gedachten  Zahl  angewandte  Verfahren  führt 
immer  zum  Ziele,  jedoch  darf  x  nicht  gleich  0  genommen  werden«  Die 
einzelnen  Fälle,  wann  das  angegebene  Verfahren  anwendbar  und  wann 
^nicht,  werden  iltcbt  aafgeaählt.  Der  Verfasser  sagt  anr:  „Dubia  est.regula 
deamdo»** 

2)  u^Ko  quoque  'modo  tnvsnlter  hoe,  gut  est  ut  dieas  virot  Sume  quod  eti 
Udler  te  et  anuhm  m  una  mamtum  hmrum  et  aeeume  in  aHeram  idem  ilandem); 
deinde.  attume  tu  in  manu  tua  unum  j  postea  die  ei:  nmUipUea  quod  habet  in  «na 
mamam  tuarum,  in  quemcumque  numerum  voiueris.  Pottea  mutHpUcatmum  quem 
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ierndtU  in  marnt  Uta  in  iUum  numerum  in  quem  preeipisH  iUtm  muUiplicare,  et 
poeteu  (Kc  ei:  äMde  guoti  exkü  ex  muUiplieoiione  per  ülud  guod  habet  (Met) 
in  alia  manu,  perveniei  ergo  unieuigue  quanlum  fuU  guod pervenU  ex  mumpUea- 
Hone  ejus  guod  habebat  in  manu  iwu  Pottea  die  ei:  dimde  guod  eximt  ex  mtdU- 
pUeaUone  per  iUud  guod  habet  (habet)  in  aHa  manu  Am.  Pottea  die  ei:  ecee 
ieiee)  guod  attüta  uni  de  eo  guod  aeeepitO.  —  Dubia  est  regula  de  anulo*  — 
St  postea  die  mihi  guod  remantiU  Et  tu  mhme  t2f«<l  de  eo  guod  tenmtH  in  manu 
tua  aggregatum,  et  guod  remandtit  erit  iUud. 

Beieiehnet  x  die  gesuchte  Zahl,  p  die  willkürlich  angenommene,  mit 
welcher  multiplicirt  wird,  and  r  den  Best  (  ßl  pottea  die  mihi  guod  remantU), 
so  wird 


px 


x  =  l  .p  —  r. 

Die  gedachte  Zahl  iXsst  sich  auf  diese  Weise  offenbar  nur  dann  finden, 
wenn  p  >  a;  gewXhlt  werden. 

3)  Et  hoe  a!io  modo  inveniHtr,  gui  est  ul  dieat  tfiro:  turne  guod  ett  inier  ie 
et  anulum,  pottea  die  ei,  a4funge  ei  duplum  iptiut;  deinde  die:  adde  ei  guanium 
ett  medietat  ejut  guod  aggregatum  ett,  Leinde  die  ei:  nUnue  ex  eo  guod  habet 
nooem.  Cum  ergo  minuerit  ea,  turne  tu  per  novem  dm ;  deinde  prwipe  eiutex 
eo  guod  habet  minuat  novem  ei  attume  pro  unoguogue  novenario  diminuio  duo* 
Cum  er^  remanterü  {remm^rU)  ei  numerut  novem,  turne  pro  eo  unum,  deinde 
eontidera  Sind  guod  habet,  Xptum  namgue  ett  iUe  numerut  gui  tumptit  anulum. 

Nennen  wir  x  die  gedachte  Zahl,  p  die  Anaahl  der  abgeaogenen  Neu- 
nen  (die  erste  9  nicht  mitgerechnet),  so  ist  die  Bedentnng  des  Obigen: 

«  +  2«H  9 


x==2p-\-2. 
Hier  darf  x  nicht  <  2  gedacht  werden. 

4)  Et  Aoc  iiem  o/to  reperUur  modo,  gui  ett  ut  dieat  viro:  tume  guod  ett 
üUer  te  et  anulum  deinde  die,  mOtipliea  guod  habet  in  Uia,  pottea  die  ei;  tume 
medietatem  ejut  guod  Hbi  pervenii.  Deinde  guere  ab  eo  ti  ett  in  eo  /)ractio.  Quod 
si  dixerit  est:  assume  tu  pro  fractione  unum  deinde  die  ei,  serva  fractionem, 
donec  tü  unum  inf^rum.  Deinde  die  ei:  muiliplica  guod  habes  in  tria;  et  pottea  - 
die  ei:  minue  ex  eo  quod  habes  novem.  Et  tu,  assume  pro  unoquoque  novenarit^ 
diminuto  duo,  et  aggrega  que  habes,  et  tuum  erit  illud.  Quod  si  dixerit ^  non  ett 
in  eo  fractio,  et  cum  dicis,  minue  ex  eo  guod  hohes  novem,  dixerit  non  est  in  no- 
vem, iunc  die  ei  guod  nihil  accepit.  —  Explelus  est  Uber. 

Hier  wird  ein  Unterschied  gptnacht,  ob  X  gerade  oder  ungerade  ist. 
In  dem  ersten  Falle  wird  gesagt:  „Wenn 
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BO  ist  x^2pi 
ist  Meor  j)=sO,  so  ist  auch  «s=o*<* 
in  dorn  «ndorn  Fdle :  „Wenn 

— — ^'P^ 

.  80  ist  «  =  2p  +  l". 

5)  tre$  Pili  tenuerUa  Iret  res  üversi  generitt  et  »oluerii  scire  quam  Uta- 
tum  quiifue  eorum  ieneat;  nosca*  primus  unamquamque  earum,  et  in  corde  tuo 
pone  unam  primam,  et  alteram  secundam,  et  aliam  iertiam,  et  voca  similiter  in 
corde  tuo  primam  duo  et  secundam  novem  et  icrcium  decem.  Deinde  tnmm  irhm 
homifiutn  riomifui  (twn)  duo,  et  aliinn  voca  tres  et  tertium  voca  quinque.  et  precipe 
tmi  eorum  qui  sctat  quid  quisque  euruin  Ieneat,  ut  multiplicel  nomen  tettentis  rem 
primam  in  duo,  et  tenenlis  rem  sccundiun  in  novem,  et  fiomett  lenenlis  rem  terliam 
in  decem,  et  aggreget  ea  que  ex  multiplieulionihus  pervenerint ,  et  summam  inde 
pervenientem  tibi  dicat.  Quam  tu  assumena  minue  ex  centutn  et  residuum  purtire 
per  Odo,  et  quod  ex  dirisione  perveneril  erit  nomen  lenenlis  rem  primam,  et  quod 
rema/iserit  erit  nomen  lenenlis  rem  secundam ,  et  alias  tenebit  terciam  rem. 

iiczeichueu  p^  q  und  r  je  eiue  der  Zaliieu  2,  3,  5  in  beliebiger  Orduung, 
-80  ist 

100^(2;;  +  Uy  +  10r)  _  ^  .  « 

 8  ==''+8' 

dne  identische  Gleichung ,  anf  welcher  die  obige  Aufgabe  beroht  und  deren 
Biehtigheit  sofort  einlenchtet,  wenn  nnr p-j-q  +  rssio  gesetet  wird. 

Es  ist  leicht  absnsehen,  dass  die  Toistehende  Gleichung  ein  specieller 
Fall  Ton  folgender  allgebeintten  Gleichung  Ist: 

Beseichnen  p,  q,  r  und  t  beliebige  Zahlen  und  wird  der  Kttne  halber 
p  +  9 4'<*=^g^Mtst,  so  ist: 

S^-[(p+{S-l)qJ^Sr\_  q  _ 

S—t  —^^8^t 
Soll  jedoch,  wie  aur  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  nothwendig  ist, 
die  rechte  Seite  .eine  gemischte  Zahl  bleiben,  so  ist  offenbar  noth  wendig, 
daas      - f  kein  Factor  Von  q  und  t^8 —  2  genommen  wird. 
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Von  O.  SCHLdlOLCH. 
(Ans  den  Berichten  der  KSnigU  SSchs.  Geeellschaft  der  Wissenschaften.) 


In  seinem  Methoilus  (ii^fereniialis  sive  traclatus  de  srnnmalione  et  interpokt- 
lione  scricntm.  Lond.  1730,  zci^rt  Stirling,  dass  Reihen,  die  nach  abstei- 
genden  Potenzen  einer  Variaholeu  .r  fortschreiten,  wie  z,  B. 


anf  die  Form 


X     a?  (i-  +  1)      X  {x  +  i)  {x     2)      X  (x  -\- \){x  -\.  2)  {x  +  3) 
gebracht  werden  können.    Er  geht  uumlich  von  der  Gleichung  aus 
1  A  '  _^  B 


«     + 1)  . . .  (jD  +  n  —  1)  +  1) . . .  (j;  +  n  —  1)  (»  H-  Ii) 

^  ar(ar  +  1)  . . .  (x  +  n)  {x  +  n  +  1) 
worin  C, . . .  gewisse  Zahleneoeffieiöiiteii  bedeuteii,  wendet  dieaelbe 
Ihr  n  =  2, 3, 4, . . .  auf  die  einzelnen  Glieder  der  ersten  Reihe  an  und  ver- 
einigt nachher  die  gleichartigen  Grössen.  Nach  emer  leichten  Reißhnang, 
deren  Detail  im  fünften  Theile  des  Klfigel 'sehen  Wörterbnchs  angegeben 
ist,  findet  Sfirling 

^  +  5^  +  ^+?+  


 «i   ,     (h  -I-  <?3     ,  +  3rt3  -f-  rt, 


«  ^  a»  (a?  + 1)  '  «  («?  -i- 1)  («  +  2) 
,     Gfitg  +  11 03  + +  «5       21  flg  +  50«,  +  3504  +  10«^  -f- 
«  (ar + 1)  («  +  2)  (a?  H- 8)     a?    H- 1 )  (o: + 2)  («  +  8)  (af  +  4)    •  • " 
Dieses  Verfahren  hat  swei  sehwache  Seiten;  man  gelangt  nämlich  weder 
anr  Kenntniss  des  independenten  Bildungsgesetzes  der  Coefficienten 
fr« . . noch  sn  «incr  sicheren  Entscheidung  über  die  Convergenz  oder  Di* 
▼ergens  der  nenen  Reihe.   Ausserdem  hat  sich  bei  Anwendung  besserer 
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Kathoden  noch  eine  Sijrentbttmliohkelfc  geseigt.  Wenn  nSmlich  eine  Fanc> 
tion,  to  sn  sagen,  gewaltsam,  m  eine  Reihe  der  ersten  Form  verwandelt 
wird,  so  trifii  es  sich  nicht  selten,  dass  die  Beihe  hdbeonyergent  oder  völlig 

divergent  ist,  aber  es  folgt  hieraus  keineswegs,  dass  auch  die  Beihe  der 
isweiteu  Form  (die  Facultntenreihe)  dieselbe  Eigenschaft  besitzen  müsse; 
in  der  That  werden  wir  nachher  Fälle  aufzeigen,  wo  die  erste  Beihe  diver- 
girt,  die  zweite  dagegen  convergirt.  —  Nach  diesen  Erörterungen  glauben 
wir  keine  überflüssige  Arbeit  zu  unternehmen,  wenn  wir  diesen  Qegenstand 
von  Neuem  und  aus  einem  andoron  Gesichtspunkte  betrachten. 

T.  Die  ci<;or)tli(  he  Qnello  der  erwähnten  Facoltätenreihen  dürfte  in 
bestimmten  Integralen  von  der  Form 

l 

0 

za  suehen  sein.    Mit  Hülfe  der  Sabstitution 

1  —  tf  woraus  ii  =r. / (^^^t   du  = 

erhäk  man  nämlich 

1 

0 

nnd  wenn  nun  f^l  f  j~~^)J  n^ch  dem  Taylor'schen  oder  Maelaurin^schen 
Satze  entwickelt  werden  kann,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

4.   ^«-^  #11-1  4.  7> 

1  .  2  .  . .  («  —  1) 

existirt,  so  lassen  sich  auch  alle  einzelnen  Glieder,  mit  (1  —  l)'-^  dt  multi- 
plicirt,  zwischen  den  Grenzen  <  =  0  nnd  t  =  l  integriren;  unter  Anwend- 
ung der  bekannten  Formel 
1 

0 

findet  man 

! 

ü 

also  eine  Reihenentwickeluug  der  besprochenen  Art.  Wie  man  sieht,  ist 
diese  Herleitung  gans  unabhängig  von  der  Frage,  ob  q>  {x)  nach  absteigen- 
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den  Potensen  von  s  entwickelt  werden  kann  oder  nicht;  femer  bemerkt 
man,  dass  Bich  anf  dem  angegebenen  Wege  der  Beet  der  Reihe  beaUmmen 
vnd  mittelst  deseelben  die  ConvergenB  oder  Dirergeni  der  Reihe>  entschei- 
den läset. 

Behufs  der  independenten  Bestimmung  von  Q„  Qi^  9t  •  •  -  differenuren 

wir  den  Ausdruck  /"  j^/  luehrmala  nach  einander  in  Beziehung  auf  t; 

das  Besultat  stellt  sich  unter  die  Form 

=^"l^'^['(a+^'^'['(i)]+-+M'(7)]!. 

worin  P„  . . .  J',„  gewisse  Zahlencoefficienten  bedeuten,  die  von  der  Na- 
tur der  Function  /'unabhängig  sind.  Ebendesshalb  kann  irgend  eine  Spe- 
eialisirung  dieser  Function  zur  Ermittelung  jener  Zahlen  dienen,  am  besten 

/'(m)  =  c«*',  wodurch  =        ^^^^  Gleiciiung  öj  in  die 

folgende  «hergeht : 

m  f*  ttt  ft 

«  (a+  1)  («  +  2)  («  H-  m  —  \)  =      a  +  A  a«  +  />,  a»+  .  .  .  .  +  P„,  «'". 

Man  ersieht  hieraus,  dass  die  Coefficienten  P  mit  dem  sogenannten  Faeul- 
tätencoefficienten  identisch  sind.  Nimmt  man  in  Nr.  5j  t  =  1  —  i  und 
setzt  nachher  <  =  0,  so  erhält  man 

ö)  (?«=-Pir(o)+Ar(o)+....+5u/<-Ho). 

Was  ferner  den  Best  anlangt,  so  ist  aaeh  dem  Kaclaurin*Bchea  Satse 

t 

I.,.. . '(.-!)/'— >'"^^['  (r^)] 

0 

das  in  Nr.  4)  Torkonunende  ErgSnzungsglied,  welches  yorUufig  heissen 
möge,  erscheint  demnadi  in  Qestalt  des  Doppelintegrales 

l  1 

0  0 
Um  dasselbe  zu  reduciren,  erinnern  wir  an  die  bekannte  Formel 
IIS  1  *  ' 

0  0 

und  nehmen  |  =  1  —  <,ij  =  <  —      dies  giebt 
l  1  l 
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Wir  setien  ferner  a  =  d?,  6     der  gansen  pqsitiTen  Zabl  n,  nnd 

woraus  folgt 

die  vorige  Gleiehltng  geht  dann  in  die  nachetehende  fiber 

(  -  1)"/ TL-if-'dlßt-  wy-^ß^/[l  (^)]' 


u  0 


0 

die  unmittelbar  rar  Bednetion  von  5«  Ahrt  nimlicli 

l 

0 

Der  Gleiclinng  4)  giebt  man  jetzt  am  sweckmftssigsten  die  folgende  Gestalt 

7)        V  (*)  =  ^  +  ^  (/4- 1)     « (X + ?)  (X + 8)  +  •  •  • 

«»*  +  _/„.  t;  7^ — ,  „  -  ,\ir 


*(«+!)  ...(«  +  «—1)     «;(afi-l).,.(«+«— 1) 
und  darin  ist 

1 

8)     .  ^-=(-i)';/'x-+-*i>-/[/(j)]dT. 

0 

oder  aneli,  wenn  die  anf  t  beifiglieh  Difforentiation  nacb  Nr.  5)  ansgefabrt 
und  BchUessliefa  die  Substitution  t  s  e""  Toi^enoninien  wird, 

0 

Durch  die  Formeln  1),  6),  7)  apd  8)  oder  9)  ist  man  non  im  vollständigen 
Besitae  der  Mittel,  um  Reihen  Verwandlungen  der  besprochenen  Art  in  aller 
Genanigkeit  aassnfohren.   Wir  geben  hieran  einige  Beispiele. 

n.  In  dem  sehr  einfachen  Falle  /"(«)  =  e"«",  / ^^^J  =  t«  wird 


0«  s=  (—  1)-  «  (a  -  l)  («  -  2)  . . .  («  —  «  —  1) , 
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1 


=s  (— 1)«  «  («  ~  1)  . . .  («  — «  — 1) 
diess  giebt  folgende  Entwickelung} 


,0)   -L-^l  :  «(«-') 


o:  +  o     ar     «  (ar  +  1)  '  x  (a:  +  1)     +  2) 

4.     n—i     — i)        ...(«  —  II— 2) 

^      ar(a-+l)(x+2)...(a:+n— 1) 

-I-      D»  «     —  1)  («  —     •  •  •  W  —  ^<  —  0  _l_ 
^         X  (a?  +  1)  (a:  +  2)  .  .  .     +  ;i  —  1)  x  +  «' 

die  inau  bekanntlich  auch  auf  elementarem  Wege  erhalten  kann. 

Wegen  späterer  Anwendungen  untersuchen  wir  den  im  Ergänzungs- 
gliede  vorkommenden  Ausdruck 

«  (o  —  1)  («  —  2)  (a  —  n  —  1) 

*  {x  -f  i)  (x  +  2)  (ar  -h  /<  —  1) 

etwas  genauer.  Wenn  a  eine  positive  aber  keine  ganze  Zahl  ist,  so  lassea 
eich  immer  zwei  aufeinander  folgende  ganze  Zalilcn  k —  1  und  k  angehen, 
zwisclum  denen  a  liegt;  dem  entsprechend  zerlegen  wir  den  vörstekeudea 
Ausdruck  in  drei  l'actoren,  nämlich,  /<  ]>  A  >  a  vorausgesetzt, 

(tt-l)(tt~2)...(«-Ä^)  (g-A)  («-/f+r)...(a-/HÖ  1.2.  ...(;<-!) 

1.  2.  ...7(/t  — 1)     •  ^(A-i-l)  («  — 1)  '(«4-l)(«+2}...(a:+/i-i)' 

Im  ersten  Factor,  welchem  wir  die  Form 

o— Ür  — 1  a  —  «  —  2  a  —  2  «—1 


1  2  Ä  — 2  Ar— 1 

ertheilen,  beträgt  die  Differens  «  —  k  —  I  weniger  als  eine  Einheit,  mit- 
hin ist 


«  — *  — 1<1,  «  — ii:^2<2,...a  —  2<*  — 2,  a  — 1  <*  — 1, 
also  jeder  Brach  ein  Kcbter  Bruch  ond  folglich  auch  der  fragliche  Factor 
ein  ächter  Broch,  der  ^,  heissen  möge.   Der  sweite  Factor  ist  einerlei  mit 

c-,-(.-|)(.--^J....(.-^). 

wo  nnn  in  jeder  Parenthese  ein  ächter  Bmeh  steht;  der  fragliche  Factor 
kann  daher  =( —  1)"-*^  geaetat  werden,  wenn  &t  wieder  «inen  posttiven 
ächten  Brach  beaeiehnet.   Das  Ergänanngsglied  ist  demnach 

f—i)"!  ^  ^_l^n-AÄ  1.2.... (n  —  1)  l_ 

oder  kilraer 

0a  1.2  (n — 1) 
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wenn  S  einen  positiven  oder  negativen  ächten  Bruch  darstellt.  Statt  der 
Gleichung  10)  hat  man  jetxt  die  folgende 

^      +  «     «     «  (»  +  ij     <r  («  H- 1)  (j:  +  2) 

....  +  (- ly 


R  (a—l)  (a  — 2)...(«  —  «—2) 
ar  («4-1)  (af+2)7T(ar-|-«— 1) 
©tf  1.2  (n  —  1) 


o:  H-  «  *  .r  (j: -f- 1)  (x -f- 2)  . . .  (x +n  -  1)' 
und  nach  dem  bekannten  Sntze,  dass  für  a  >  A  >  0  und  n=  oo 

+     (6+2)....  (6  +  ;^  —  2)  ^  ^ 

«(rt+lU«  +  2)  (rt-i-?/— 2) 

ist,  ei'f^iebt  sich,  wenn  a  =^  x  und  b  ~  l  gesetzt  wird,  dass  das  Eigrän- 
zungsglied  der  vorigen  Reihe  die  Null  zur  Grenze  hat,  sobald  x  eine  posi- 
tive Zahl  >  0  bedeutet.    Die  Gleichung 

15\        ^    —  1  «        ,        «(« —  1)  i„  .  - 

-  121  .  -=  —  —   ;  :  H  >  —.  T  r  tfl  ttu, 

'     X  +  a      X      a?  (o*  +  o)      .T  (a-  4-  1)  (t  4-  2)  ^ 

gilt  daher  für  alle  positiven  x  und     während  die  Entwickelang 

 1     _  1       a  a* 

+ " —       ~~       "t~  — 1        •  •  •  • 
tt      X  ar 

an  die  Beschränkung        a  gebunden  ist. 

* 

III.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Annahme  /"(m)  =  m*~"*,  wobei  k 
als  ganse  und  positive  Zahl  voransgesetzt  wird.   Es  ist  dann 

0 

und  nach  Nr.  6) 

Qm  —0,  für  m<  Ä-  —  1, 

CT 

{k  -  i){k-'2)  .  .  .2  .1  />4«|.für  nt  ^  A-  —  1; 

unter  der  Annahme  n  >  /r  ergiebt  sich  nun  aus  Nr.  7)  nach  beiderseitiger 
Division  mit  1..  2  . . .  (&  —  1) 

ik-l  k 

r  ^     ar(j?4-l)...(x4-A:— I)"^x(j4-l)...(ir4-*)     *(«4-l)-..(-r4-*4-l)  ** 

H-i 


«(0:4-1)  («4- 2).. .(«4-«  —  !) 

1  Qn 


i.2...(Ä-  — i)*j?(«4-i)  (x4-«  — 1)' 

Ferner  ist  nach  Nr.  9),  wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Diffe- 
rentiationen und  Integrationen  leicht  findet, 

o  "      1        "      I       '         •  1 

+  A    ..-^  +  ...  +  />*.!- 


1.2...  (A—l)       'a:*-/  '  '  V  •  -  — •  « 

mithin 
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*^  «* ~" ar(«+ I) ^ « (a?+ !).«(«  +  Ar) ^ « (a+l)...(«+*+ 1)^ "* 

X  {x-\-  1)  (.r  +  2)...(x  +  //  -  1)  X  (>r+ 1 )  f.r  +  2) . . . .  (.r  +  «  —  1) 

Diese  iJontische Gleichung  scheint  völlig  unbekannt  geblieben  zu  sein;  sie  ist 
die  eigentliche  (Quelle  der Stirling'schenFormel  und  führt  zu  einem  str(>ngen 
lieweise  der  letzteren,  wobei  die  Convergenz  der  Keihe  nicht  zweifelhaft 
bleibt.  Das  Ergänzungsglied  ist  nämlich  gleich  dem  folgenden  Ausdrucke 

1  er  (a  +  1)  .  .  .  («  +  n  — 1)  P,x-\-P^a*+  OJ*-» 


vorin  a  vor  der  Hand  willküriicbe  OrSsse  beseielmet;  wählen  wir  die- 
selbe  positiv  und  lassen  im  Nenner  die  mit  cH^f  • .  •  a"  bebafteten  Glie- 
der weg,  80  beträgt  der  Torige  Aasdmck  weniger  als 

«*»  («+!) . . . {»  +  »—  1) * i>i  a  +  i>,  «»  + . . .  +  i>*^  1 
Haeb  dem  be]kannten  Satze,  dass  der  Wertb  des  Braches 

g,  +  2?,  +  ^.  +  . . .  4-  j^t-i 

-^1  H-  -4i  +  4i  +     +  ^k^i 
bei  positiven  ^4  nnd  B  eine  M ittelgrSsse  awiscfaen  den  eiuselnen  Brfieben 

?1  ?! 
^1*    -^t'  •^»* 

ist,  folgt  nun ,  dass  der  letzte  Factor  des  obig^  Ansdrackes  iwischen  der 
grOssten  nnd  kleinsten  der  Potensen 



enthalten  ist.  Nehmen  wir  endlich  a  <Cx,  so  können  wir  nach  allen  diesen 

Bemerkungen  das  Ergänzuagsglied  unter  der  Form 

1  g(«H-  0  (a  +  n—l)  ^(^Y^^  a(«4-l)...(g-Hn— 1) 

darstellen,  wo  ^  einen  positiven  ächten  Brucli  bezeichnet;   hieraus  ersieht 
man  aagenblicklich ,  dass  bei  unendlich  wachsenden  n  der  l^e.st  gegen  die 
Grenze  Null  convergirt  und  dass  folglich  die  Stirling'sclie  Jveihe  in's  Un- 
endliche fortgesetzt  werden  darf,  sobald  x  die  Null  übersteigt. 
IV.  Wir  betrachten  ferner  das  bestimmte  Integral 

•15)  9>i^)=J* (1  + 


welches  mittelst  der  Substitution  m  =  — ^  1  auf  die  einfachere  i  orm 

.00 


16)  9)  (ar)  J^^^"^^ 
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gebracht  werden  kann.  EsVilrde  keine  Schwierigkeit  haben,  die  al]ge> 
meinen  Formeln  des  Abschnittes  I  auf  den  Fall  f  (u)  ss:  {i u)—M  ansn- 
wenden,  man  kommt  aber  etwas  rascher  znm  Ziele,  wenn  man  den  nr- 
sprünglichen  Integrale  erst  eine  andere  Gestalt  verschafft.    Unter  Vorans- 

setznng  eines  positiven  fi,  substitoiren  wir  in  Nr.  lö) 

so 


(1  +  «y»   r(|i)  J 


nnd  erbalten 


0     '  0 

0  0 
d.  i.  l>ei  AnsfShrmig  der  auf  u  beittglieben  Integration 

Wir  benutaen  hier  die  Formel  10)  f)Br  «  =  r,  setaen  xnr  Abkflrsnng 


1      A(r~l)(r-2)...(.-n-l)  , 
0 

nnd  vergleichen  den  orhaltonen  Werth  von  qp(a?)  mit  dem  in  Nr.  10)  stehen- 
den Ausdrucke;  das  Kesultat  lautet: 

^  7)   A  =  -  -tA— ;  +  -7— .  J-i^ 

9t 

•••^^  ar(a?+l). ...(«+«-!) 

^  ~^^*«(«+i)....(a?+n-l)i  • 
Um  benrtbeilen  an  können,  welcher  Orense  sich  das  Ergfinznugsglied 
bei  nnendHeh  wachsendem  n  niihert,  setaen  wir 

1Q\         D       .T     +     (xH-2)  {x  +  n  —  i) 

18)        J8,=  — -  ^  —  ^, 


^  i'Cfi)^  1.2  (n  — 1)  «H-T 

nnd  zerlegen  das  vorstehende  Integral  in  awei  Integrale,  nftmlieh 
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n 


„  1     AT-l)(r-2)...(T.-y»^i)  T*»^ 

**~r(,i)J  1.2  a;  +  r 

0 

00 


1      /\r  —  1)  (t  — ;2)  .  .  .  (t  —  «  —  1)  T» 
i'(^')e/  1.2  («  — 1)  a:  +  t 


(ff 


Im  ersten  Integrale  ist  n  >  t  und  folglich  der  Ausdruck 

jt^l)  (t— 2).     (t~«  —  1) 
1 .  2 . . . .  (»  —  1) 

ein  posittver  oder  negativer  Schter  Bruch,  wie  schon  in  Nr.  II  bewiesen 
wurde;  demnaeh  liegt  ^„  zwischen 

n  n 
1      /*  1      /*  t'* 

0  0 
Diese  Grenzen  werden  weiter,  wenn  man  im  Nenner  .r -f- t  das  positive  x 
weglnsst,  und  gleichzeitig  das  Integrationsintervall  auf  0  bis  oo  ausdehnt; 
man  kann  daher 


^=rj)y»»-' 

0 

eetzen,  wo  0  einen  positiven  oder  negativen  Sehten  Bruch  beseichuet.  Diese 
Schlflsse  gelten  fflr  jedes  noch  so  grosse  n  und  dfBmnach  ist  auch  lim 
swischen  — 1  und  +1  enthalten. 

Das  sweite  Integral  stellen  wir  in  folgender  Form  dar 

r{j^)j       1.2.. ..(».— 1)       x  +  % 

n 

und  verstehen  unter  «  und  §  awei  positive  ächte  Brflehe,  deren  Summe  »1 
ist.  Lassen  wir  im  Nenner  x-^'t  das  positive  t  weg  uod  setaen  statt  tf^g"^ 

den  Maximalwerth  dieses  Ausdrucks  nämlich  ^-^^  ,  so  erhalten  wir,  da 

die  übrigen  Faetoren  unter  dem  Ihtegralseichen  positiv  sind,  einen  lu 
grossen  Integralwerth  und  es  ist  daher 

«/(M)Wy  l.»....(ri-l) 

II 

1>^'>0. 

Mittelst  der  Substitution  t  =  u  +  n  wird  hieraus 
wobei  zur  Abkürzung 
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0 

geseilt  worden  ist.  Der  TOrstehende  Ansdmck  besitit  die  JSigenschaft 

y  t.i.»,..n 

wie  mittelst  der  Substitution  «==»  +  1  leicht  findet-.  Zerlegt  man  das  In- 
tegral in  zwei  andere  von  p  =  0  bis  t?  =  oO  und  von  v  =  —  1  bis  v=0^  so  ist 
das  erste  identisch  mit  Cm^i  \  im  zweiten  kann  mau  die  Öubstitation  v  =  — to 
anwenden  und  erhalt 

1 


oder 


c.c=.-<.{c^.H.y(,_^)(»-l)...(x-f>.<.»^ 


23)  ^ 


^  u 


Aus  Nr.  22)  ersieht  man,  dass  Cu  mehr  beträgt  als 


1.2... 

der  letite  Ansdmck  anf  der  reehten  Seite  ron  Nr.  23)  ist  dnber  kleiner  ab 

0 

nnd  kiemns  sehliesst  man  leicht,  dass  siek  derselbe  für  nnendlieh  wach* 
sende  n  der  Gbeme  Knll  nKbert;  es  Ist  daber 

nnd  • 

Wthlt  man  den  positiven  ächten  Bruch  (z.  B.  /3  =r  0,  8,  a  =0,  2),  so 

beträgt  die  rechte  Seite  weniger  als  die  Einheit;  nach  dem  bekannten 

Satze,  dass  Um ^{n)s=0  wepa. Zivi <^ 

nnd  naeh  Nr.  Sl)  * 

24)  limB^aO, 

Xeitaclirift  f&r  MallieiMitk  «.  Physik.  IV.  ZJ 
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Die  in  Nr.  20)  und  24)  veweichneteB  Gleiclningeii  geben  su  erkennen, 
aass  Lim  q„  ^  Lipi  {A„  +  5„)  «wischen  — l  nnd  + 1  enthalten  Irt;  hieraus 

scliUesst  man  nach  Nr.  18) 

nnd  daher  ist  nach  Nr.  17) 

25)  j ^      ^«^  =     ^ 1^  - 5TT  +    +         2)  »• 

Führt  man  in  der  fttr  0»  angegebenen  fe'ormel  die  anf  t  besftgliehe  Inte- 
gration ans  und  benutat  die  C r eile* sehe  Facultitenbezeichnung 

80  hat  man  fftr  Q„  die  ToUständig  entwickelte  Formel 

26)  0^  =(i«, + 1)- — i'«- 1  (m,  + 1)«"-* + p«-2  (f»,  +  ir-*' —  

und  z.  B.,  nach  Potenzen  von  (i  geordnet, 

'     '         ^j  =  ^»  +  lO^t»  — 5fi«  +  8f4  U.8.W. 
Die  Gleichung  25)  enthftlt  die  LSsung  einer  Aufgabe,  womit  sich  Le- 
gendre  in  Cap.  XVII  des  2.  Bandes  seines  TraUd  det  fonetimu  eUiptiquei 
beschäftigt  und  von  welcher  er  sagt,  dass  sie  besondere  Schwierigkeiten 
darbiete.    Es  ist  dies  die  Entwickelung  des  Integrales 


X 


Öder,  wenn  u  =  e-*  und  x^^-^  snbstituirt  wird,  des  gleichgeltenden 
Integrales 

/  I 

y 

Man  findet  awar  leicht  genug  die  nach  steigenden  Potenzen  von  $  fort- 
gehenden Reihen 


•)  Legendre  gelangt  zur  »weiten  Reihe  mit  Hülfe  einer  Differentialgleichung; 
ein  kfirxerer  Weg  iet  folgender.   In  der  Gleiehung 

dv 


setae  man  »  ss y  (l  — > w) ;  diese  giebt  eunltohiil  ^ 

r(«,  a?)  =  r («J  -  -  w)" ~  *  e*"  rfw. 

Eatwidcelt  man  jetst«)'"  in  die  bekannte,  nach  potensen  Ton  y»  fcrteofareitende  Reihe 
and  integrirt  die  ^seinen  QUeder  nach  der  Formel 

^/^  «(«+i)(«+2)...(«+«0  .  • 

so  erhtlt  man  augenUieklieh  das  erwKhate  Beeoltat. 
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\  V«     «(«  +  .l)^a(«  +  l)(«  +  2)  +  ---> 

ftber  man  kann  von  diesen  Entwickelangen  in  dem  Falle  keinen  prakti- 
Mlien  Oebrdiioll  tnMken,  tr»  st  «in  sebr  kleiner  Brach,  initfaih  y  eine  aebr 
grosse  Zahl  ist;  Legendre  sieht  sich  daher  gendthigt,  eine  halbdonvetgente 
Reihe  zu  benutzen,  die  nnr  einen  bestimmten,  öfters  vngenOgenden  Grad 
der  Genauigkeit  zulässt.  (Vergl.  S.  502  und  503  «.  a«  0.)  Diesem  Mangel 
kann  auf  folgende  Weise  abgeholfen  werden.  Dnrch  theilweise  Integration 
findet  man  sonächst  * 

r{a,.i)  =  x{^l--j       +  (o  — l)r(a  — l,u;); 

wendet  man  diese  Formel  Ar- mal  nacl^  einander  an,  so  erhJUt  man  r(«,ar) 
ausgedruckt  durch 


r(«— «)  =  /  [l-  \  du^J  ya-A-l 

^  t 
Vorausgesetzt,  dass  man  für  k  die  nächste  unter  a  liegende  positive  Zahl 

nimmt  (A  <  a  <  A  +  1) ,  ist  a  —  k  —  i  ein  negativer  lichter  Bruch  etwa 
=     ^,  und  nun  giebt  die  Formel 

26)   /p-i«*c-*'d»  =  y-K«-y(l  ^-»-  22  ) 


oder 


27)  r(I-^x)  =  74-)l-    ^'      ■  ^' 


Diese  Reihe  convergirt  immer  und  sehr  stark  wenn  x  ein  kleiner  Bruch  ist. 
Aus  Nr.  25)  erhält  man  sj^eciell  für  p  =  1 

•     rl^-d.^i^-'fx — — -■..!. 

J  »  '       «.+  J^(«  +  l)(»+2)  »' 

A  =     A  =  A~4,  ftst=14,  ^,=  38  , 

womit  eine  neue  Formel  in^  Berechnung  des  Integraliogarithmus  gegeben 
ist.  —  Fffr    » I  hat  man 

29)    /L-rf.r  =  ^{l  ^+   \ 

oder  «lieh,  wenn  »  es  i'  nad     fiir  «  gesetit  wird 


27* 
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DieM  neue  Formel  wr  Bereehnang  der  Kraa^'velieii  Transeendente  hat 

vor  der  gewölnilichen,  nach  Poteuzen  von  —  fortgehenden  halbcoavergen- 

X 

ten  Beihe  den  Vorzug  der  immerwlllireiideii  OoaTergeni;  fBr  «ssS  geben 
die  ertten  drei  Glieder 


00 


6'- '*d/  =  0,00001958» 


was  von  dem  genaueren  Worthe  O,OO()010577  wonig  genug  differirt. 

V.  Mit  einer  kleinen  Modificatiun  ist  das  bisherige  Verfahren  auch  auf 
das  Integral  ' 


00 

e" 
0 

anwendbar,  vorin  t  wie  gewöhnlich  y — 1  bedeutet.  Durch  die  Snbstitation 

«=  1  erhält  man  einerseits  dafür 


X 


andererseits  findet  man  durch  dieselben  Umwandlungen  wie  in  Nr.  IV, 
dass  das  obige  Integral  dem  folgenden  gleich  ist: 

0  .  0 

Die  Vergleichnog  beider  Formen  giebt 

81)      Ji  e--4,  JW-J^ri 

und  hieraas  folget  durch  Identificixnng  der  reellen,  sowie  der  imaginären 
Partieen 


.00 

—  a?  «  II  X  , 


32)     J  -aräo^j^J 


X  0 
Zur  Entwicfcelvng  des  in^Nr.  81)  Torkommenden  Integralei 


00 

•  1 


0 


kann  man  sich  der  Formel  10)  für  o  =  — ri  bedienen,  weil  diese  als  eine 
identische  Gleichang  betrachtet  werden  kann  nnd  daher  auch  für  imaginäre 
0  gültig  bleiben  iQnss.  Dabei  erhebt  sich  aber  eine  kleine  Schwierigkeit 
hinsichtlich  des  Bestes,  den  man  leicht  anf  folgende  Form  bringt 
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 1.8. »...'(«  —  1)  fi.  e(co9^*^iim^) 

Wenn  nttmlich  n  ln*a  UnendUehe  wftelifti  so  conToigirt.der  ente-Brneh  ge- 
g«i  die  GroDM  Ntdl,  ferner  wird 


2«f.  *  . 

und  folglich  hat  der  Bert  immer  die  Noll  snr  Orenie,  wenn  t  eine  endliche 
CteOMS  bleibt  Daxaw  folgt  aber  nioht,  dae«  aneh  das  Bestintegral  Ter- 
sehwinden  mtUse ;  in  der  That  besteht  dasselbe  ans  swei  Faetoren,-  von 
denen  der  eine,  wie  vorhin,  gegen  die.  Noll  conTergirt)  der  andere  aber  nn- 
endlieh  wird  wegen 


£s  bf'darf  daher  einer  kleinen  Modification  des  Verfahrens,  wenn  eine.conr 
Tergente  Reihe  erlangt  werden  soll. 

In  der  (Tieichnng  31)  nehmen  x=skz  und  substitairen  rechter  Jbland 
tssktf  wir  erhalten  dann 

kx  0 
Das  Integral  reehter  Hand  entwiekeln  wir  mit  HQlfe  der  Formel  10)  Indem 
wir 

35)  Y7-.ßi  (" + 0    -h  2) ...(/.+«- 1)      s-*'  iflair»+lir.. 

0 

setsenj  die  Entwickelang  ist 


1 


~  /-  T~r\~  +  -  /-  .  .  V  /    .  -TT  +  •  •  •  + 


r(«»Y   z(*+l)...(«  +  «~l)     z-ii  ' 

Das  Ergänzangsglied,  welehes  itn-  heissen  möge,  bringt  man  leieht  anf  die 
Form 

_     1.2.3  (n  — 1)  9n 

"~~ «  (r +1) . . .  («  H-n-l)' ro»)* 
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und  man  erkennt  hieraus,  dese  Lim  Ji«  s=sO  wird  bei  j^dem  poBttiTen  so- 
bald Ltm  ffn  irgend  eine  endliclie  QrSaae  bleibt.  Das  Iietstere  ist  aber  der 
Fall  venn  das  Integral 

nicht  unendlich  wird.    Der  Werth  desselben  beträgt  nun  weniger  als 


nnd  der  Werth  des  letzten  IntegraleB  ist  ohne  Zweififtt  eine  endliehe  Orösse, 
sobald  k  mehr  als  |«k  beträgt.  Unter  diesen  Bedingnngen  kann  jetzt  die 
B«ih6  in  Hr.  M)  au  einer  nnendliehen  gemacht  werden.  Nehmen  vir  spe- 
ciell  As 2  nnd  setsen 

TO 

37)  ^  r ^'  («  +  1)  .  • .  (<t  +  m  -  Ul^^-»r^rfl=^•«+^C 

femer  «SS nnd 

oo)      —  ^  T  ^(af4-2)  ^«(«+2)(«+4)  ^  «(«-f  2)(»+4)(«+6)^  " 

39)  y  jM      ^'     j  5«  L.   £l  4- 

^         a:  ( r  +  2)     X  («  +  2)  («  +  4>     «(«  +2)  («  +4)  * " 

so  haben  wir  nach  Nr.  34) 

00 

oder  auob  durch  Trennung  der  reellen  und  imi^in4ren  Theile 

OD 

41)  J  ~iir<'^=(,2 j  {Vcosx—üsinx). 

00 

Diese  Formeln  würden  sieh  leioht  anf  ahnliehe  Weise  wie'  die  Formel  25) 
specialisiren  lassen,  wobei  wir  nns  nicht  anfznhalten  brauchen. 

VI.  Die  in  Kr.  I  anseinandergesetate  Ifethode  inr  Entwickelnng  des 
Integrales 


43)  9>(«)»  y*-'" /•(«)<*« 

kann  auch  anf  das  etwas  eomplicirtere  Integral 


Digitized  by  Google 


Von  O.  SCULÖMILCU. 


405 


angewendet  werden  und  führt  dann  zur  Entwickelung  des  endliclien  Inte- 
grales von  (p  (x).  Die  Function  i/;  (x)  genügt  nämlich  der  Diflerenzen- 
gleiehnng  t//  (x  +  1)  —  "^i^')  —  (•^")  i*»*  daher  eine  von  den  unendlich 
vielen  Functionen,  die  mit  Z<p{x)  zu  bezeichnen  sein  würden;  um  aber 
jede  Vieldeutigkeit  zu  vermeiden,  wollen  wir  künftig  anter  2(p{x)  aus- 
schliesslich die  mit  Hülfe  der  Gleichung  ^ 

00  - 

£q>{x)=f  ^:l^^f{u)  du 
ü 

definirte  Function  verstehen,  so  dass  bei  ganzen  positiven  die  Einheit 
ttberateigenden  x 

£<p(x)  =  (p  (1)  +  9,  (2)  +  gt,  (3)  +  .  .  .  +  qp  (a:  —  1) 

und  für  x  =  l,  £(p(x)  =  0  i^t.    Die  Substitution  (r~^  ==1  —  i  giebt  nun 

0 

und  man  bemerkt  auf  der  Stelle,  dass  hier  ähnliche  Transformationen,  wie 
in  Nr.  I  vorgenommen  werden  können.  Wir  lyoUen  diese  fUr  einige  der 
wichtigsten  Fälle  durchführen. 

VIL  Für  f(u)ssi  hat  man  ip(x)s=  —  xmA 

X 


J5-=l    4u 

»    J    1  —  e  " 


u 

oder  hiennit  identisch 

ao  OD 


OD 


du 


u 

Der  Werth  des  ersten  Integrales  hängt  nicht  von  x  ab  und  ist  folglich  eine 
numerische  Constante,  die  A  hcissou  möge;  der  Werth  des  zweiten  Inte- 
grales ist  bekanntlich  =^ix\  im  dritten  Integrale  sabstitniren  wir  r~*=l  —i 
und  erhalten  \ 


Zur  Entwickelung  des  Ausdrucks 


genügt  die  einfache  Bemerkung,  dasu  derselbe  unter  der  Form 
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1 


dargastelli  und  dasB  (1  —  f)'  mittelst  des  binomisolien  Satzes  in  eine  Beihe 
▼erwandelt  werden  kann.   Demgemftss  haben  wir  luerst 


't>(l--      (-j  —  ?')  .  .  .  jn  —  l^v) 
1 


0 

daraas  erhalten  wir,  snr  Abkürzung 

1 

46)  =  #  y  (1  —  v)(2  —     .  .  .  (m  —  1  —  ü) 

setzend,  die  weitere  Entwickelung 

i  I 

0  0 
endlich  nach  Formel  45) 

1  fn  ^ 

•     n  «(«  +  !)  (a;  4-2)...  (a:+«~  1) 

Der  Rest  JB«  erscheint  znniehst  in  Gestalt  des  feigenden  dreifachen  Inte- 
grales 

1  1  1 

=^(1  ^ty^i  rdtj ^{^-v)^"{n-v)   j'^^       (j  _  |„).— 1  dl. 

und  hieraus  wird  bei  anderer  Anordnong  der  Integs^onen 

.1  l  ;  l 

Ä.= J ''-^^^rk^T^^^  dpj'ii- „)-  dw/^-a-o'-^a-««)"-^*«. 

Da  t  die  Grenzen  0  nnd  1  nicht  flberschreitet,  so  ist 

1  <(i  —  »r)"-"-!  <  (1  —  w)"-— » 

mithin  liegt  zwischen 
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0  0  u 


und 


U  0  0 

Daa  erste  dr^adie  lategriU  redii«irt  sich  auf  ein  Prodnct  toh  drei  ein- 
fRchmi  Integralen  und  swar  ist  sein  Wertb 

«n+t  1  1  . 2  ....  W   _1  «„4.1 

1 .  2  .  . .  .  w '  w  -j-  r    (a-  -}-  i)  .  . .  (.r  +  n)      n  -f-  +  1)  .  .  .  U  +  n)* 

das  zweite  Integral  gebt  nach  Ausführung  <i«r  auiTuad  a  bezüglicheu  In- 
tegrationen über  in 


J  «  («  + 1)  (a?  +  2)  . . . 


Selsen  wir  1  —  v^w  und  zur  Abkürzung 


1 


80  gelangen  wir  zu  dem  Kesultate 

«  +  1  u: (X  +  0  •  •  •  (-^  4-  «(«  +  0 . (a:  +  «) ' 

und  haben  Nr.  47)  die  folgende  Gleickung 

49)  ^i  =  ^+/,-.i?l.-i 


l  OP      2 «.(«+!)     ***      n  «(arH-l)...(«+i»— 1) 


a:  (X 1)  (a;  4- 2)  . . .  (« +«)* 
worin  die  mit  ^j,  beieifthaeto  Ostfsse  des  Bedingung 

unterworfen  ist. 

Um  Aber  die  Conrergens  der  obigen  Beihe  entseheiden  in  kl^nnea, 
bemerken  wir,  dass  a«+i  nnd  c«  positive  Grössen  sud  «sd  daais  ftklj^ieh  der 
Best  sieber  rersebwindet,  sobald  der  Ausdruck 

'  ■  1 

c«  \    C  w     ff  +  1       w  +  n  —  1 

 „  _   _    f  —  .  . — _  .  ,  .  _  Qff 

«  (ar  +     .  . .  (ar -j- «)      xj  x-^\  a:  +  2  ä+iu 

für  unendHeb  wachsende  n  die  Null  inr  Qrenee  bat.  Dies  ist  aber  in  der 
That  bei  jedem  positiven  «  der  Fall,  weil  derTorttebevde  Aasdruck  weni- 
ger als 
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X  X      1  s  -f-  2      X  -j-  n 
beträgt;  man  darf  daher  die  obige  Reihe  in's  Unendliche  fortsetzen. 
Die  allgemeine  Form  der  Coefficienten  a  ist  nacb  Nr.  40) 

mitbin 

1  1  1        .   19  9 

Die  Coustaute  A  läsat  aicU  auf  doppelte  Weise  bestimmen.  Mau  erhftU 
nXmlidi  ^erseito  fOr  «  s  1,  weil  dann  2  —  vecBcbwindet, 

X 


dl 


11        2  1  .  2   ■    3  1  .  2  .  3 
anderseits,  wenn  man  für  x  eine  unendlich  wachsende  ganze  positive  Zahl 
setzt, 

worans  hervorgeht ,  dass  A  gleich  ist  der  Constanten  des  lutegrallogaritb» 
mu8  :  0,5772156 .... 

yUI.  Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  Falle  f  (u)  = 

y(«)=innd 

0  u 

Da  die  Reibe  für  /  (^-3-^)      *  anftngt,  sd  ist  der  Werth  jedes  der  beiden 

Integrale  eine  endliche  Grösse;  die  erste  derselben  bezeichnen  wir  mit 
und  entwickeln  don  Logarithmus  in  die  bekannte  iieihe.    Durch  Integra- 
tion der  einzelnen  Glieder  erhalten  wir 

»      1«       2  x{x-\-l)      Z  x(^x  +  l){x +2)^   

I       1.2.3  («  — 1)  n  ^ 

n  x(x  +  l)  (x-\-n  —  l) 

worin  der  Kest  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird 

1  1 


dl 
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Ersetzt  man  — ^-r-  durch  die  Eiulieit,  so  findet  eich 
1— 


1  1 

51) 


d.i. 


borllcksicbtij^  im  «^ererseiti,  daat 


^     ^  mithin  auch 


1  —  1» 

ein  positiver  ftehter  Bruch  ist,  so  erhfllt  man 


Vi  — I«/ 


1 


O  0 

d.i. 

1 

0 

Der  Werth  des  hier  yorkommenden  Integrales  ergiebt  sich  ans  der  Oleiehnng 

1  '  • 

1.2  («  —  1) 


'  iF(ar  +  l).(a?  +  2)  

dnreh  Differentiation  in  Beaiehnng  anf  wobei  rechter  Hand  die  lyekannte 
Formel  DgU—U,DslV  ansnwenden  ist; .man  hat  daher 

nnd  kann  nun  die  in  Parenthesen  stehende  Summe  anf  Terschiedene  Weise 
kllrser  ansdrQcken. 

Da  R„  eine  positive  Grösse  ist,  so  hängt  das  Verschwinden  von  Lim  It„ 
(für  «  ==  oo)  Ipdiglich  davon  ab,  dass  die  rechte  Seite  der  Ungleieliung  52) 
die  XqII  zur  Grenze  bat.-  Hierüber  ist  leicht  auf  folgende  Weise  zu  ent- 
scheiden.   Für  jedes  positive  z  gilt  bekanntlich  die  Ungleichung 

Ul+*^>p^-   oder  ^-^«"^^■•J 

ans  di^r  erhXit  man  ftlr  "gi   ^         dnreh  Mnlfiplication 

aller  entstehenden  Ungleichungen 

a  +  l   .r  +  2  '  *  *  j:  4-  w  —  l 
Setzt  uiaja  zur  AbkUrstung  ,  ... 
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XX  X 

•o^hat  man  sehr  ainfach 

bei  unendlich  wachsenden  n  wird  «soo »  Zm  (gie~«)sO,  nncl  mithin 
aneh  Im  Sm  =  0.  Znfolge  diese«  Ergebnisees  darf  die  unter  Nr.  50)  ver- 
seichnete  Reibe  in*«  Uneadliehe  fortgesetit  werden;  ferner  erhält  man  den 

Werth  vou  ^,  aus  der  Bemerkang,  dass  für  a;  =  l  verschwindet,  näm* 

...  ^ 

lieh 

=  -p+ ^  + +..., 

« 

was  sich  auch  für  x=  oö  findet. 

Auf  Ähnliche  Weise  kann  man  neue  Formeln  für 

^7»'    -S^,  etc. 

ent\\'ickoln,  die  sftmmtlich  den  nicht  unwesentlichen  Vortheil  bieten,  dass 
die  in  ihnen  yorkommenden  Beihen  für  jedes  positive  die  Null  überstei- 
gende X  convergiren. 

Hinsichtlich  der  Formel  44)  mag  noch  folgende  Bemerkung  Plate  fin- 
den. Wenn  /"  (0)  =  0  ist,  so  besitst  die  Beihe  für  f  ^/  ^  ^^j  kein  con- 
stantes  Anfaogsglied  und  sei,  abgesehen  vom  Beste, 

in  diesem  Falle  erhält  man  .aas  Nr.  44)  durch  Integration  der  eviaelnen 
Theile 

ry{*)  =  i^'+l£L  +  JL_^  +  .../ 
-VV  /       11^21.2  31.2.3 

  1  Ct      1       c,   J_  c,  

1  X       2  a:(ar+i)      -Ä  x  (x -\-  l)  (x -^2) 

Weniger  einfach  dagegen  ist  die  Sache,  sobald'/' (0)  nicht  verschwindet, 
also  die  Beiho  von  der  Form  ist 

^['(drJ]='-  +  f'-^Ä''  +  rf:i'-+- 

Die  unmittelbare  Integration  der  einzelnen  Theile  würde  Itter  auf  die  Diffs« 
reu  s Weier  unendlichen  Grössen  führen;  schreibt  man  dagegra 
1  1 

und  berüeksiehtigt  die  Bedeutung  des  ersten  Integrales,  so  hat  man 
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1»      2a;(»  +  l)     3a?(a:  +  a)(«  +  2) 
nnd  kann  hier  statt  2  —  «einen  Werth  an«  Nr.  40)  snbstitniren.  Wenn 

«17 

demnach /|^/  ^—L-^j  in  eine  nfteh  Potensen  von  t  fortschreitende  Reihe* 
verwandelbar  ist,  so  lässt  sich  i:<p  (x)  inuner  anter  der  Form 

darstellen,  wie  dies  nach  Nr.  I  mit  (p{x)  selbst  der  Fall  ist. " 

IX.  Die  in  Nr.  VII  gegebene  Entwickelung  beruht  eigentlich  aaf  einer 
Transformation  des  Doppelintegrales 

0  0 

darch  Anaftthrung  der  auf  v  bezüglichen  Integration  erhält  man  nämlich 

« 


oder  anch 


0  .  u 

du 


J     1  — e-* 


d.  i. 


J7 


Nimmt  man  dagegen  in  dem  ursprünglichen  Doppelititf^gialc'die  Sub- 
stitution e-^  =  1  —  /  vor  und  vergleicht  uac^Uier  beide  Formen  voja  so 
gelangt  man  zu  der  Gleichung 

11 

68)   ^^^^^  +  ^*—JJ^  ~  ^\''^'  (1  --  0*-^  ätdi>, 

0  0 

die  mit  Nr.  45)  identisch  ist.  Zufolge  dieser  Bemerkun;i:  kann  man  sich 
veranlasst  finden,  überhaupt  Doppelintegrale  von  der  Form 

QC  b 
0  a 

nach  dem  in  Nr.  I  auseinandergesetzten  Verfahren  zu  behandeln;  da  hier- 
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bei  etwas  prineipiell  Neues  nieht  yorkointtit,  so  wollen  wir  den  Gegenstand 
nieht  genäiier  nntersochen  and  nnr  einen  derartigen  Pall  betraehten,  weil 
derselbe  wieder  anf  eine  Sunmenformel  fiiiirt. 
Es  sei  ntmlich 

OD  1 

/•  /•  1  —  €-"" 

54) 

0  0 

oder  bei  Aosfabriuig  der  ersten  Integration 

J  i  —  C-"  l  2         M  tl*  I 

U 

Wir  serlegen  dieses  Integral  folgendermassen : 

ü  0 
Der  Werth  des  ersten  Integrales  hängt  nicht  von  u  ab  und  ist  daher  eine 

Constante  C;  das  »weite  Integral  kommt  vdt        ttberein  (Nr.  VII);  das 

dritte  ist 

10  0  ' 

das  letate  Integral  hat  den  Werth 

0  ^ 

'wohtlSlx  in  dem  Sinne  genommen  ist,  der  ttberhanpt  für  Z^C«)  angege- 
ben wurde ;  wir  haben  demnach 

S=C — 1  — i  E-  —  (jy  — l)/a?  +  iP+^/«.  - 

2  ar 

Substituiren  wir  ferner  p-"  =  1  —  /  in  dem  ursprünglichen  Doppelinte- 
grale  54)  und  vergleichen  beide  Formen  von  5,  so  gelangen  wir  zu  der 
Gleichung 

1  1 

0  0 
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in  dieser  setzeu  wir  noch  für  £  —  seinen  Werth  aas  Nr.  53J  und  ziehen  alle 

CoMtanten  tu  einer  einstgen  B  mmum^ni  diee  gi^bt 

1  1 

Ü  0 

Die  Entwiekelung  des  noch  ttbrigen  Di^pelintegrales  hat  nicht  die  min- 
deste Schwierigkeit,  eehald  man  (!--<•<)'  nach  dem  binomiBehea  Satee  in 
eine  Reibe  verwandelt  und  deren  einselne  Glieder  integrirt,  wobei  deir  Baet, 
unter  derselben  Form  wie  in  Nr.  VH  daii^ejiteUt  wMrden  mOge.  Setst  man 
abkOrsend 

I 

6e>      fty,  =J  (I  —    » (1 — r)  (a-*») . . .  («  -1  -  »)  dp, 

0 

so  gelangt  man  anf  der  Stelle  an  folgender  Oleichnng: 

57)    2:/ J?  =  B  +  (x—  i)  /X  — «  —  i     —  1    /'      —  . . . 

_  1.  n 

«  ar(x  +  l)(«-J-2)...(j?  +  n— l)    '  " 
worin  der  Rest.^  gleich  dem  dreifachen  Integrale  ist: 

41  Ü 
1 

Das  Verfahren,  mittelst  dessen  wir  früher  den  Rest  zwischen  zwei  leicht 
Mgebbare  Grenzen  einschlössen,  bedarf  hier  einer  kleinen  Moditication, 
weil  unter  dem  Integralzeichen  ein  Factor  — v)  vorkommt,  der  innerhalb 
des  Integrationsintervalles  sein  Vorzeichen  wechselt.  Aus  demselben  Grunde 
lässt  sich  auch  nicht  unmittelbar  übersehen,  ob  b„  positiv  oder  negativ  sein 
wird;  wir  unterziehen  daher  60,  und  JR^  einer  genaueren  Betrachtung. 

Zerlegt  man  das  Intervall  «»O  bis  V£=  i  in  die  beiden  Intervalle  • 
bis  4  und  4      1«      aerftllt      in  swei  Intiegrale ,  wobei  im  erstdh  v  =  u 
'  gesetzt  und  im  zweiten  v  =  l  — u  substituirt  werden  möge ;  beide  Integrale 
«rhakfift  jetat  die  nämlichen  Grenzen  11  =  0,  u=  |,  nn4  können  daher 

aammeagesogen  werden ;  dies  giebt 

1 

*ta= — «)  1(2  — «)(»  —  «)...(»»  -l  —  ») 

—  (1  +  M)  (2  -f-  w)  . .  .  (m  -  2  4-  «0 H"' 
Wegen         ist  nun  1  — «>  ti  mithin  auch  2  —  u>  l'^u,B^u>2^u 
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ii«8.w.,  woraas  nnmittelbar  hervorgeht,  dass  nnter  dem  Integralseichen  ein 
posiÜTer  Aoadnick  steht  und  folglich  bm  positiv  ist 

Doreh  dieselbe  Transformation  erfaSlt  JZw  folgende  Gestalt 

/rV!i  X    Nj(2-to...(^-«)  (n-«)...c«-i+«)( 


0  0  0 

(1  — aj)«P(l  — 0'~' 


du  da  dt 


(1— r«)" 
Wie  Torhin  ist  hier 

1— ii>ii,  +    8-— tr>2  +  i«  etc. 

mithin 

(2— u)  (3 -«)...(;.  -  u)  (j^ITi)'  (l+«)(2+«)...(n-l  , 
der  Ansdrack 

„ ...     (2—«)  (a— ««) . . .  <n  —  t»)     (1  -h  «)  (2-h«<)  ■  ■  (>»  r- 1  +  ««) 
^W—  (1  — t«)'-«  (l—lw)- 

bleibt  daher  immer  positiv  und  daher  ist  auch       eine  positive  Grösse. 

Durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  t  ergiebt  sich  ferner 

w.rt  t<l-r«)(2  — »)...(«  — «)     «(1-f  ")...(n  — 1  +  «)^ 

und  hier  lüsst  sich  ganz  wie  mrliin  zeigen,  dass  die  in  Parenthesen  stehende 
Differenz  positiv  ist.  Daraus  folgt,  dass  F{i)  mit  /  gleichzeitig  wächst,  also 
F{t)  mehr  als  F{^)  beträgt.  Setzen  wir  nun  statt  F  {t)  das  kleinere  ^(0) 
und  kugleich  statt  (1  — l«)""*  die  kleinere  Einheit,  so  erhalten  wir 

\  1  1 

1.2.9. ..n.A.> JJjH^u)u{l—u)  |(2~«)...(n— «) 
0  0  0 

d.  i.  bei  Ansftthrwng  der  Integrationen 

ji  >_!_-.   ^"+1 

"     «  H-  1  j-  U  H-  I )  (t    2) .  . .  (a-  4- «) ' 

Um  eine  obere  Grenze  für  B„  zu  linden,  lassen  wir  in  Nr.  58)  |  flir  ^  —  r 

•intreten  und  ersetzen  gleichzeitig  (1 — /cd)'-"  —  !  durch  das  an  grosse 

^  \  damit  gelangen  wir  au  der  Ungleichang 

1  Ii' 


*    *  *  «  0  .0 

d.L 


2  a:  (j?  +  1)  (ar  +  2)  .  .  .  (a:  -}-  /?) ' 
wo  Cn  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  Nr.  VII.  Die  Gleichung  57)  gestaltet 
sich  jetzt  zur  folgenden 
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*»  «(4t4-l)...(»+«— 1)    tt  + 1 «  (x  + 1) . . .  -h«)* 
QDd  darin  gtlt<#Br  9«  die  Bedin^img 

60)  irii^--»-».^«-^?'^- 

Wie  eelMn  in  Nr.  VII  geieigt  wnrde,  ist  bei  «nendUch  wacbtenden  n 



•  («+!)...  (ar  +  «)""^^ 
es  vertcbwindet  «Iso  in'  Nf .  59)  der  Rest  ftr  n  s=s  qo  ,  nnd  daber  wird  die 
Reibe  convergent. 

Zur  Bestimmting  der  Constanten  kann  mnn  wieder  sswei  Wege  geben. 
Man  berücksichtigt  entweder  den  Umetand,  ünas  ZIxsssl r{x)  für  x=f 
deir  Weitb  Null  erbftit  und  hat  dann 

■  +     +iA  +  i_A._+  .... 

^112  1.2  31.2.3 
oder  \iisst  man  r  in's  Unendliche  wachBen  nnd  findet  nach  einer  bekannten 
Methode  ^  =  4/(2«). 


xvn. 

TTeber  MagnetiBiniis. 

« 

,         Von  Gustav:  Roch, 

SehiUer  d««  polyteduniehen  Institatet  in  Dresden. 


1.  Die  Vorliegende  Rechnung  ist  ein  Versncb,  die  Hypothese  Amperes 
Aber  die  Katnr  des  Magnetismns  in  derselben  Weise  fQr  eine  Theorie  des 
Magnetisnins  an  benntaen,  Wie  dies  von  Poisson  fftr  dre  andre  Hypothese 
geschehen  ist,  nftmlicb  von  den  Oleiehgewicbtsfoedingungen  ansangeben. 
Es  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  je  ein  Versnch  der  Art  an  bemerkenswertben 
Resultaten  geführt  bStte,  wenigstens  habe  ich  in  Weber's  Abhandlnng  Über 
Diamagnetismns  keine  Notia  geAinden,  die  nnr  etwas  daron  veminthen 
liesse,  nnd  von  neuerer  Zeit  ist  mir  auch  nichts  bekannt.  Es  wird  sich  sei- 

Zcitaehrift  f.  HaUMmMili  «.  Pliystk.  IV.  28 
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geiif  dass  die  Oleiehungen  fUr  das  magneüsclie  Gleichgewicht  eine  gans 
fthnlicbe  Form  haben,  wie  die,  die  Poiason  aafgeftinden  hat,  und  ich  habe 
auch  diesen  Gang  der  Rechnung,  so  weit  es  möglich  war,  beibehalten. 
Eine  andre  Rechnung  lag  mir  bei  der  folgenden  Arbeit  nicht  vor. 

2.  Schon  der  Art  des  Gleichgewichts  nach,  welches  fUr  den  MagM» 
tismns  gefordert  wird,  untorschoidot  .sich  dio  Hypothese  Amperes  von  der 
anderen.  Letztere  fordert,  dass,  fthnlich  wie  dies  bei  der  Berechnung  der 
Vertheilong  der  Eleictricitat  gefordert  wird,  die  Vertheilung  dos  Maguetis- 
mns  über  jedes  magnetische  Molekül  in  der  Weise  statttindet,  dass  sich  in 
keinem  Punkte  im  Innern  ein  Streben  zeigt,  weitere  Mengen  magnetischer 
B'lüssigkeit  zu  sclieidon.  Auf  der  Uberfl.'iche  jedes  Moleküls  tindet  dies 
Gleichgewicht  niclit  mehr  statt  und  es  wäre  daher  nicht  nöthig ,  dass  die 
nia'^ncti.scheu  ^lolckülc,  von  denen  durcii  soiiir-  p^lasticitiit  das  Fluiduni 
sich  immer  mehr  zu  entfernen  strebt,  im  Glcii  ligewielit  wären.  Unigekehrt 
wird  im  Folgenden  angenommen,  dass  die  geschlossnen  Ströme,  die  jedes 
Molekül  umkreissen,  vermöge  der  Inductionskraft  und  Jon  übrigen  Strömen 
des  Magneten  im  Gleichgewicht  sind.  Vermöge  dieser  Bedingung  kommt 
auch  ein  Fall  mit  in  den  Bereich  dieser  Ilypothese,  der  durch  die  Poisson- 
sche,  wie  ich  sie  nennen  will,  ganz  ausgesclilossen  bleibt,  nämlich,  der 
eines  ganz  unmagnetischeu  Körpers.  Oflfenbar  sind  Ströme  von  der  In- 
tensität Null  unter  allen  Bedingungen  im  Gleichgewicht. 

3.  Ueber  die  Gestalt  der  Moleküle  und  Ströme  wird  nicht  die  min- 
deste Voraussetzung  gemacht  au  werden  brauchen;  dies  dttrfte  wohl  ein 
Vorzug  dieser  Rechnung  yor  der  PoissonV  au  sein. 

Es  lässt  sich  denken,  . dass  jeder  Stiromebene  sowohl  in  verschiedenen 
Richtungen  um  dasselbe  Molekül  sich  bewegen  kann ,  und  die  Stellungs- 
winkel der  Kormale,  wenn  man  sich  den  Strom  eben  denkt,  und  die  Inten- 
sität müssen  yermöge  der  Gleichgewicbtsbedingungen  als  Functionen  der 
Coordinaten  bestimmt  werden. 

4.  Man  wird  also  auaSchafc  ^ie  Bedfiiguagon  auüAchen  müssen,  dass 
sieh  der  Strom  in  einer  bestimmten  Richtung  entwickelt,  d.  h,  man  wird 
die  Momente  in  3  rechtwinklige  Achsen  die  durch  einen  Punkt  im  Innern 
gehen.  Null  setsen.  Wie  ich  schon  frtther  beinerkte  (s.  über  magnetische 
Momente),  liefert  dies  nur  2  Bedingungsgleichungen  zur  Bestimmung  der 
3  Unbekannten  i«,  iß^  iy.  Es  wird  nun  gezeigt  werden,  dass  die  3  Gleich- 
gewicbtsbedingungen für.  Verschiebungen  gerade  die  fehlende  Gleichung 
ersetzen  werde.  Ich  muss  nun  zunäclist  einige  Bemerkungen  machen  über 
die  Anwendung  und  resp.  Richtigkeit  der  früher  für  Momente  und  KrJlfle 
entwickelten  Formeln.  Bezeichnet  man: 
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wobei  die  Momente  positiT  gerechnet  sind,  die  bei  der  früher  fixirten 
Richtung  der  Normale  von  links  nach  rechts  drehen.  Doch  sind  die»  nieht 
mehr  die  wahren  Wextlie  der  MoHMntov  W€im  die  Stri>iBie  00  nahe  *iien«it 
der  sind,  dass 

a»i   a«i  a«i 
'3)  '  ir=  ;  +  ^^  +  ^,  •  ' 

einen  endlichen  Werth  hat ,  indem  dann  zu  jedem  der  Momente  uoch  ein 
Correctionsglied  hinzukommt,  resp. 

4)  '    ■     {h^^i ' (y  «1  —  « yi) 

Ist  femer: 

80  irar  frtther  angegeben,  diM  die  Werthe  der  OMupouentiUk  der  Auielumg 
gegeben  wftren  dnreh: 

d-V     '     dV  d'V 

Die  wefaren  WeHhe  Ton  jedoch  werden  erbalfen,  wenn  diete  Wertlie 
▼ermehrt  werden  um  die  DäferentialqnotiAten  neeh  »tit/ty^  von : 

5.  leh  liebe  geieigt,  d*Be  man  m»  den  Homenten  durek  Differentiel-i 
gleicknngen  die  Erlfte  herleiten  kann  fttr  den  Fall,  dass  CTrs-O  (e.  übet 
magnetisebe  Momente).  Sckreibt  lAan  dieee  €Meiebungen  in  deir  Form,  wie 
rie  dnrcb  N«.  T)  des  O.  gegeben  aind^  settt.die'Werthe  a)  ein,  sa-  erkUA 
man  die  Wecth«  8)  wnd  hat  daher  die  Oorrektion  7)  noch  hauwiftgen. 

Von  der  Biehttgkett  der  jetat  gemachten  Bemerknagen  wird  man 
sich  leicht  llberaeiigen  darch  «nfmerksameWiederhoIang  derilriiheren  Ent* 
wiek}un<:;oTi,  und  ich  habe  dieselben  darum  jetzt  erst  gemacht,  weil  sie  wohl 
nnr  fUr  diese  Zwecke  von  Nntsen  sein  dürften,  und  weil  diese  Reihenfolge 
am  wenigsten  leicht  ein  Mi^sverständniss  über  die  Giltigkeit  der  entwiokel* 
ten  Gleichungen  eintreten  kann.  Man  wird  sich  jetat  sehr  bald  überzeu- 
gen können,  dass  die  Differentialgleichungen  zwischen  Momenten  nad  Kräf- 
ten in  der  Form  3)  d.  a.  O.  nicht  fUr  die  in  der  angegebenen  Weise  corri* 
girten  Werthe  gelten. 

Die  Correoüonswecthe  vereinfachen  sich  sehr  bedeutend ,  da  man  die- 

28* 
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selben  nur  anf  die  Naebbumolekfile  ansKudebnen  brancht.  Es  soll  im  Fol* 
genden  von  dem  constaaten  Factor  |v,t,  ganz  abstrabirt  werden,  da  er  die 
Gleicbnngen  nicht  verändert.  Anstatt  des  Volumens  v  des  magnetischen 
Stromes  führen  wir  das  räumliche  VoliMucleinent  ein:  dx,  dy,  dz,  oder 
sinii^  dtp  dS  d^,  uiultiplicirt  mit  k\  A  ist  <C  1 1  da  die  Ströme  den  Kaum 
nicht  stetig  erfüllen.  Da  jeder  Strom  um  ein  Molekül  kreist,  so  wird  dies 
•  VerhältnisR  dasselbe  sein,  wie  das  Volumen  der  magnetischen  Moleküle  zum 
ganzen  Räume;  es  wird  daher  bei  homogenen  Körpern  k  constant  sein. 
Diese  Specialisirung  schadet  aber  der  Allgemeinheit  gar  nicht,  indem  für 
varial)!)?  k  die  Grösse  ki  den  Gesetzen  unterliegt,  die  für  t  entwickelt  wer- 
den sollten. 

6.  Die  Nachbarmolokiile  des  af^cirten  runktes  ,1/,  mögen  einen  Thcil 
B  des  g;anzon  Magneten  nusmachen;  der  übrigt;  Theil  sei  A.  In  der  Aus- 
dehnung von     kann  mau  aber  z.  B.  ia  »ch reiben. 

..  =  N  .,  + (x         + -j— (»-*.)  + -j^  («- *.) 

Führt  man  iihnliche  A^'ertlle  für  iß  und  iy  in  1)  ein,  so  sieht  man,  dass  die 
vom  constanten  Theile  dieser  Grösse  herrührenden  Werthe  gleich  Null 
sind.  Setzt  man  dann  v  =  (i*  sinti/ drp  d&,  was  jedenfalls  zu  gross  ist,  so 
sieht  man,  dass  vermöge  der  Potenzen  von  9,  die  ü  enthält,  die  Integrale 
dieser  Ansdrtteke  von  derselben  Ordiiung  sind  wie  die  Dimensionen  von 
d.  h.  nnendlieb  klein.  £s  ist.dah«r  gar  nieht  nSthig,  auf  clis  Conrekti&n  4) 
der  Jf  omento  Rficksicht  an  nehmen. 

r'  reducirt  sich  nac^  7)  anf:  —  ptV^  da  a,  «/»i  +  ßt      -¥  y  dy^^  0. 

7.  Sollen  die  bis  jetst  aufgeführten  Formeln  anf  B  ausgedehnt  wer> 
den,  so  ist  an  becttckaiehtigea ,  dass  inmerhalb  B  die  DimensioBeii  der 
StrSme  nieht  als  verschwiadend^egen'  ihre  Entfemong  angesehen  werden 
dfirfen.  Die  Volnmenelemento  missen  also  sehr  klein  sein  sogar  geg^  die 
Dimensionen  der  Ströme  nad'ea  ist  daher  nicht  erlaubt,  fflr  il .einen  Mittel- 
wertb  an  nehmen,  da  Ja  einige  Volumenelemente  gana  innerhalb,  andre 
gana  ansserhidb^magnetieeher  Ströme-  fallen  können.  Es  ist  daher  w<^l 
mögUeh,-  das«  man,  mit  einem  constanten  k  anch-ijuiefbalb  B  reeknend, 
falsebe  Besnltate  erhlüt.  Setat  man  aber  votans,  4aas  die  Ströme'  mit  einer 
gewissen  Symmetrie  am  den  afficirten  Strom  vertheilt  sind,  se  trerden  die 
mit  constantem  Ar  berechneten  Warthe  sich  aar  dnrek  eonstante  Faetore^ 
von  den  wahren  Qaterscheiden,  wie  später  gezeigt  werden  soll.  £be  näm- 
lich die  Wirknng  von  2^  genügend  bestimmt  werden  kann,  müssen  wir  die 
Wirkung  des  ganzen  Magneten  aaf  einen  Unsserea  oder  inneren  Punkt  auf 
die  einfachste  Form  bringen. 

8.  Diese  Wirkungen  sind  im  Allgenieinen  durch  dreifache  Integrale 
gegeben,  deren  Grenzen  die  Oberfläche  des  «Magneten  liefert.  Für  einen 
äussern  Punkt  diirt^'ii  die  liitegrido  ohne  Weiteres  über  den  ganzen  Magne- 
ten ausgedehnt  werdeu,  und  die  Gränzeu  sind  daher  unabhäng^  von  a:|,y„  Si, 
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den  Coordinaten  des  afiieirten  Punktes.  Man  kann  daher  die  Differentia- 
tionen, yermöge  deren  Momente  and  KrHfte  aus  q  hergeleitet  werden,  nach 
•«sgefUhrter  Integration  bow&rkfitelligen,  und  es  wäre  nur  DÖthig,  einen 
täaUtkmk  Avidcaek'  Ittr  dM  I«t«gifal  von  welches  wir  wieder  mit  q  be- 
seiehaentwolleii«  am  erhalten. 


äxdydzi 

iß 

1 

äx  dy  di 


Da  es  gans  gleichgiltig  ist,  welche  Ooordinate  als  abhUogige  Variable  an- 
gesehen wird,  so  kann  im  ersten. Gliede  eine  Integration  bewerkstelligt 
werden,  a.  B.  .      "  * 

...j//i-;'-'==-(yj^'-^).+(y/'7'-''^). 

■-{J'ß,.ä,)+{J'fl,s,y)-ei..,  ■■ 

WO  sich  die  Indices  auf  die  einzelnen  Durchgangsstellen  des  z  durch  die 
vielleicht  vi<^lfach  gefaltete  Oberfläche  beziehen,  dy  dy  aber  ist  gleich  der 
Projection  des  Oberflächenelemeutcs  dw  auf  die  Horizontale,  und  zwar  ist 
sowohl  dx  dy  alä  dtv  stets  positiv.  Der  Cosinus  des  Winkels  des  äusseren 
Theiles  der  Normale  mit  der  r- Achse  ist  für  die  Orte  ü,  2,  4  negativ^  fUr 
1,  3,  ö  positiv,  so  dass  man  das  dreifache  Integral  schreiben  kann : 


// 


^  dw  COM  II,' 


and  sind  ebenso  /,  m  die  Winkel  der  nach  aussen  gerichteten  Normale 
den  positiven  Achsen,  so  ist: 

8)       jf  =  —  kj*{i tt  cos  t -i- 1 ß  eoß m  +  iy  cotn)^  dw'\' P 

9.  Liegt  der  Punkt  im  Innern  des  Magneten,  so  dürfen  die  früheren 
Formeln  nur  über  den  Theil  J  ausgedehnt  werden,  oder  man  dehnt  sie 
über  den  ganzen  Magneten  aus  und  zieht  die  Werthe  der  Momente  oder 
Kräfte  Jtt  oder  K\  die  nach  diesen  Formeln  berechnet  werden,  ab.  Die 
eigentlichen  yon  B  herrührenden  Momente  oder  Kräfte  üf IC"  müssen  so 
bereehnet  werden,  dui  k  nicht  eonataat  innwrlialb  B  ai^enommen  wird. 

Vergleicht  man  die  Ansdrttcke  ftlr  Kräfte  nnd  Momente,  so  rielit  man, 
dass  die  Krfifte  (}\  die  Momente  ^  im  Nenner  enthaltea.  Setat  man 
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V  SS  ^*  si/i  %i  d  ii^  d  &,  60  wird  klar,  dui  in  den  Avsdrttcken  SOx  die  Homente, 
ausgedehnt  über  B,  eine  Verlnderllelikeit  toh  to,  t  ty  nnr  Olieder  liefert 
TOB  der  Ordnung  der  Dimeneionen  von  B,  und  daher  weggelassen  werden 
kann.  Es  ist  aber  evident,  dass  die  Wirkung  lanter  gleich  intensiver 
Ströme  von  gleicher  Richtung,  wenn  dieselben  in  einer  Kugel  gleiehmässig 
▼ertheilt  sind,  auf  ihren  Mittelpunkt  gleich  Null  ist. 

Berechnen  wir  nun  das  Moment  derselben  Kugel  bei  constant  gedach* 

tem  k,    Ea  ist  dazu  nun  nötbig,  ^  tö^iö^      bilden  und  die  Integrati- 

ox^  vjfi  oti 

onen  ausiufmuren.  Da 

.  ai 

r  r 


sa  ist  s.  B. : 


r  r 
oxoy      ^  djT      '  ozdy/ 
und  die  eine  Integration  kann  man  Ausfuhren;  sehreibt  man  dann : 

dn>  ~  Q*  Sinti/  d'^dGt  '^os/  =  ro.<fi^,  cosm  =sm^  cosS,  cosnszssmiftiinßf 
so  sieht  man,  dass  nur  das  mittelste  Glied  bleibt,  und  es  kommt: 

dq        47tk.  . 

indem  »«,  f/3,  iy  als  constant  angesehen  werden.  £s  kommt  ebenso: 

dq  4nk 


«1«! 


dy,  3 

wenn  5^  über  die  Nachbarmolckülo  ausgedehnt  wird.  Aehnliche  Werthe 
hätte  man  aucli  erhalten  müssen,  wenn  man  i>  durch  eine  beliebige  krumme 
Fläche  bcgränzt  dachte,  z.  B.  eine  gegen  den  africirten  Punkt  excentriscbe 
KugelHäche.*)  Dann  könnte  mau  q  durch  Integration  bilden  und  die 
Werthe  rechter  .Seite  von  10)  wären  die  IJitiorentialquotienten  dieses  Inte- 
grales gewesen.  Es  folgt  daraus,  dass  auch  /,  i,  i\yi  als  Differential- 
quotienten eine  Function  9,  geschrieben  werden  können : 

11)  {und  ebraso: 


*)  Siehe  hierilbsr  das  Ende  dieser  Abhandlang, 
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Dieser  Beweis  wird  dvreli  ^ne  beI4  ra  maehende  Bemerknag  nodi 
etwas  kräftiger  gemacht  werden,  als  er  so  ssn  sein  scheint.   Man  ktfnnte 

nämlich  einwenden,  dass  bei  der  Bildung  der  Differentialqnetienten  Ton  9, 
die  in  die  Momente  eingeheUf  t «,  iß,  iy  und  ebenso  i,  a„  tj/},,       als  unab- 
hängig von  Xi  y,  z,  angesehen  würden  und  dass  es  frei  stttnde,  jede  Grdsee 
als  partiellen  Differentialquotient  nach  r,  z.B.  Ton 

ansasehen. 

tl.  Werden  dieWerthe  10)  in  die  Momente  eingesetzt,  so  ergiebt  sich 
Mg  =  Ms  =       Es  dürfen  daher  die  Moniente  eines  Magneten  auf 

einen  Strom  im  Innern  nach  den  früheren  Formeln  bereclmet  werden. 
Kechuet  man  dazu  das  von  der  iiidueireuden  Kraft  herrührende  Moment, 
welches  jedenfalls  auch  durch  die  Formel  2)  berechnet  werden  kann ,  wenn 
nur  anstatt  des  Integralwerthes  q  ein  y'  eingeliihrt  wird,  das  für  jeden  ge- 
gebenen Fall  zu  bestimmen  ist,  so  sind  die  von  den  Momenten  herrühren- 
den Gleichgewichtbbedingungen : 

Man  sieht  sofort,  dass  sich  diese- Gleichnngen  anf  2  redoeiren,  oder  auch 
wenn  «7  +  7'  ~    gesetat  wird,  geschrieben  werden  kannl 

wobei  ff  eine  vorlilnfig  gana  unbestimmte  Fonetion  der  3  Ooordinaten,  die 
▼ermSge  der  Bedingungen  des  Gleichgewichts  fflrVerschiebnngen  bestimmt 
werden  soll. 

12.  Die  Differentiationen,  Termdge  deren  die  KrSftecomponenten  X, 
Tf  Z  ans  den  Momenten  oder  direct  ans  q  he^eleitet  werden ,  sind  so  an 
nehmen,  dass  iftki  hßa  *t Yt  ^  nnabhXngig  Ton  #«,  yi,  «|  angesehen  werden. 
Wurde  nnn  das  Integral  q  über  B  ausgedehnt,  so  war  an  schrdben: 

tjSa^^  +  ete. 

und  offenbar  sind  t«,  iß,  iy  unbedingt  unabhängig  von  x^,y^,^^.  Dies  er- 
giebt sich  auch  aus  13),  aber  man  sieht  ein,  dass  bei  der  Berechnung  Ton 
JT,  P,  Z  aus  q  oder  M  wohl  zu  unterscheiden  ist,  welche  /,  «,,  r,  1,  von 
to,  iß,  iy  herrühren  und  welche  ursprünglich  sind.  Die  ersteren  sind  bei 
allen  Differentiationen  nach      ^i,  Zi  als  variabel  anzusehen. 

Dies  ist  die  Bemerkung,  die  snr  Sttttzuog  der  Gleichungen  il)  ver- 
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iproehen  wurde,  indem  gie.seigt,  dmaa  in  der  That  die  GrSsaen  I,  ai,  tj  /},,  t,  yi 
bei  der  Bildung  von  10)  nicht  als  constant  betrachtet  wurden;  diete  Her>  ' 
leitnng  deir  Formeln  11)  bangt  nicht  mit  den  Gleichgewichtsbedingungen 
zn.saiiiineu,  sondern  ist  dnrch  die  Forni  (l(*r  Wei  the  MgM^M^  bedingt«  Sie 
wird  also  auch  im  bewegten  Zustaiule  richtig  bleiben. 

13.  Die  eben  gemachte  Bemerkung  boU  nun  cur  Herleitung  des  Wer- 
d*0     d^Q  c^O 

thes  von  ^-7^^  +  ~ — ,  -f-  ö-^  benutat  und  so  ihre  Anwendung  gezeigt  wer- 
ra",       dt/i  G^^ 

den.    Eine  weitere  wird  später  folgen. 

Man  sieht  soforl  ein,  dasH  bei  dieser  Kechnuug  7'  gar  nicht  in  Betracht 

kommt.    Durch  eine. andre  Anordnung  aber  erhält  man  für  diesen  Werth 

die  Form :  ^  - 

J    \     ()Xi         cfj/t  'dz,/ 

^:ß-fc  fiaUdv-^      A  /  iß  Udv  -f  ~  A  /  iy  üdv, 

wenn  dv  das  Volumelement.  Vermöge  der  Eigentliiimlichkeiten  von  U 
(s.  Nr.  4)  und  der  in  di'  eingcdienden  roteuzcu  von  y  bei  Wahl  der  Polar- 
coordiuaten  1/;,  Ö  sind  die  von  der  Veränderlichkeit  von  ta,iß,iY  her- 
rührenden Theile  (s.  13)  gleich  Null,  und  dsi  J'üd»  =  —  4»  wie  man  weiss, 
so  ist: 

was  mit  dem  von  Poisson  entwickelten  Warthe  stimmt,  wenn  man  berfiak« 
sichtigt,  dass  der  Werth  Q  bei  uns  der  negative  Werth  des  Q  ist  was  Poisson 
benutzt. 

.  Bbenso  kann  der  Wertb  F'ans  7)  durch  Integration  bestimmt  werden: 
oder 

15)  hV      ^    ,  di,     dV      ^    ,  6i,     dV  ,  ^f. 

Ua;,  d9x     dyt  d  jfi     ^^^         .   ^  <i 

11.  Nach  dem  früheren  ist  es  nicht  richtig,  die  Werthe  F, Z  die 
von  den  NachbarmolekUlen  kerrnhren,  selbst  unter  Benutzung  der  Correk« 
tionen,  mit  constantem  k  zu  berechnen,  sondern  man  muss  vielmehr  erwar- 
ten, dass  anstatt  k  eine  Funktion  von  ©  einji^cht,  die  periodisch  nach 
allen  ist  und  innerhalb  0  und  B  für  g  unendlich  oft  die  Werthe  0  und  1 
passirt,  nie  dieselben  überschreitend.  Man  hat  i'yf  r  nicht  nöthig,  eine  der- 
artige verwickelte  Funktion  einsuftthren.  Aus  den  Formeln  10)  folgt  näm- 

^  ^  ^  * 

lieh,  dass  die  Werthe  von  7-^, —  bezüglich  B  unabhängig  von  der 
Grö>3se  dos  Kugelradios  sind,  den  man  B  giebt,  und  dasa  man  dieselben 
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<  Werthe>10)  aneh  erhalteii,  wepn  dieM  Kugel  bk  einem  endliehen  Verhiltaiss 
zum  magnetischen  Molekül  stände,  dem  da«  Theiloben  angehört,  wXhzend 
ee  dpoh  unandlioh  viela  deieellraa  nnlawen aoHte.  .Man  kann  «bev-im'fllagt. 
lietischen  Molekttl  alleiMl  einetKngel  eenatmifen,  die  gana  «kunrhalb  dea- 
selben  £KUt,  nnd  die  das  betraehtete  Theilehen  mit  amfasst;  fttr  diese  Kugel 
aber  wäre  Ar=si  au  setaen  und  man  sieht  daher,-  dass  die  eigentlichen 

Werthe  von  ~ — . .  .  aus  den  früher  entwickelten  hervorgehen ,  wenn  man 

darin  1  anstatt  k  setzt.  Diese  Betrachtungen  gelten  übrigens  fUr  alle  mag- 
netische Theilehen,  in  die  man  das  Molekttl  aeirlegeu  kann-,  mit  Ausnahme 
der  in  der  Oberfläclie  lip^onden ,  so  dass  sohon  anch  hier  ein  Unterschied 
hervortritt  zwischen  Oberfläche  und  Innerem,  nur  braucht  derselbe  nicht  be- 
rücksichtigt zu  werden,  weil  die  Oberflächen-Theilciken  nur  einen  unendlich 
kleinen  Theil  vom  ganzen  Volum  ausmachen. 

15.  Es  ist  jetzt  leicht  zu  sehen,  von  welcher  Form  die  Correktionen 
sind,  die  den  Wertbeu  A',  V,  wie  sie  aus  den  früheren  Formeln  folgen, 
beizufügen  sind.  Efi  brAUcht  hier  nur  eine  dieser .Gf'össen,  z.B.  JT,  betrach- 
tet zu  werden. 

Man  berechnet  aus  3  Theilen :  Die  früheren  Formeln  werden  über  den 
ganzen  Magneten  ausgedehnt,  dann  der  lutegralwerth  X'  bezüglich  B  sub- 
trahirt,  und  zuletzt  der  wahre  von  B  herrührende  X"  dazugerechaet.  Man 
sieht  sofort  ein,  dass  die  Differenz  X  '—  X  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Gestalt  vuu  B  sein  aiusb.  Diese  Bemerkung  wird  die  Betrachtung  der 
Correktionen  bedeutend  vereinfachen,  und  auch  einige  wichtige  Kelatiouen 
entwickeln  lassen.    Vergleicht  mau  die  Formeln  10)  mit  14),  so  sielit  man, 

dass  die  Formeln  10)  nicht  die  vollständigen  Werthe  von  — >  .-. .  geben. 

Es  mflssten  nämlich  au  diesen  .Werihen  OUeder  koinmeni  die  dieDüFe' 
rentialquotienten  von  t«,  ty  entkaltw,' nnd  Faot0ren  TOttdd«r:QsiiMi]^| 
wie  M  enthalten,   fiei  Dtferentiatioa  nach  werden  diese  Glieder 

endlich.  Wählt  man  aber  ftir  S  eine  um  das  MolekOl  eoncentrische  Kogel, 
so  enthalten  diese  Glieder  gar  keine  bei  dar.  DiffiBrentiation  nach  y,', 
als  variabel  au  betrachtenden  Grössen  und  sie  brauchen  daher  nach  d«r  eben 
gemachten  Bemerkung  bei  der  Berechnung  von  X"«—  X'  gar  nicht  iMtjiek* 
sichtigt  an  werden.  .Diese  Berechnung  aber  kann  auf  doppelte  Weise  ans> 
geführt  werden,  einmal  mit  au  ffilf«nakme  der  PifferenUalgleiehui/g: 

und  des  s weite  Mal  direct  ans  F,  welches  durch  9)  gegeben  ist  Nach  der 
eben  gemachten  Bemerkung  aber  ist  es  erlaubt,  anstatt 

V    -^j  Ii  ii        *  • 

die  durch  die  Formeln  10)  gegebenen  Werthe  m  baMitM%>wibrMA  Ür 
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9^  SßQ 
dxt*^  dfft*'^  dz,* 

der  W«rth  14)  «iasofthren  iit,  und  nicht  ein  Werth,  wie  er  U8  den  Formebi 
10)  sn  bereoknen  wire.    V  kum  geichrieben  werden :  ' 

\  (    ^7         ^7         ^'7  Y 

/    d'j       «'i       a«i  \ 

nnd  es  i«t  dfther: 


+  i,  r'JJJ  rfy         - *)  +  4«  (l  -  A) |i , 

da  flieh  bei  der  Integration  über  eine  um  den  betrachteten  Punkt  concent- 
rischo  Kugel  die  übrigen  Glieder  heben.  Bei  der  Differentiation  nach  ar, 
ist  in  den  Factoren  nnr  ein  er,,  jS,,     als  yariabel  aQ2a«ehen  nach 

S  12,  doch  fKUt  dies  hier  nicht  ins  Gewicht,  da 

UQd  wegen  ti*  +      +  y,*  =  1  kommt : 

Berechnet  man  jetst  Jf" — mit  Hilfe  der  Momente: 

s»  folgt: 

Vermöge  der  Gleichungen  10)  aber  ist  '       ==        ,         '  =        ,  und 

<7Z|  ÖJTi         ÖJfi  C'»! 

1^: 
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Alu  der  Vefgleichimg  dieser  beiden  Werthe  folgt,  d«M  sobeid  aieht  k^l 

ist: 

16)  ^  +  »JiA  +  ^=o. 

oXi      dlfi  oZf 

16.  Schreibt  man: 

80  erhalten  die  Gleichnngen  JTss  0,  Js  0,  Zs=sO  die  einfeehe  Form : 
duai  ,  -  dußi  ,      duft  ,  ,  du 

»Ji5  +  +    ^  +  4 ,  (A  +    |i = 0 


Sua,  ,  .dttß,  ,      Suf,  8t 


oder,  da 


■0  folgt  für— —:  . 

du  du 

und  diese  3  Gleichungen  reduciren  sich  auf:  , 

wobei  C  durch  ansre  Theorie  gana  «nbestinmt  bleibt»    Bildet  nao» 
Ausdraek  +        mit  Beachtung  von  12b)  und  17),  so  folgt 

wegen  16) : 

18)  '  ^-^^^J}+hl=^Q^ 

di/i  dzi 

Da  u«!,  ttj}i,  uy,,  Differentialquotienten  einer  Funktion  f'i«,,  t,  j3„  t,)P|  aber 
solohe  einer  Funktion  ^|  sind  nach  Ii),  so  mss  nach  17)  auch  sein : 

Die  Gldchnagen  14)  .und  10)  lassen  sich  w«itef  combinifen  an  iateresaanten 
Folgemnge««  , 
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Die  OleichimgMi: 

Öyj     3yia«i'  dx^dzt     ^z^^Xi*  dtfidz,^ dzidyt 
yergliehmi  resp..  mit  '  • 

liefern  die  beiden  Oleichangen: 

Legt  man  die  Achsen  eo,  dftst  die  ar-Acbse  die  Nomale  sum  Strome  Xty^Zg 
bildet,  so  folgt  bierens:  . 

21)  •    ^-|i!  =  Oi|^  =  ö,  - 

d.  h.  die  Intensität  ist  constant  in  den  von  den  Stromebenen  umbfiilten 
Flächen.    Aus  den  Gleichungen  16)  and  18)  aber  folgt  aneh: 

was  sieb  mit  20)  nitr  Verträgt,  wenn: 

Ii««  li=o  Ü'==o 

d.  b.  wenn  die  Intensität  constant  ist  in  der  Ansdebnnng  des  grtnfeea  Ifag* 
neten. 

Daraus  folgt,  dass  w,  wie  es  die'Gleiebung  17)  liefert,  eonstant  ist, 
und  es  soll  der  besseren  Virgleicbbarkeit  wegen  mit  den  Formeln  Ton 
Poisson  in  der  Form 

gesebrieben  werden. 

Filr  diesen  allgemeinsten  Fall  des  magnetiseben  Gleiiehgewiebis  wer- 
den die  Gleicbungen  12  b)  mISgliohst  einfäeb.   leb  werde  später  darauf  sn- 
rttekkommen,  diss  nicht  In  allen  Fullen  diese  einfache  Ferm  zulä8s%  int. 
17.  W(^en  der  Gleichung  .16)  vereinfacbt  sieb  der  Integralwertb  yop 
in  8)  Bu: 

Die  8  Gleichungen  12  b)  lassen  sieb  in  eine  snsammensieben : 

*  *  '26)  ■•     .Q^^(h-k)g>,-j-C,  /' 

und  die  Constante  Ci  kann  ausser  Acht  gelassen  werden ,  wenn  man  sieb 
9i  mit  derselben  behaftet  denkt.  .  Die  Gleichung  26)  wird  dadurch  au : 
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Mm  kMka  mek  95).  «iafMkar  •chmibett.  Ist.«  im  WhiktH  •Oer  aMli 
«Hwn  gmdrthtaa 'NMmuile  mit^dem  RftdiiMVBctor,  m  ktr 

«ad  Betet  Bant     .  .  • 

28)         kl-s^cosl -t  ^co9m ^  cosn]=i  EcosK  y 
8«'  wirdif  Mt'  .  t  .     .  . 

UQfi  die  GleichiiBg  27)  Ml: 

30)        —  +  /  f  -  QUin^d^d&  —  q^O\ 

18.  Für  sind  diese  Formeln  identisch  mit  den  von  Poisson  ent- 

wickelten. Die  Willkübrlicbkeit  von  h  zeigt,  das»  das  magnetische  Gleich- 
gewicht auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  eintreten  kann.  Jedenfalls 
aber  .steht  dieser  \V'erth  in  einem  gewiaeen,  durch  diese  Betrachtunfj^n  aber 
niclit  cutdeckbaren  Zusammenhange  mit  der  inneren  Beschafienheit  des 
Körpers.  Es  ist  aber  wohl  denkbar,  dass  je  nach  der  Beschaifenheit  von 
(/'  auch  ein  anderes  h  bedingt  wird  und  es  braucht  desshalb  auch  /,  propor- 
tional zu  sein  der  Inteneitat  der  Induction.  Man  sieht  nämlich  leicht  ein, 
dass  für  ein  fest  bestimmtes  h  die  Proportionalität  dürch  Gleichung  27)  oder 
30)  verlangt  wird,  dass  aber  für  variable  h  dieselbe  nicht  gefordert  wird. 
Es  erklärt  also  auch  die  Amp^re'sche  Hypothese  in  ihrer  einfachsten 
Form  diese  durch  die  Experimente  .bewiesenen  Umstlbide  ohne  zu  Hilf- 
niüime  der  yon  Weber  in  seinen  elekfapudynamischea  IfaMsbeetfiMiiing«» 
Aber  Diaroagnetismos  angenonyiBMiatt  Xodifieatlon.  Diese  Versebfeden- 
beit  der  Ampire*talMn  Hypothese  und  der^yon  Faissoil  hemteteQ'istv  -  vi« 
ieh  glsnbe,  desshalb  bis  jetit  nieht  aufgefunden  wor4<Sr'*'*A>BaadtoIden* 
titftt  beider  Hypothesen  schon  daraus  genügend  dargetban  glaubte,  dass  die 
Wirkong  eines  gesehlossenen  Streng  dieselbe  is|k,-  wie  die  einer  geechlos- 
senen  magnetischen  FlSebe. 

.IsVgar  keine  IftdMifeikde  Kiralt :  roebandto , « lit  f • ,  so  •rglsbt'  die 
Theeri*  f^äasi,  d»  h.  i^-O«  l>ieaee  Latetavei  «b«r  kann  a«skiiiatfh«iiMf«v 
Theorie  bei  beliebigem  q'  «hitraten.  Ss.  ist  ;niitiUeli  m  «Uea-Okf Stegen 
der  Factor-.^  t»,  t|  {weggelassen,  alpo  seine  Versehiedenheit  yon  0  angenom» 
man  worden.  Fftr  js=si(,'s3  0  aber  ist  es  nicht*  erlaubt,  dnd  es  ist  dann 
offenbar  aaeh-jedes*  Molekitl  des  Magneten  iu-Oleichgewidit,  wie  die8>na« 
'  tfirlich  auch  bei  ganz  unraagnetischen  Körpern  stattfindet.  Unsre  Theorie 
umfasst  nach  Poisson  auch  das  elektrische  Gleichgewicht,  indem  fiir  h=sk 
die  Gleichungen  identisch  werden  mit  denen,  die  von  ihm  für  diesen 
Fall  entwickelt  worden  sind,  Wollte  man  die  elektrische  Vertheilung  eben- 
so wie  die  magnetische,  entweder  durch  eine  Vertheilnng  der  Fluide  oder 
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durch'  elektrische  Ströme  in  den  Mölekttlen  erkUtram,  so  würde  nnsre 
Theorie  noch  einen  bemerkenswerdieii  Vortheil  gegenüber  der  anderen  be- 
sitzen. Die  von  Poisson  für  das  magnetische  Gleichgewicht  gelieferten 
Formeln  gehen  nämlich  in  die  fürs  elektrisdie  ttb«r  für  Ars=sl  also  für  eine 
ganz  specielle  Beschaffenheit  der  Sabstanz,  nnd  es  wäre  sonach  in  einem 
des  Maguetismns  fähigen  Körper  keine  elektrische  Vertheilnng  möglich; 
diesen  Widerspruch  entliillt  die  Gleichung  27)  und  30)  nicht,  wenigstens 
bis  jetzt  nicht,  da  noch  kein  Zusammenhang  zwischen  den  inneren  Eigen- 
thümlichkeiten  der  Substanz  und  h  aufgefunden  ist.  Die  rileiclmngen  12 a) 
zeigen  übrigens,  dass  für  li  —  k  oder  ?/ --i-O  jeder  belieljigo  Strom  im  Innern 
im  Gleichgewicht  ist,  dass  also  ein  elektrischer  Körper  g&nz  indifferent  ge- 
gen innere  Ströme  wich  vc^rhiilt,  wenn  Ar^l. 

19.  Die  Entwicklung  der  Gltnchung  27)  oder  'M))  kann  vermöge  der 
Reihen  geschehen,  in  die  jede  Funktion  zweier  Winkel  i/;  Ö  verwandelt 
werden  kann.    Die  Funktion     genügt  der  Gleichung 

;;.«•)•     •  a^+g+ii=«'-    •■  ■ 

wie  sofort  aus  16)  folgt. 

Man  kann  die  Gleiehnng  31)  in  Polarcoordinaten  umsetxen,  indem  man 
sdireibt;  ' 

dcsss  ^ 90i %  y  =  ^  sin ^  C9sSy  -z  *ss  q  tm^f  sin 0, 
Die  Gleiehmg  31)  wird  so  mnt 

32^  t99  ,  ,    1    yy^^  « 

Die  S^ektioB  y  sott  m»  in  eine'Reihe 

33)  ^=:il;  +  J»i  +  ü^  +  .,. 

▼erwaadeh' werden/  deren  Glieder  efle  einer  DtArentiel^etchiing- genfigen, 
B.  B.      der  -Gleiehmig: 


d     SUl  1/;  ^r— 


diese.  Belbeaentwiekhiag  ist  für  jede  Fuktion  iweier  Winkel  i^  ^  in  der 
geaeMi  AnsdekwiBg  0  bb  nnd  0  bis  »i»  «tad  ewer  nnr  eindentig>  «OgUch* 
Vergielebt  man  diese  Oleiolinnf  mit  82),  so  fblgt: 

•  ■    ,   •      ^(„)(«  +  i)7i.  =  «5U»=r{e'-^!,  ; 

nnd  wegen  der£inde«tig^eit  der  Reihenentwicklnng  folgt  biennu 
werans  folgt,  dass     ron  der  Form  ist: 

.    34)  '.■  •  jn.=^ir.+  .'^^ 
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wo  En  und  der  Differenüal^eieliviig  ge&ttgen  mfitten,  vnd  keine  Fnnk-' 
tionen  von  q  sind. 

20.  Es  ist  also  ganz  eindeutig  entwickelb.ir  und  es  wäre  eine  Probe 
für  die  Theorie,  dass  der  Werth  von  f>  den  Gleichnngen  genügte,  die 


früher  für  ihn  entwickelt  sind,  dass  er 


einen  constanten  Werth  eigiebt.  Da  es  niebt  mdglicb  ist,  die  Gleiebnng 
27)  allgemein  zu  lösen,  so  lässt  sich  aneh  die  Probe  niebt  allgemein  an- 
stellen. Im  Uebrigen  l&sst  sich  sicher  erwarten,  da:8s  sie  zutrifft,  weil  dies 
Besnltat  ans  gewissen  Eigenthümlichkeiten  Ton  0  selbst  folgte.  Wir  wer- 
den Übrigens  auch  Fftile  kennen  lernen,  wo  die  llieorie  diese  Constans 
nicht  verlangt.  -  * 

Man  sieht  aus  dem  Vorigen,  dass  ich  die  Wirkung  der  Nachbarmole- 
k'ale  auch  durch  die  Formeln  1)  nnd  «war  mit  Zugrundelegung  rechtwink- 
liger Coordinaten  berechne.    Wenn  anch  dann  die  Formeln  eigentlich  un- 

0' 

bestimmte  Ansdrfieke  —  geben,  so  sieht  man  doob,  dass  denselben  ein  gans 

bestimmter  Integralwertb  entspricht.  So  ist  es  z.  B.  auch  möglieh ,  däe 
Integral  von  • 

1         1         1  ■  • 

a«A    a«-  d*- 

r         r  r  *  ■ 

auf  diese  Weise  sieber  m  bereebnen.  Nnn  ist  es  dann  nicht  mehr  erlsnbty 
die  Elemente  so  gross  an  nehmen,  dass  sie  eine  Ansahl  grösserer  MelekOle 
nmfassten. 

21.  Ohne  jetit  die  Afisnahmefillle  m  betraehten,  in  denen  aaeb  der 
jetat  entwiekelteB  Aoaljse  die  aufgeführten  lUnltate  uoht  mehr  soliseig 
sind,  will  ieh  ein  gans  specielles  Beispiel  beCraditen,  welebee  ngleiek  als 
EfgflUis&ng  von  No.  19)  aofsaftohren  nSthig  ist  Ans  der  BesehaiEMihett 
der  GleichgewiehtsbediBgQngen  ersieht  man;  dasii  es  ▼iel  leiehter  ist,  das 
q  bestimmen,  das  einer  bestimmten  Veitheiling  des  Ifagnetismas  «nti» 
q^rieht,  als  umgekehrt  ans  f  die  letatare  in  bereehnei.  Es  soU  daher  bo» 
reehnet  werden,  wie  die  iBflneniirend«  KraH  besebaffBn  sein  mus,  dasrnt 
in  einer  Kngel  alle  Jfoleknlarströme  in  parallelen^  Bbenen  liegen.  Man 
witd  aas  diesem  gans  speeletU«i  Beis^ele-  sngleiäi  ■emeken,  wie  in  der 
Tbat  die  Willkfihrliekkeit  TOn  h  was  gleiehaeltigen  Jkklimag  des  magneti- 
schen nnd  des  diamagnetischen  Gleicbgewiebtes  genügen  kann.  Weg«n  der 
Eindeutigkeit  der  Reihenentwieklnng  33)  kann  dem  so -berechnMen  /  auch 
nnr  diese  specielle  Vertheilung  entsprechen.  Die  oonstante  IntensiMt  fei  i* 
Die  Ebene  der  Ströme  werde  nur  ys-Ebene  gtonommen^so  ist: 

 .   ^  Q 

also  bis  auf  eine  gans  einflossreiche  Constante  ^     t«,  ödelr 
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and  ist  a  der  Kogelradius,  so  ist 

E=  ki  eosi^^ 

in  30)  aber  ist  anstatt  p'  eiasusetoen  a*.  Da  nQn  eo«^  der  Werth  von  /\ 
ist  fQjr  ^'7=  0  and  da  allgemein :  / 


«  2« 

4ff 


JJ 


wo  }',^  dvr  Werth  von  l,,  iat^  wenn  4*  durch  erüotzt,  ho  f-olgt,  üass 
aus  .90)  dio  Gleichun<;  wird :  .  • 

£8  uiu»d  UaUt*r  q  von  der  Form  sein  . 

y  =  //i  ,j , .  , 

Dies  tritt  z.  B.  ein,  wenn  sich  die  Kugel  in  einer  gegen  ihren  Durchmesser 
sehr  weiten  und  langen  Spirale,  die  von  einem  Strome  durchflössen  wird, 
befindet.    Das  Gleichgewicht  besteht,  sobald 
•• '  •  -  •     4«  ^  . 

■    Z-  ^  • 

Fttr  hfssi  wird  dies  identisch  mit  der  Formel  von  Poisson  nnd  man  ersielit 
daraiWj  das«  diis  Eünftthrang  von  k  meht  einmal  genügt,  nach  Att  Polsson- 
•ehen  Hjpotheae  an  erklMren,  wamin  die  IntensitSt  4b  den  veitchiedenen 
Sabttaiiaan  beim  indneirtett  Maifnietismne  so  venichiedea  ist  Die  Fwmel 
8»)  le^t  «brigens,  dass,  da>A  .^villkfibrlieb  ist,  das  magneCisnbe  Oleiebge- 
wleht  ftr  jede  beliebige  Jbitenaittt  eintritt,  so  dass  es  erkltrlieh  ist,  dass 
versohitdeM  Sabstaeaea  naeb  Anaseta  nnter  denselbeD  Umsttaden  entge- 
geageaatate  Wirkungen  auattben  ktonen,  indem  für  ein  h  von  en%egenge* 
Mtalen  Voneicben  ancli  r  voa  enti^engesettten  Voeaeieben  wird;  dies 
deutet  dam-  eatgegenge^etale  Riehteng  aUei  Holekalarstrttme  an.  Da 
1=3 1,  |},  s=  ^,  =:  0  unü  Q  («B  q  -f*  f')  ven  der  Form  ist,  so  rnnss  aaeh 
in  der  Thai  das  Gleiohge wicht  sowohl  gegen  Drehung  als  gegen  Veirsehie- 
bttng  für  jede  beliebige  Intensität  bestehen. 

Bei  dt'r  Berechnung  des  von  den  Naclibannolekiiiea  berrfibrenden 
Jtfomontes  dürfen  dieselben  als  parallel  und  gleich  intensiv  angenommen 
werden  (s.  Nr.  9  und  10).  Da  nun  sowohl  q  als  q  einer  so  beschatfuen 
magnetischen  Kugel  für  jeden  beliebigen  inneren  Punkt  nach  der  lotsten 

Entwickelnng  gleich  — ^  t  >st  nnd  bei  beliebiger  Lage  der  Aebsen 
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4itk 

 r-'i(«tt«i  +  A^9  +  yi<^t)  Min  wttrile,  80*folgt  die  Richtigkeit  der  For- 

ö 

mein  10)  aucli  für  den  Fall,  dass  B  eine  beliebige  gegen  die  Tunkte  a,  y, 
exceutrische  Kugelfläche  sei;  nur  muss  sie  alle  Nachbarmolekäle  umfassen 
uud  sehr  klein  gegen  die  Dimensionen  des  Magneten  sein.    Es  sind  daher 
bis  auf  Grössen  Ton  der  Ordnung  wie  die  Dimensionen  dieser  Kugel  die 

Ausaracke  r- 1|  fl^,  r—  «i  pi*  r—  die  Wertue  Ton  ^  , — ,  3— 

3  3  3  OJCi  t  t/i  oZi 

für  eine  beliebige  sphärische  Gestelt  von  B  nnd  es  sind  daher  nnch  nach 
Nr.  U),  wenn  nicht  eben  h=^l  ist,  die  Gleichungen  11)  hinreichend  be*  . 
gründet. 

Die  AttsnahmefiUle  von  den  jetst  entwickelten  Besnltoten  gedenke  ich 
in  einem  späteren  Aufsatse  noch  knrz  an  erwähnen  nnd  dabei  angleich  in 
Etwas  anf  die  Zustände  an  der  Oberfläche  an  kommen. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XXXLX.  Entwickelnng  «iiitr  nenoi  Beihe  fikr  die  OamnafitnetioiL 
In  der  bekannten  Gleichung 


0 

nehmen  wir  zuerst  2  =  1  +  y,  wodurch 

erhalten  wird,  nnd  benntsen  hierauf  die  fernere  Substitution 

2)  '    (n-y)<r-»  =  i  — «». 

Dem  Intervalle  ys=  —  1  bisys-f-oo  entspricht  das  Intervall  « »  —  1 
bis  «  =  1,  nnd  es  ist  nur  noch  dy  durch  dx  aussudrficken.  Zn  diesem 
Zwecke  geben  wir  der  vorstehenden  Gleichung  die  Form 


y 


j/1— (l-|-y)e-i' 

bei  welcher  das  Theorem  von  Lagrange  angewendet  werden  kann.  Man 
findet  mittelst  dieser  Umkehmngsformel 

Zeitaehrift  r.Mathamattk  a.  Phytlk.  IV.  29 
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3)  ^'  1^1.21.2.3 

V(y)1  fü^y=^0 

und  nach  Oaucliy's  Untersucliun<;en *)  ^ilt  diosn  Entwickelung  für  jpdps 
dessen  Motlulvis  w('nig;er  betrSgt  als  der  Modulu»  de«  kleinsten  o,-,  welches^ 
durch  Auflösung  der  Gleichungen 


erhalten  wird.  Im  vorliegenden  Falle  ist  leicht  za  8ehen,>dass  die  genannte 
Entwickelung  für  jedea  x  gilt,  dessen  absoluter  Werth  unter  der  Einheit 
liegt;  bestimmt  man  daher  ans  Nr.  3)  and  «etat  den  Werth  von  äy  nebst 
dem,  was  nnter  Nr. '?.)  angegeben  ist,  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  hat  man 
die  Gleichung 

oder 

1 

pP         ePj  ^  \  '      1 . 2         1.2.3.1     ^  / 

0 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  geschiebt  i^ach  der  Formel 

i«8.5 . . .  (2ffl— 1)  p  r(p) 

"2*        2-        •(P+i)(#>+D...(2fli+4)*r(p  +  4) 

and  .fahrt  an  folgendem  Sesnltate 

1         p  ^%      i   ^1  ^*  '  ^     '  I 

P^.^npTi)  IphTJ   4CHT)(iHT)  4^8(/'+Ü(>+l)(p+4)"*'"*i 

hierans 


Fttr  f>  =  Y  —  ^,       ^  jedenfalls  mehr  als  \  betragen  mnss,  einlebt  sich 


und  es  dürfte  diese  Gleiehnng  insofern  bemerkenswertb  'sein,  als  hieF  (9) 
darch  eine  FacnltKtenreihe  ansgedrflckt  ist^ 

Zar  Bereebnnng  der  CSoefficienten  a„  a«,  ete.  empfidilt  sich  die  fai> 
dependente  Formel 

nicht  sonderlich  nnd  es  ist  daher  besser,  eine  recnrrirende  Formel  aafao* 
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soeben.  An«  der  Gleiehaag  2)  erhält  man  yunichst  diurch  DiiFereiitiatio|i 
und  Elimination  Ton 

femer  durch  «malige  Differentiation  diesor  Gleicliun*' 

(1  —  x*)  J)"  (yy)  —  2  «  X  />«  - '  (y  y)-2n{n^  l)  i>— «  (yy') 

-   -  2 

führt  man  liiiktr  Jland  die  angedeuteton  Differentiationen  ans,  setzt  dann 
jr=ü  und  berück.siclitigt,  dass  für  diesen  Specialwerth  y  verschwindet  und 
y<'")  =  ö^  wird,  so  j^elangt  man  scu  folgender  liecuraion«formel 
.Wi  «I  «n  +  («)t  «f  ««-i  +  ('Os  («3  "  3  .  2  fl,)  fl„_2 

+  (")4  («4— 4.3a,)o,^4-(«),(a,~ö.4a,)a«_4+... 

Diese  liefert  der  Reihe  nach,  wenn     =  0  gesetzt  wird, 

nnd  es  ist  daher  nach  Nr.  4)  ... 

oder  auch 

;     l^y-TA^     c^;^-*»^    ^    y        '  .     24?.+  l^3456  (?-i-l)(.y  +  2) 

Die  in  Nr.  2)  benotete  Sobstitntion  ist  übrigen«  n^r  ein  specieller  taXl 
der  allgemeineren 


worin  ^  eine  beliebige  positive  QrSsle  beneidineft;  nimmt  ^»8  ^=00,  90 
wird  ...  ,  » 

und  dies  ist  jene  bekannte  Substitution,  welche  zuerst  Ton  la>plüce  in  Nr. 
23)  der  Th^rie  analyüque  des  probahüites  angewendet  wnrde. 

.  ■  ^    0.  SCBLÖMILCH. 

4' 


XL.  lieber  eine  transcendente  Function.  Die  bekannten  Regeln  anr 
Entselieidung  der  Conver^onsi  oder  Divergenz  Unendlicher  Reihen  gisben 
zu  erkennen,  da«»  die  Reihe 

für  jedes  endliche  u  convorgirt;  ihre  Summe  ist  daher  eine  bestimmte  Func- 
tion von  M,  die  F  [u]  heissen  mö-^^e.  Bei  kleinen  u  hat  es  keine  Schwierig- 
keit, die  Werthe  von  F  {xi)  mittelst  der  Reihe  selbst  numerisch  zu  berech- 
nen, bei  einlgermassen  grossen  u  dagegen,  wie  z.  B.  für  «  =  100,  wird  diese 

2»» 
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Operation  nnansflEllirbftr,  and  es  macbeo  sich  dAnn  andelre  Methoden  noth^ 
wendig.   Hierfiber  mögen  ekt  paar  Worte  folgen. 
Setat  man 

OD 

verwandelt  die  EzponentiaIgr5sse  tf**^'  in  die  gewöhnliehe,  naeh  Poten- 
sen  von  uze^*  fortschreitende  Reihe  nnd  integrirt  die  einaelned  Glieder 
mittelst  der  Formel 




0" 


(V 

so  erh&lt  man  augenblicklich 

2)  /r(„)==:l  +  ^+^  +  ^^  +  , 

and  es  ist  daher 

Um  weiter  f  (u)  zu  transformiren,  nehmen  wir  in  Nr.  1)  z  =  L-^  jf  und  be- 
aeichnen  ^  aar  Abkflraang  mit  v;  dies  giebt 

Hier  benntsen  wur  dieselbe  Substitation  wie  im  vurigcn  Anfsatse,  n&mlieh 
woraos  tUt  atte  Hebt  gebrochenen  x  folgt 

•'=°i*+iT»"*ti;^»'+  i 

wir  erhilten  dann 

+1 

oder 

1 

A«)  -ly^-o-^d  -  j«. +1^,-'+, :  . ,  ^ + •  •  •  • .  ■} 

Mnltiplicirt  man  die  eingeklammerte  Beihe  mit  1 — vmä  setat 

so  hat  man  nach  dem  Vorigen  nnd  naeh  Nr.  2) 

1 

3)  =s  1  +  2«  e»-«y e— (A,  +  6,*»+       + . . . ..)  dar. 
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Die  CoeHicienten  6«,  6,,  64  etc.  sind  Termöge  der  obigen  Formeln  bekannt, 
nSmlich:  » 

es  handelt  sich  also  nur  noch  um  die  Ausführung  der  angedeateten  Inte- 
gration.  Ist  nnn  u,  mithin  auch  0,  positiv,  so  setzen  wir 

und  erhalten 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  liefert  ein  Resultat  von  der  Form 

4)  =  +       +   }. 

worin 


6) 

ü 

Das  erste  der  vorkommenden  Integrale  nämlich 

.00  Ä  _  00 

J,=-Je-^  dt^Je-^  dt^J      di  =  V^^J t"^  dt 
0  0  y;;  ^    Vi  , 

kann  mittelst  der  Kramp* sehen  Tafel  für  die  Transcendente 

OD 

^dt 


in 


sehr  leicht  berechnet  werden;  ferner  giebt  die  theilweise  Integration  in 
Nr.  6) 

 ;hFi 

oder  umgekehrt 

Jn.^i    i  [(»»  + 1)    ~~  VtF^^r^l 
und  hieraus  finden  sieh  der  Reihe  nach  /„  J4  ete.    Zufolge  der  angegebe- 

nen  Coefficientenwerthe  und  wegen  t>==  —  hat  man  jam  für  positive  u 

Bei  dnigermassen  bedeutenden  tt  vereinfaeht  sieh  diese  Formel.  Weil 
nimlich 

.00 

'^dl<^€-^. 


00 

*</«-' 
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go  kommt  der  Werth  dieses  Integrales  schon  bei  massigen  ti  l^s.B:  fttr  »=5) 

der  Null  sehr  nahe,  sodass  /„  -  7  Z^'*  gesetzt  \vor<Ten  darf;  irlpiclizcitig 
werden  ^ve'",        e~''  etc.  «elu-  klein  und  es  ist  daher  näherungswei»  , 


J-i  ^  ^'   n  s  w' 


mithin 


7).w=.  +  ^.H,._i(i)_-^(;;)'_  j 

So  .wird     B.  für  u  ~  lOOe  =  271,82818,.  1;  =  100,  ^»  =r=  10» 

•</-'''"<Ä''-""<(fo)" 

tu 

ferner  haben  10  .  und  10'.  noch  keinen  Einfluss  auf  die  10'"  l)o- 

cimal.sti'llc ,  und  es  sind  rlaher  die  oben  an^^egebonen  Naheruugüwerthe 
von  J^^Jx^Ja  auf  40  Decimaleu  richtig.    Dies  giebt 

FCl00e)  =  l  +  10l/2»i.e*«»}l^  —   —  

^      '        -r     r    »  .      I       2400     11520000  * 

oder 

F(100«  )  —  1  .  ^  10  /       .  <r'*^ .  0,99«58, 

hg  [/'(100/^j  —  Ij  44,.s.;<s;i(); 
deiiinacli  betriigt  /"(lOO/')  eine  Einheit  mehr  als  fine  aus  45  gm/.cii  ZitVcin 
hestehendt'  Zahl,  wpIcIip  zwisclien  (>7:iö3  .  10'"  und  07354.10*°  enthalten  ist. 
Bei  negativem  u  wird  auch  v  negativ  und  nach  Nr.  3) 

I 

0 

hier  lasst  «ich  /.war  die  näuilii  he  SnUhtitutioii  i'x^  t  anwenden;,  aber  das 
Kesuitat  ist  von  keinem  Nutzen ,  weil  man  wetb  r  t'itr 


Je+^äi  noch  für  «f/ 


eine  Tafel  besitst.    Wir  gehen  daher  einen  anderen  Weg. 

Durch  Keihenentwickelnng  nnd  Integration  der  einseinen  Glieder  zeigt 
sich,  dass  anch 


0 

ist}  Ifiast  man  hier  —  u  an  die  Stelle  von  m  treten  nnd  benntat  die  Snbstt« 
tntion  er*  =  1  —  4?,  so  erh&lt  man 

1  l 

0  0 
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Auf  den  Ausdruck  (1  —  ist  zunächst  der  Binomische  Satz  anwendbar 

und  zwar  wird  man  die  einzelnen  Binomialcoeffidenten  entwickeln  und 
Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnen  j  dies  giebt 
1 

ü 

Die  einaelnen  Glieder  können  mit  Hülfe  der  Formel 
1 

'1.2.3...'./» 


(1— =• 


^  («+l)(«  +  2)....(«H-n  +  l) 

integrirt  werden,  wobei  zur  Abkürzung 

(«+l)(»  +  2)(«+3)....(tt  +  a»)=sili„ 

sein  möge;  man  hat  jetzt 

,       i    .   2m  ,  3«  ,  8u+12i*«  ,  30u  +  60«f  . 
=  1  +•  r  '  H  — h  

«(!>       «(3)       "(4)  M(5)  "(6) 

l'  ,   2m   ,  2iu+l^u*  ,  354  M  4- 750«'  + 180 1«^  . 
~— '  — —  «f-  —  -f»  ■        T"  -  ■  T  •  •  •  • 

mithin 

8)  J?(—  k)  —  1  —   lü*  _  '^^ "*  +  it'+mu* 

"(>)     «(3)  "(5)  »'(7) 

Man  ersieht  liieraus,  dass  h\ — «)  bei  unendlicii  wachsenden  ;/  sich  der 
Grenze  Null  nähert.    '  '  •  -    •  .  Q,  Sculomilch. 


XLI.  Eine  Eigenschaft  der  oonjngirten  Diametralebenen  des  Ellip- 
SOidf.  <  Herr  Lector  Lindmunu  bewies  im  Jahre  1853  dai>  bemerkenswerthe 
und,  wie  es  scheint,  nicht  beachtete  Theorem,  dass  die  Ellipse  von  conjn- 
girten  Durchmeneni  in  vier  gleiche  Theile  getheilt  wird.  Vermöge  der 
Bwiscben  den  Eigensebaften  der  Ellipse  nnd  denen  der  Ellipsoide  fftnttfn- 
denden  Analogie  Ittsst  sieh  ein  Hhnfieher  Sats  tüt  dM  EDipeeid  yermnthen. 

Die  Gleiehnng  ^ea  Bllipsoides,  beaogen  attf  drei  conjngirte  Diametor 
mit'den  LSngen  2a,  2*,  teUt 

Bezeichnet  man  mit  l  den  Winkel  zwischen  den  Acli.sen  der  y  und  z  und 
mit  ^  den  Winkel  zwischen  der  Achse  x  und  der  Ebene  yz,  so  ist  das  Vo- 
lum eines  der  acht  Theilc,  in  welche  das  EUipsoid  durch  die  Ebenen 
jr^xyj  ;j^xz,  ^yz  gQtheih  Vfird, 

sin  X  sin  nfäx    C ly  Z*'* 
0       0  0 


Digitized  by  Google 


438  Kleinere  Mittheiliingen. 

sich  flio  verscliicflonen  Vorzeichen  der  Grenzen  auf  jene  acbt  Terschiede- 
nen  Theile  bessiehen.    Mit  Hülfe  der  Formel 
m       n  ml 

1^ äx J f{^t  y)  rfy  *==y»</»  J fij^y  vif)  (t>  eine  Function  von  «) 

5    0  0  0 

erhttU  man  das  in  Frage  stehende  Volnm,  ohne  Rücksicht  anf  die  Zeichen 
=  sink  sbf^  bej'dx  j{\  —      /l— dy 

0 

sin  l  sin  (in  ab  c 
~  6  • 

Der  absolute  Werth  dieses  Ansdracks  ist  nnabhfingig  von  den  Zeichen 
der  Orensen;  hierans  folgt,  das»  die'  conjngirten  Diametralebenen  dat 
EUipsoid  in  acht  gleiche  Theile  theilen« 

GotbenbuTg.  G.  R.  Dahlaitdbr. 


JUL  ITeber  die  Oannigkait  €iB«r  baMmdem  4^  von  Hirdliiiii» 
itmment«!!.  Das  von  dem  Ingenieur -Obersten  Hogrewe  erdachte  Ni- 
vellir-Instrument  (wjelches  jetat  in  vorattglicher  Beschaffenheit  vom  Mecha- 
niker  Starke  am  k.  fc.  pdlytechn-.  Institut  In  Wien  verfertigt. wird)  hat, 
wie  bekannt,  die  Eigenthltmlichkeit,  dass  man  ans  den  Umdr^hnngsaahlen 
welehe  eine  am  Instrument  angebrachte  vertioale  mikrometrische  Schraube 
angtebt,  und  welche  der  horiiontalen  Richtung  der  Fernrohraxe  und  deren 
EinsteHnngen  auf  swei  an  der  invellirlatte  befestigte  äSielsehelben  entspre- 
chen, sowohl  die  Distaaa  der  Latte  vom  Instrainente  als  die  Lattenhöhe  zu 
berechnen  im  Stande  ist.  Die  vollständige  Beschreibung  setner  Erfindung 
hat  Hogrewe  in  dem  1800  in  Hannover  erschienenen  Buche:  „Praktische 
Anweisung  zum  Nivelliren"  nebst  detailirten  Zeichnungen  und  allen  nütbi- 
gcn  Rechnungsvorschriften  veröffentlicht.  Die  späteren  Nachahmungen  so- 
"  wohl  jenes  Instrumentes  als  jenes  Buches  gaben  zwar  diesen  beiden  Dinp:on 
'  eine  Snsserlich  verschiedene  Gestalt ,  aber  das  Wesen  derselben  ist  durch 
sie  nicht  erweitert  worden.  Dies  ist  so  licbtig,  dass,  wenn  Hogrewe 
(S.  113  seines  Buches)  nur  den  Fehler  in  der  Distanz  einer  Berechnung 
unterzieht,  welcher  aus  einer  Unrichtigkeit  in  den  Ablesungen  an  der 
Schraube  entsteht,  den  aus  gleicher  (Quelle  pntspringonden  Fehlor  in  der 
Lattenhöhe  aber  gar  niclit  untfrsucht,  j^pnau  eben  so  weit  auch  in  allon 
späteren  über  diesen  (Gegenstand  orHcliienenon  SchriftPii  und  in  derselben 
Weise  vorgegangen  wird,  obgleich  schwerlich  Jemand  verkennen,  kann 
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d«9i  di^FoUer,  velohen  das  Instramdiit  beim  NiTelllren  «itenrorfBA 
ist,  yiel  stStkar  ins  Oewieht  fanen  wid  daram  mit  eher  eine  geaanere  tJn- 
tersnelraiig  erbeisohen^  als  jene,  - welche  bei  der  Anwendnng  desselben  Bi- 
stramentes  als  Bistanamesser  sä  beftirehten  sind.  Ohne  eine  genauere 
TJntersnchnng  ist  aber  nicht  nnr  Icein  ÜTtheil  Aber  die  Leistnngsf&hlgkeit 
jenes  Nivellirinstrnments  an  sieb,  sondern  auch  keine  Vergleichnng  dessel- 
ben mit  den  gewöhnlichen  iostnuaenten  mögUeh,  und  wenn  Jemand,  be* 
zfiglich  des  erstem  auf  die  günstigen  Resultate  voh  Erfahmngen  ^h  be* 
niftf  welche  vermeintlich  in  der  nahen  Uebezeinstimmnng  zweier  mit  rer- 
schicdenen  Instmmen  ausgeführten  Nivellements  von  recht  langen  Li- 
nien  liegen,  so*  ist  es  damit  wohl  nnr  anf  ein  „  rein  praktisches  "  Pabliknon^ 
abgesehen. 

Dasfl  das  mehrerwäbnto  Nivellirinstrnment  dem  gewöhnlichen,  bei 
sonst  gleicher  Beschaffenheit  der  Libelle  und  des  Fernrohrs,  naehstehe, 
lässt  schon  der  Umstand  vermuthen,  dass  bei  ersterm  die  Bestimmung  jeder 

einzelnen  Lattenhöhe  zwei  Pointirungen  und  drei  Ablesungen  an  der 
Schranho  .  somit  fünf  Fehler  zu  befürchten  sind,  während  bei  letaterm, 
unter  sonst  gleichen  Umständen,  nur  ein  Fehler  beim  Einstellen  der  Ziel- 
scheibe möglich  ist. 

1. 

Indem  es  nun  meine  Absicht  ist,  die  Gesammtwirkung  jener  fünf  Feh- 
lereintiüsse  oder  den  mittleren  Fehler  des  Instruments  zu  bestimmen, 
müssen  nothwendig  die  beiden,  bei  jeder  Pointirung  im  Visiren  und  im  Ab- 
lesen an  der  Schraube  eintretenden  Fehler  vereinigt  gedacht  und  ihr  mitt- 
lerer Betrag  als  gegeben  vorausgesetzt  werden.  Ebenso  wird  der  mitt- 
lere Fehler  in  der  Beobachtung  der  einspielenden  Libelle  und  der  ent- 
sprechenden Ablesung  an  der  Schraube,  —  womit,  «wie  bekannt,  keine 
Pointirung  in  Verbindung  steht,  —  als  gegeben  betrachtet. 
Dies  voransgesetat  sei  nnn : 

die  beobachtete  Angabe  der  Sebranbe  bei  einsp^ielender  Libelle, 
Si  und  ^  die  beobachtenden  Angaben  der  Schranbe  bei  Einstellung 

der  Visirlinien  resp.  anf  die  untere  nnd  obere  Zselseheibe, 
fig,  fit ,     die  beaiehangsweise  diesen  drei  Beobacbtnngen  entspre- 
chenden mittleren  Fehler« 
If  die,Entfemnng  der  Zielscheiben, 

A  der  Abstand  der  untern  Scheibe  vom  Fnsspnnkte  der  Latte, 
L  die  ans  den  Beobachtungen  berechnete  sogenannte  Lattenhühe, 
I»  der  mittlere  Fehler  in  Z. 
Pieser  Fehler  |*  nnn  wird  durtb  einen  Sats  bestimmt,  welchen  Ganss 
in  der  Theoria  eombhu  observ,  errorünu  mitiimum  ohnosiae  (pfig»  21,  ort  18) 
begrQndet  hat  vnd  welcher  fbl^eodermassen  lautet: 

Beaeichnet  L  eine  gegebene  Function  der  Unbekannten-  s^  S|,    und  fi 
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dun  mittleren  Fehler,  weleher  in  der  Bestimmiing  yon  L  in  beffirobten  ist, 
wenn  fär  V'n't  nicht  die  wehren,  eondern  die  Ton  einander  nnebhingig 
beobachteten  Werthe,  welche  resp.  den  mittleren  Fehlern  ^ ,  m  onter- 
worfen  eind,  gesetst  werden,  so  ist : 

Fttr  die  Bereehnnng  von  L  hat  man,  wie  bekannt,  den  «ehr  genäherten 
Avsdraek : 

loJglieh 


womit  man  au  der  Formel :  ' 

f = (7^3^,  y.  /('t— «!)•  (».•  +  (*.— *.)•  Mt*.+  (*,  - 
gelangt,  aas  welcher  sieb  die  folgenden  Bemerkungen  ergeben. 

.2. 

Unter  ücn  Stellungen,  welche  die  Latte,  bei  unveränderlicher  Entfer- 
nung vom  Instrumente,  je  nach  der  höheren  oder  niederen  Lage  des  Auf- 
Btellung.spunkte.s  haben  kann,  giebt  es  eine,  worin  der  Fehler  fi.  sein  Mini- 
mum erreicht.  Um  diese  Stellung  zu  bestimmen,  bemerke  man,  da«s  für 
eine  und  dietielbe  Entfernung  die  Differenz  —  .v,  als  unveränderlich  an- 
sntehen  ist,  nnd  dass,  wenn  man  fttr  einen  Augenblick 

#t 'i  =   + «1 

aetst,  der  Avsdraek  für  in: 

l^^^fr* +  (*,  -  s,  -  r)«  I»*  +     -  «o)V 

ttbergeht.    Darin  kann  sieh  allein  noch     Indem,  ond  wenn  man  nach 

(tu 

dieser  6rö«se  differentiirt  und      =0  setst,  so  ergiebt  sich  als  Bedingung 

fttr  das  heseiehnete  Mininmm  die  Gleiehnng 

(j^  —  #,  —  r)  m«—  («I  — O     =  0 
•08  welcher  man  dnreh  Elimini^on  tob  r  findet: 

oder,  da  in  der  Bogel  die  mittleren  Fehler  ih*  gleich  ansnsehen 

■ind: 

Wie  sich  hieraus  ergiebt,  ist  der  mittlere  Fehler  in  des  Lattenhöhe,  bei 
jede«  £ntfeinnng  Tom  Instrumente,  «m  kleinstMi,  wenn  die  kociBon- 
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tale  Visirlinie  die  Latte  in  der  Mitte  der  beiden  Zielschei- 
ben trifft.  Obgleich  sich  dieses  Ergebniss  voraussehen  liesa,  so  ist  seine 
Begründung  dennoch  von  Interesse,  weil  sich  aus  der  Natur  des  Minimums 
nun  mit  Sicherheit  schliessen  iSsst,  dsis  der  mittlere  Fehler  um  to 
sttirker  ausfallen  werde,  je  mehr  die  Latte  entweder  nach 
der  Tiefe  oder  nach  der  Höhe  sich  "^on  der  beaeichneten 
Uinimumstellnng  entfernt.  « 

'  Daraus  folgt,  dass  das  Instrument  gerade  unter  den  UnurtSnden;  unter 
welchen  es,  als  die  Arbeit  fBrdernd  und  sehr  bequem,  besonders  empfiehl- 
ungswerth  erscheint,  nttmlich  bei  sehr  starken  GefKllen,  die  geringste 
6  e n  a  ni  g k  e  i  t  darbietet. 

Ebenso  wie  bei  starken  Gefllllen  verhUlt  es  sieh  besfiglieh  des  Nivel- 
lirens  auf  grosse  Distanaen,  denn  Wie  ein  Blick  auf  die  Formel  ftlr  f»  seigt, 
wftehst  diese  Grösse  sehr  rasch  mit  der  Distans,  welche  durch  den  Ans* 
druck: 

k 

 ,  {k  eine  Constante) 

*g  —  »1 

bestimmt  ist. 

Treten  staike'  GcHille  und  grosse  Distanzen  bei  Anwendung  dieses 
Nivellirin.strnments  gleichzeitig  auf,  so  wirken  diese  beiden  ,  die  Genauig- 
keit beeinträchtigenden,  Umstände  zusammen  und  erhält  der  mittlere  Feh- 
ler überra.scheiid  grosse  Werthe.  In  welchem  Maase  dies  der  Fall  ist,  geht 
am  bestimmtesten  ausL  der  nachfolgenden  Betrachtang  einiger  besonderen 
FdUe  hervor. 

3. 

Was  zunächst  die  Zalileuwerthe  der  Fehler  ft^  und  ju,  betrifft,  welche 
füglich  einander  gleich  zu  setzen  sind,  so  hängen  dieselben  allerdings  von 
mehreren,  nicht  allein  durch  die  Tie.scliat^'enheit  des  Instruments  bedinj^ten 
Umständen  ati.  Man  wird  aber  dem  ricbtii^ren  Werthe  nahe  kommen,  wenn 
man  für  eine  gewählte  Distaijz  der  T.attc  das  Einstellen  auf  eine  Zielscheibe 
sowie  die  entsprechenden  Ablesungen  an  der  Scli raube  öfter  wiederholt, 
die  Summe  der  <^>uadrate  der  Abweichungen  der  einzelnen  Angaben  der 
Schraube  vom  arithmetischen  Mittel  aller  durch  ihre  um  die  Einheit  ver- 
minderte Anzahl  dividirt,  und  schliesslich  aus  dem  Kesultate  die  Quadrat« 
Wurzel  zieht.      ^  •'  ■'  '  ' 

Für  die  vom  Mechaniker  Starke  verfertigten  Instrumente  wird  häufig 
als  Ablesnngsfehler  der  Betrag  0,003  einer  Umdrehung  der  Schraube  ange- 
geben. Dagegen  fänden  Prof.  Bauernfeind  (s.  Vermessungskunde  1.  Bd. 
p.  W7)  und  andere  Beobachter,  dass  der  Werth  0,005  der  Wahrheit  näher 
Hegt.  Fttr  ein,  aHerdings  schon  seit  mehreren  Jahren  in  Gebrabch  stehen- 
des Instrument  beseielineter  Art  ergab  sich  mir  (bei  einer  Diatäns  von  80 
Klaftern)  der  mittlere  Pointirnngs-  und  Ablesungsfehler  au  0,<)050.  .Bs  ist 
daher  im  Allgemeinen  eine  der  Genauigkeit  gflnstige  Aninahme,  wenn  man 
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(»I  'S  fi«  =  0,005 
setzt. 

Für  II,  kann  man,  —  die  sorgftltige  JastiraDg  der  Libelle  vnd  dee 
Fadenkreotsee  Toraasgesetst,  —  in  ähnlicher  W^se  wie  oben  für  dnreh 
wiederholte  Beobachtungen  einen  mittleren  Werth  erhalten.  Für  das  so 
eben  genannte  Instrument  ergab  sich  immer  ein  über  0,004  hinansgehender 
Werth.  Zwar  stehen  mir  ähnliche  Bestimmungen  für  andere  Instrumente 
von  derselben  Constmction  nicht  an  Gebote,  jedenfalls  aber  dürfte  der 
Werth 

•  (»0  =  0,004 

im  Allgemeinen  eher  in  niedrig  als  zu  hoch  gegrifiSen  sein. 
Dieses .Toraosgesetzt,  sei  nun  beispielsweise: 

$^  =  21,5,  =  4,5 ,  St  =  10,5 ,  />  =  I  Klafter. 
Hieraus  erhält  man  aus  der  am  Schlüsse  des  Art.  1  angeführten  Gleichung 
den  überaus  grossen  Werth  (i  =  0,0029  Kl.  ndor  0,21  Zolle.  Der  für  an- 
genommene Werth  tnägt  hier  so  wenip^  zur  (nösse  von  fx  bei,  daKs,  wenn 
man  selbst  119  =  0  gesetzt  bütte,  gleichwohl  =  0,0028  erhalten  worden 
wäre. 

Die  Constante  k  hat  für  die  hier  vorausgesetzten  Instrumente  von 
Starke  und  für  i>  =  l  den  Werth  324,  die  Entfernung  der  Nivellirlatte  be- 
trägt also  im  vorliegenden  Falle  54  Klafter. 

Der  Fehler  ju  ist  somit  der  fity^nr  'l^heil  jener  Entfernung! 

Obgleicli  nun  die  für  s,  ,Sj  angenommenen  Wei  the  einen  ziemlich 
starken  Gefälle  ents])ipc]ipn ,  so  i.st  doch  die  Distanz  nicht  beträchtlich  und 
bezichen  sich  jene  Aniialiinen  auf  einen  bei  Anwendung  dieses  Instruments 
keineswegs  selten  vorkommenden  Fall. 

Um  eines  zweiten  Falles  zu  erwähnen,  sei 

Sf,  =  21,5,      =  20,0,  St  =  23,0,  Z>  =  1 , 
SO  entsprechen  diese  Annahmen  der  oben  gefuadenea  Bedingung  für  das 
Minimum  des  mittleren  Fehlers ,  und  man  erhält  für  |i  =  0,0018  Kl.  Da 
die  Distans  106  Kl.  beträgt,  so  Ist  dar  Fehler  jjf^jf  der  Distans,  während 
beim  Niyelliren  nach  der  gewShaliohen  Art,  welches  hier  leicht  bitte  statt 
finden  kfinueo,  nur  ivAir«'*  Hll  fte  des  oben  erhaltenen  Feh* 

lers  an  befttrehten  gewesen  wäre. 

Es  wäre  leicht  noch  yiel  nngiinstigere  Fälle,  welche  häufig  genug  vor« 
kommen  und  in  welcher  der  Fehler  das'gewöhnliijhe  Maas  weit  fiberschrei» 
tet,  an  beseichnen.  (So  ist  a.  B.  wenn  s,  =  31,5,  s^  tss  96,5,  «,s88,5,  i>=si 
gesetst  wird,  die  Bistens  =  m  Kl.  s  0,038  Kl.  oder  d.  D.)  Das 
Angeföhrte  reicht  jedoch  schon  hin,  um  die  Behauptung  an  rechtfertigen, 
dass  die  nach  dem  Princip  von  Hog  r.e we  verwendeten  Nivellirinstrumente 
gegen  die  gewöhnlichen,  unter  sonst  gleichen  Umständen,  hinsichtlich  der 
Genauigkeit  bedeutend  surficksteheui^  so  grosse  Yorsttge  sie  unlängbar 
durch  die  schnelle  Förderung  der  Arbeit,  femer  bei  manchen  Terrain- 
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'aebwierigkeiten  und  in  aUen  FSlIen  darbieten,  m  weleben  e>  sich  vor  Allem 
nm  Zeitgewinn,  nicht  aber  um  eine  erhebliche  Genanigkeit  handelt,  wele»he 
also  an  jener  Art  vorlttafiger  Ermittelungen  gehören,  deren  Ansftlhrttng 
Gauss  beaeichnend  „den  Horisont  abfegen**  nennt. 

Grats.  Db.  A.  WuoKi.nt. 


"gT-TTT  Sinigo  XlMoreme  der  Mechanik.    1)  Wenn  man  ttber  den 

Seiten  eines  rechtwinkeligen  Dreieck«  Quadrate  construirt. 
und  die  Schwerpunkte  derselben  geradlinig  vorbindet,  so 
hat   das  entstehende  Dreieck  den  nämlichen  ächwerpunkt 
wie  das  recht  winkoligo  zuerst  erwähnte  Dreieck. 

Ist  abc  (las  rechtwinkelige  Und  mnp  das  abgeleitete  Dreieck,  wobei  die 
Schwerpunkte  in,  n,p  der  über 
den  ßritcn  des  recbtwinkli-  ^ 
geu  Dreiecks  gezeichneten 
Quadrate  verbunden  sind, 
und  bedeutet  ferner  o  den 
Schwerpunkt  des  rechtwin- 
keligen Dreiecks,  so  bleibt 
zu  beweisen,  dass  o  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks 
mnp  ist. 

Der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  mnp  Ist  derselbe 
wie  der  Schwerpunkt  dreier 
gleichen  in  den  Punkten  m,  • 
n,  p  angebrachten  Hassen. 
Es  genttgt  dann  su  erweben, 
dass  wenn  man  m,  n,  p  auf  die  Seiten  ab  und  he  projicift,  die  Summe  der 
Entfernungen  der  Projectionen  der  Funkte  m,  it,  p  Ton  der  Projection  des 
Sehwerpunktes  sO  ist. 

Beseichnen  d,e,f,g  die  Projectionen  de|  Punkte  m,  e,ii,|»  auf  6e,  so  ist 

tf«  =s  <I6  +  fr«  =3  |afr  ^. 

wenn  kk  reehtwinlLlig  gegen  p^r  ist, 

kk  ihp=skf;hef 

und  folglich 
Weiter  ist 
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folglich 

de  —  ef  —  cg  =  0. 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sicli  zeigen,  dass  die  Summe  der  erwähnten 
Entfernung  —0  ist ,  wenn  in,  n,  u  auf  die  Linie  ab  projicirt  werden.  Das 
angegebene  Theorem  ist  hierdurch  bewiesen. 

2)  Wenn  man  aus  dem  Sch  werpankte  eines  Körpers  als 

Mittelpunkt  sphärische  Oberflächen  construirt,  so  ist  für 
jeden  Punkt  irgend  einer  dieser  Flächen  die  Summe  von' den 
Trägheitsmomenten  d<  -  Kr. rpers,  hinBichtlich  dreier  gegen 
einander  winkelrecht  ilurch  den  Punkt  gehenden  Achsen, 
dieselbe.  Jene  Trägh eitsmomentsumme  ist  einMinimam  für 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  und  wächst  immer  proportio- 
nal mit  dem  (  u  a  d  r  a  t  e  der  Entfernung  von  diesem  Punkte. 

Die  .Summe  der  Trägheitsmomente  eines  Körpers  bezüglich  dreier  ge- 
genseitig rechtwinkeligen  Achsen  ist  -  /"ur*  -\-  »/'  -|-  z^)  dm.  Bezeichnet  man 
mit  /•  die  Entfernung  vom  Coordinatenaufang  bis  zu  jedem  Partikel  des 
Kör|j<'is,  Sit  ist  die  Summe  =~'2 J'r^dm.  Bezeichnet  r  die  Entfernung  vom 
Cooi;dinatenanfaug  bis  zum  Scliwerpunkte  des  Körpers  und  /  die  Entfer- 
nung von  diesem  bis  zu  einem  beliebigen  J^artikel  des  Körpers,  so  ist 

r*  =  r'   +  r "  *  —  2  rf"  cos  (r,  r"  ) , 

oder,  weil  vermöge  der  Eigenschaft  des  Schwerpunktes  cof  (r\r'')=sO, 

r«=r«-i-r'« 

nnd 

oyV  dm  =  ^/{r  ^  +  r" »)  dm  ^2 r  *M  +  2fr  "  ^dm, 
wenn  3!  die  'rotalniasse  des  Körpers  ist.  Aus  dieser  Formel  für  die  Summe 
der  Trägheitsmomente  tindet  man  die  oben  erwähnten  Sätze. 

3)  Der  Gleichgew ichtsbc dingung  für  ein  rotirendes  Flui- 
dnm  genügt  ein  unendlicher  hohler  CylindeT  mit  zirkeiför- 
miger Basis,  welcher  mit  constanter  Geschwindigkeit  um 
seine  Achse  y)tirt,  sol  uld  die  gegenseitige  Attraction  der 
Partikeln  nebst  der  durch  die  Rotation  verursachten  Cen- 
trifugalkraft  allein  auf  denselben  einwirken. 

Die  .allgemeine  Gleicbgewichtsgleichung  eines  rotirenden  Fluidums  ist 
dp"Q  [X  dT  +  'Ydij  Zdz  +  fr*  {xdx  y  dy)] , 
wenn  p  den  Druck,  g  die  Diclitigkcit ,  welche  hier  als  c^nstant  vorausge- 
setzt wird,  Xy  l\  Z  die  ( ■omposauten  der  auf  die  Massenoinlieit  einwirken- 
den Kriift>e  und  n>  die  Winkelgeschwindigkeit  sind.  Bezeichnet  man  den 
inneren  Radius  des  hohlen  Cylinders  mit  r,  den  Kadius  eines  beliebigen 
Punktes  mit  die  Attraction  zwischen  zwei  Massen,  jede  =  1  und  in  der 
Entfernung  1,  mit  f,  so  siud  die  auf  die  Ma^sseneiubeit  in  den  Tunkten  x,  y,  z 
einwirkenden  Attractiouscomposanten : 
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-*  J7i  «» 

'  j7t  y» 

Z=o. 

Darch  Eimetenng  dieser  Weithe  erhllt  man 

dp  =  (a  c/a-  +  dy). 

Nou  rät     +  ^  st  also 

xdx  '\-  ydy=  ^ 

Mnd 

Ihuroh  Integratioii  ergiebt  sich 

Nau  ist  />  =  0,  wean  r  =  folglich 

P  =  I      (»•'•-  r«)  +  %nffi*l  (^')  -  2*  e/'C'-'*  -  »*)] . 

Bezeichnet  man  mit  H  den  Radius  des  äusserea  Grenzcjlinders,  so  ist, 
wenn     =s  0  für  r'  =  Ä, 

Als  Bedingung  für  die  Möglichkeit  des  Gleichgewichts  wird  daher  er-- 
fordert,  dass 

Diese  Bedingung  ist  immer  erfüllt,  da  —  immer  grösser  als  1  ist.  Fer- 

ner  ist  es  nöthig,  daes  die  auf  ein  Partiltel  einwirkende^  Kraft  an  der 
Fläche  gegen  das  Innere  der  Masse^eriebtet  ist.  Dieser  Yorbebalt  wird 
aasgedrflekt  wie  folgt: 

welche  Bediagnng  immer  erflillt  ist. 

Gothenbnrg.  6.  R.  Dahlamdr.- 


ZLIV.  Ueber  die  elementare  Bestimmimg  der  Trftgbaitmoinente. 
Wo  es  daranf  ankommt,  die  Mechanik  ohne  Uilfe  der  höheren  Analysis 
▼orxutragea  (wie  z.  B.  an  Oewerbschalen) ,  benntit  man  aar  Be«timunog 
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der  Trägheitsmomente  das  bekannte  elementare  Summationsverfahren,  wel- 
ches eigentlich  eine  verkappte  Integration  ist  nnd  zuletst  immer  anf  den 
Satz  snrttckkommt,  dass  der  Quotient 

A*  + 2*  +  3^ 

bei  Constanten  ganzen  positiTM  k  nnd  nnendlich  wachsenden  n  gegen  die 

1  .  .  .  . 

Orenze  ^  ^  ^  convergirt.  Dieser  Weg  hat  zwar  keine  Schwierigkeiten,  ist 

aber  manchmal  etwas  weitläufig;  mau  wird  daher  eine  kürzere  Methode 
gern  sehen,  hei  welcher  der  genannte  Jülfssatz  erspart  und  nur  die  Aehu- 
lichkeit  geometrischer  Gebilde  in  Anspruch  genouimeu  wird.  Ein  solches 
Verfahren  findet  sich  in  dem  „Bericht  üher  die  königliche  Provinzial  -  Ge- 
werbeschule zu  Hagen,  von  dem  Director  Dr.  Zeh  nie,  Hägen  1858"  j  mit 
£rlaubniss  des  Verfas.sers  tlieilcn  wir  das  Nachstellende  daraus  mit. 

Sind  M^,  M^,      etc.  die  Massentheilchen  eines  um  eine  Achse  rotiren- 
deu  Körpers,  a^i ,  ^r^,  a-3  etc.  die  respectivcn  Ahstäude  derselbtui  von  der 
Drehungsachse,  so  ist  bekanntlich  das  TrägheitsuionKuit  des  Körpers 
T  =      a:,*  +      a  ^*  +      x,^  +  •  •  •      2.  ( J/.'.^). 

Das  Gewicht  eines  jener  Massentheile  sei  G,  sein  Volumen  seine 
Dichtigkeit     und  g  die  Beschlennigung  der  Schwere;  man  hat  dann 

* 

mithin 

ond  bei  einem  homogenen  Körper,  wie  er  künftig  immer  voranogesetet  wird» 

9 

Die  noch  fibrige  Snmme  enthKlt  nnr  geometrische  Grössen  und  kann 
demnach  der  geometrische  Factor  ((es  Trägheitsmomentes  heissen.  Im 
Folgenden  handelt  es  sich  Ulterhanpt  um  die  Bestimmniig  dieses  Factors 
nnd  daher  sollen  kttnftig  unter  Mx  1  etc^  nicht  die.  Hassen  selbati  sondern 
nur  ihre  geometrischen  Faetoren  verstanden  werden. 

Aus  der  Definidon  des  Trägheitsmomentes  folgt  der  bekannte  Satz: 
Ist  T  das  Trägheitsmoment  der  Hasse  M  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Achse, 
ü  ihr  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  von 
M  gehende  Parallelachse ,  endlich  d  der  Abstand  beider  Achsen,  so  gilt  die 
Belation 

deren  Beweis  wir  füglich  Ubergehen  können. 

Wir  betrachten  nun  zwei  geometrisch  ähnliche  Körper,  die  uni  ähn- 
lich liegende  Achsen  rotiren,  und  nennen  m  das  Verhaltniss  zweier  ent- 
sprechenden Linien  in  jenen  Körperu  \  wir  iiaben  dann  einerseits 
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Andererseits  ist  wegen  der  Aehnlichkeit  M^m'^fA,,  ar  =  m§,  folglich 

J=;/i^Z(,t*^»),  d.h.  J=m^r. 
Bei  rotirenden  Flächen  ergiebt  sich  auf  gleich  einfache  Weise  :- 

und  bei  rotirenden  Linien : 

Dieae  Hilfssätze  reichen  ans ,  wie  man  sogleich  sehen  wird. 

1.  Dftt  TriglieiMmoment  einer  Geraden  I  in  Besiehung  auf 
eine  durch  il^en  Endpunkt  senkrecht  so  ihr  gelegte  Achse  heisse  7;  in 
Beziehung  auf  eine  durch  ihren  Mittelpunkt  (Schwerpunkt)  paraUel  sU  jener 
gelegten  Achse  sei  das  Trigheitsmoment  ü,  es  ist  dann 

wo  M  die  Masse  der  Geraden  bedeutet*  Denkt  man  sich  eine  zweite  Ge- 
rade ^l,  welche  um  eine  durch  ihren  Endpunkt  senkrecht  zu  ihr  liegende 
Achse  rotirt,  und  nennt  t  ihx  TrÜgheitsnionient,  so  ist  einerseits 

weil  die  ganse  um  die  Mittelachse  rotirende  Gerade  I  fflr  zwei  Gerade 
(jede  ^l)  gelten  kann,  die  um  eine  gemeinschaftliche  Endachse  rotiren. 
Andererseits  hat  man  wegen  der  Aehnlichkeit  fUr  m=  2 

aus  den  drei  Yorhandenen  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  T,  ü,  t  er- 
giebt sich 

T=iMl'  und  V^^^Ml\ 

womit  das  Trägheitsmoment  einer  Geraden  sowohl  in  Beziehung  auf  eine 
Endachse ,  als  für  die  Mittelachse  bestimmt  ist. 

2.  Das  Trägheitsmoment  eines  Rechtecks  von  der  Breite  />, 
der  Höhe  h  und  der  Masse  M  sei  T,  wenn  die  Drehung  um  b  geschieht;  es 
heisse  dagegen  U,  wenn  die  zu  b  parallele  Mittellinie  als  Kotationsachse  ge- 
nommen wird;  es  ist  dann 

T=V  ^  M{\h)\ 
Man  theile  nun  das  Rechteck  durch  zwei  Mittellinien  in  vier  congruente 
liochtecke,  deren  jedes       zur  Breite  und       zur  Höhe  hat,  und  nenne  r 
das  Tr(äghcitsmouient  eines  »olcben  Kechtecks,  wenn  es  um  die  Seite  \b 
rotirt;  es  ist  dann  einerseits 

r/=4r, 

weil  das  kleine  Rechteck  um  die  Mittelachse  des  grossen  viermal  ehenso 
abgelagert  ist,  wie  um  seine  Seite  ^b.  Andererseits  giebt  die  Aehnlichkeit 
für  m  =  2 

und  aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt 

3.  Das  Trigheitsmoment  eines  rechtwinkligen  Parallel- 

ZeitMhrin  f.  BUlhtiullli  «.  Pbytik  IV.  90 
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epipedes  aus  den  Kanten  «,  b,  r  heisse  T,  wenn  die  Drehung  um  die 
Kante  c  geht,  dagegen  U,  wenn  eine  durch  den  Mittelpunkt  des  Körpers 
parallel  zu  c  gelegte  Gerade  zur  Rotationsachse  genommen  wird;  es  ist  dann 

+  ft»  * 

4 

Zerlegt  man  den  Kürpt  r  durch  Mittelflächen  in  acht  eongrnente  P«- 
rallelf'pipede,  deren  jedes  die  Kanten  ^ö,  ^b,  besitzt,  nnd  nennt  t  das 
Trägheitsmoment  eines  solchen  Theil«8  in  Besiehung  auf  tlt  Drehnngs- 
achse ,  so  hat  man  ühulich  wie  ▼ovhki 

U  =  St 

und  zugleich  wegen  der  Aehnlichkeit 

Ans  diesen  Gleichnngen  finden  sich  die  Werthe 

T=^M{<^^t^,    J7=^,ilf(a«  +  ft'). 

Wie  man  mittelst  der  vorigen  sechs  Formeln  die  TrSgheitsmomente 
geradliniger  Gebilde  ttberhavpt  entwickeln  kann,  ist  bekannt  genngnnd 
bedarf  deshalb  hier  keiner  Anseinan4ersetsnng. 

Noch  wollen  wir  das  Verfahren  mittheilen ,  welches  der  Verfasser  znr 
Bestimmung  der  Trigheitsmomente  des  Kreises,  des  Qylinders  nnd  der 
Kogel  anwendet;  dasselbe  ist  nwar  nicht  kürier  als  da*  gewöhnliche,  aber 
durch  eine  gewisse  Elegans  bemerkenswerth. 

4.  Das  Trägheitsmoment  der  Kreisfläche  in  Besiehung 
auf  einen  Durchmesser.  Man  denke  sich  den  Durchmesser  2r,  wel- 
cher als  Momentenachse  genommen  ist,  in  2n  gleiche  Theile  gethellt,  wobei 

=s  j  sein  möge,  lege  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Senkrechte  zu  2r  und 

n 

siehe  durch  die  Pnnkte,  in  welchen  letstere  den  Kreis  treffen»  Parallelen 
snr  Achse;  es  entsteht  dann  ein  Polygon  mit  abwechselnd  ein-  nnd  ans- 
springenden  Winkeln.  Die  Abscissen  der  Theilpnnkte  mögen  der  Beihe 
nach  «I ,  «t  T  ~  ''i  sugehörigen  Ordinaten  i  Vi  *  •  •  •  y«  =  0  heissen ; 
irgend  einer  der  entstandenen  Streifen  hat  —  ^m^i  =  S  av  Breite  nnd 
2y»  =  8j/r* — snr  HShe;  seine  Masse  sei  fi«,.  Nun  ist  sein  Trägheits- 
moment in  Besiehung  auf  die  gegebene  Momentenachse  s=  -/qftm  (^y«»)', 
mithin  das  Trägheitsmoment  des  halben  Polygones 

oder  auch,  wenn  die  Summimng  auf  die  einaelnen  Tlieile  besogen  und  die 
Masse  des  Halbpolygones  =tM  gesetst  wird , 

Man  denke  sich  jetzt  eine  zweite  Moinentenachse  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  senkrecht  znr  ersten  gelegt;  in  Beziehung  auf  diese  ist 
das  Trägheitsmoment  des  vorigen  Streifens  -~  fimix^  —  jö)' +  yM«^*' 
folglich  das  Trägheitsmoment  des  halben  Poljrgones 
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Ans  beiden  Gleichungen  erhält  mau  durch  Elimination  von  £(ßaF) 

Dabei  2:  [f«  (j;  —  ^  d)]  die  Samme  der  stetiselieii  KomeKte  »Her  Btreifen, 
also  s  ilf  I,  wenn  {  die  Abseisae  des  Schwerpunktes  von  Halbpolygone  be- 
xeichnet*).  Lftsst  man  niin  in  der  Gleiebnng  • 

n  ins  Unendliche  wachsen  also  ö  gegen  die  Knll  convei^iren ,  so  wird 

und  es  ist  jetst  7y  das  TrKgheitsmoment  des  Halbkreises  in  Besiehong  auf 
den  ihn  begrensenden  Durchmesser,  7«  das  Trigfaeitsmoment  desselben  . 
Halbkreises  in  Beziehung  auf  den  au  jenem  normalen  Dnrchnieaser,  M  die 
Masse  des  Halbkreise«.  Beaeichnet  ü  das  Trägheitsmoment  des  Vollkreises 
in  Besiehung  auf  einen  Durchmesser  und  üf '  seine  Masse,  so  hat  man  gleich» 
seitig  Tjc^^ü,      =s^Uj  Mz^^M\  mithin  aus  dem  Obigen 

5.  Das  Trftgheitsmoment  eines  geraden  Kreiseylinders  in 
Besiebung  auf  seine  geometrische  Achse  kann  auf  bekannte 
Weise  aus  Nr.  8.  abgeleitet  werden  und  findet  hier  nur  des  Folgenden 
(Nr.  7.)  wegen  Erwähnung;  es  ist,  wenn  r  den  Radius  und  JU  die  Masse  be- 
aeichnet, 

6.  Das  Trägheitsmoment  des  geraden  Kreiscylinders  in 
Bezug  auf  eine  dnrch  seinen  Schwerpunkt  normal  zur  geo- 
metrischen Achse  gelegte  Momentenachse  findet  man  auf  eine 
ganz  ähnliche  Weise,  wie  in  Nr.  4.  das  TrHgheitsmoineut  des  Kreises. 
Denkt  man  sich  uiinilieh  die  dortige  Figur  als  normalen  Querschnitt  dos 
Cyliuders ,  dessen  Höhe  h  sei  und  dessen  geometrische  Achse  senkrecht  auf 
der  Ebene  der  l^if^m"  steht,  so  entsprechen  den  früheren  Parallelstreifen 
nunmehr  Parallelepipede ,  von  denen  irgend  eines  die  Kauten  A  be- 
sitzt und  dessen  Masse     hcisscn  möge.  Es  ist  nun 

•        -  ^W^t^  (Ji'  +  -1^)]  ^  2:[,',.u  (A*  -i-  4r»-4x«)] 

andererseits  in  Beziehung  auf  die  //-Achse 

,*.,£{fih^)      ÖZ[^{x-^ö)]      ^6' Ell 


•    Wir  sind  hier,  wie  auch  bei  den  iiachherigen  Entwickelungen,  dem  Verfasser 
Iii« '  t  ,vr>i  tlich  gefolgt;  derselbe  vemachlJIssigt nämlich  das  obendureh  £  aus^rt^firückte 
Glied,  und  dies  ist  deswegen  ungenau,  weil  eine  unendliche  Menge  uneridlicli  kleiner 
•  Vernachlässigungen  mögiicherweiso  einen  endlichen  Fehler  zur  Folge  haben  könnte. 
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wo  M  die  Masse  des  balben  eingeschriebencu  Parallelepipedes  und  |  die 
Abscisse  seines  Schwerpunktes  bezeichnet.  Man  hat  nun  weiter 

mithin  dnreh  üebei^ang  snm  Cylinder 

3rr  +  ry  =  Äf(f»  + JA'). 

Ist  nnn  U  das  nrsprünglich  gesuchte  Trigheitsmoment  und  M*  die  Masse 
des  ganien  Cjlinders ,  so  mnss  ans  naheliegenden  Grttnden  sowohl  7«  als 
7y  gleich       und  M=^M'  sein;  daraus  folgt 

ir=Jlf(Jr»+T»5A»). 
»  7.  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Besiehung  auf  einen 
Durchmesser.  Denkt  man  sich  den  in  Steeifen  zerlegten  Kreis  um  die 
Achse  rotirend,  so  beschreibt  jeder  Streifen  einen  Cylinder,  dessen 
Masse  fi  heissen  möge;  für  jeden  solchen  Cylinder  ist  die  «-Achse  die  geo- 
metrische  Achse,  daher  nach  No.  5. 

r,  =  2;  (4  ^jf»)  =  i  £  [  ^  (r«  -     = 1  if r«  -  4  2:  (^««). 

Femer  hat  man  nach  Nr.  6. 

oder  Termöge  des  Werthes  von  y* 

7,  =  t;»r«  +  12;  (ji««)  -  d  £  l«. (*  -  4  d)]  -  ^ d»Jlf , 

folglich 

3     +  2  2'y  =  iMr*  —  ZM^Ö  —  iMd\ 
mithin  für  die  Halbkugel 

Nennt  man  U  das  gesuchte  Trägheitsmoment  und  M'  die  Masse  der 
Vollkugel,  so  ist  J,  =  4l/,  T^  =  \U,  M^^IU\  folglich 

U.  SCHI<ÖMILCH. 
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Recensioneii. 

Le^lmch  der  Geometrie  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten.   Von  Dr. 

E.  FIeis,  Professor  an  der  AkadennV  zu  Mfinster,  und  Tu.  J.  EsCfi- 
WEiLER,  Director  der  höheren  Bürgerachule  2U  Cöln.  2  Theile. 
Cöln.  Du  Mont  -  Schauberg.  .  ' 

Dio  Verfassor  des  vorliogencftn  Werkes  gehen  von  der  Ansicht  aus, 
dass  ein  Lehrbuch  die  Schüler  nach  und  nac-li  an  das  Selbatfindon  der  Be- 
weise und  Auflötiungen  gewöhnen  müsse  und  daher  zu  beiden  nur  Andeu- 
tungen geben  dürfe,  welche  au  Ausftthrb'chkeit  in  dein  Maasse  abnehmen, 
wi«  die  Erkenntniss  wächst,  und  dass  zweitens  ein  Lehrbuch  einen  mög- 
lidtft  reichen  Uebungsstoff  darbieten  müsse ,  um  sowohl  den  Wissensdrang 
basondera  strebtiuanr -Seliftter  10  beMedigen,  alt  aaeh  dem  Lehrer  eine 
BiAeieirtexiing  sn  Teteoliaffen,  so  bald  «f  e»  nfitbig  oder  rathsam  findet,  mit 
dem  tJebangtmaterial  so  wechseln.*  Offsn  gesagt,  ist  Beferent  mit  dieser 
ibitieht  dttr^an»  nicht  einventanden,  vielmehr  hegt  er,  and  iwar  ans  gani 
empiriselien  (atvttnden,  die  gerade- entgegengesetate  Heinnog.  Beror  nXm- 
Ueh  tlberhanpt  die  Aede  davon  lein  kam,  den  immer  nur  sporaditeh  Tör- 
kolumenden  beeonders  wisabegierigMi  -Sehtneni  etwas  Besonderes  darsu- 
bieten  oder  mit  der  Vollen  Chtsse  Exenrse  inr  TTebnng  vorsonehmen,  mnsa 
ohne  Zweifsl  erst  daa  wirklich  Nethwmdige  g^erpt  sein,  jeiie  Fandamen- 
talsitBe,  die  steh  tob  selbst  ergeben,. wonft  man  die  Geometrie  anf  das 
ttasserste  Maass  der  Kflrse  redi|drt,  mQssen  nnerschfitterlich  fest  stehen; 
aber  schon  Das  ist  nicht  so  leicht  an  erreichen,  ünd  Referent  gratnlirt  von 
Herzen  jedem  Lehrer,  der  wenigstens  drei  Viei^eile  seiner  Schttler  daliin 
gebracht  hat.  Bleibt  dann  hoch  2eit  sfi  Excnrsen ,  so  dOrfte  es  wohl  kei- 
nem Lehrer  der  Gegenwart  schwer  werden ,  das  nöthige  Uebangsmaterial 
snsamraMisobringen.  Nan  wird  man  nicht  lengnen ,  dass  in  einer  Wissen- 
sehaft, wo  es  auf  Conseqaenz  des  Denkens  und  Präcision  des  Ausdrucks  so 
sehr  ankommt,  gerade  die  Fundamente  nicht  oft  genug  und  zwar  in  der 
nöthigen  strengen  Form  wiederholt  werden  können j  verweist  man  zum 
Zwecke  dieser  Kepetitionen  die  Schüler  auf  ein  Buch,  das  nur  Andeutun- 
gen giebt,  so  schleichen  sich  unvermerkt,  theils  aus  Unverstand,  theils  aus 
Flttclitigkeit,  allerhand  schiefe  Auffassungen  ein,  mit  deren  Correctur  m^n 
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Bchliesslich  seine  Noth  hat  Zufolge  dieser  Gründe ,  die  durch  eine  zehn- 
jährige Praxis  mehr  ünd  mehr  bestätigt  worden  sind,  ist  Referent  der  Mei- 
nung, dass  ein  Lehibueh  den  Schülern  ausführliche  Beweise  der  Funda- 
mentalsStse  darbieten  mass;  die  Frage  kann  daher  nur  noch  sein,  ob  auch 
die  Excvrse  andeutungsweise  mit  aufgenommen  werden  sollen.  Selbst  da- 
gegen erklärt  sich  Beforent;  sind  der  Excurse  wenige,  so  ist  die  Auswahl 
8tt  gering,  sind  ihrer  viele,  so  vergrössern  sie  das  Volumen,  und  es  sieht 
nachher  wunderlich  aus  und  bringt  den  Lehref  in  ein  ungünstiges  Licht, 
wenn  ein  dickes  und  tlioures  Buch  angeschafft  weidon  musste  und  am  Ende 
nur  der  kleinere  Tlioil  desselben  beim  Untonichtc  benutzt  worden  ist. 
Will  man  aber  dem  Lelirer  die  von  den  Verfassern  bojibsiclitigte  Erleich- 
terung verschaffen,  so  scheint  es  dem  Keferenten  praktischer,  ein  besonde- 
res Werk,  Materialien  für  den  geometrischen  Unterricht  enthaltend,  her- 
auszugeben; dieses  sei  dann  für  den  Lehrer  der  Vorrathskeller,  worans  er 
den  Wissensdurst  der  wenigen  eminenten  Köpf©  befriedigt  und  a««  Welchem  - 
er  bei  besonderen  Gelegenheiten  ein  JM  ^o&mre  anflisehan  kann.  Diese 
Differenz  dti  Ansichten  bat  übrigens  daa  Boferonien  nicht  Tediindeit»  sieh 
mit  dem  vorliegenden  Werke  näher  bv  befreunden,  nnd  er  bekennt  gern, 
dass  ihm  die  Ansieht  des«elhen  viel  Vergnügen  gewährt  hat  Logiicha  An- 
ordnoag  des  Materiales,  Präeiaion  des  Ansdnicka  nnd  Strenge  der  Be» 
weise  sind  Vorzüge,  dia  man  nicht  ifraser  hebamman  findet,  nnd  gerade 
durch  diese  dxei  Eigensehalten  aeiehaet  sieh  das  Bneh  yeiiheilhaft  ans: 
Der  erste  Theil  desselben  erschien  bereits  18M  (in  aweiter  Auflage  IflBB) 
nnd  wird  den  meisten  unserer  Leser  wohl  hekuint  sein,  da  sdien  4er  Name 
des  Herrn  Professor  Heia  die  Anfmedcsamkaü  erregen  mnsste;  nmeM 
weitere  Bespl^echnng  kann  sieh  deher  nnr  anf  den  nen  extehieaeBeB  swei- 
ten  TheU  (die  Stereometrie)  besiehen. 

Was  snnächst  die  Definition  nnd  die  Fondamentaleigenscliaften  der 
Ebene  betrifft,  so  erscheinen  dieselben  in  einer  wohl  niclit  gut  zu  recht- 
fertigenden Art  und  Weise;  im  ersten  Theüe  wird  nämlich  die  Ebene  als 
die  Fläche  definirt,  die  durch  drei  Punkte  nnr  auf  einerlei  Art  gelegt 
werden  kann,  und  als  Grundsata  angenommen,  dass  die  Verbindungslinie 
zweier  Punkte  derselben  ganz  in  ihr  erhalten  ist;  den  Anfang  vom  zweiten 
Theil  macht  eine  genetische  Erklärung,  wobei  die  Ebene  als  Kogolfläche 
mit  geradliniger  Directrix  angesehen  wird,  und  die  Verfasser  suclion  zu 
beweisen,  dass  die  entstehende  Fläche  eine  Ebene  sei.  Jene  Detinition 
lässt  sich  allenfalls  vom  wissenschaftlichen  Standpunkte  aus  vertheidigen, 
pädagogisch  betrachtet  ist  sie  aber  nicht  viel  werth.  AN'enn  eine  Ebene 
durch  drei  Punkte  gelegt  ist  wie  eine  Platte  auf  drei  Stützen,  so  kann  sie 
immer  noch  gescholten  und  gedreht  werden,  ohne  die  Punkte  zu  verlassen; 
bei  einer  unendlichen  Ebene  fallen  zwar  diese  verschiedenen  Lagen  zu- 
sammen ,  wer  sich  aber  die  Ebene  begrenzt  vorstellt  - —  und  dies  thun  die 
Schüler  anfange  immer,  wie  jeder  Nichtmathematikoi:  —  der  kann  jene 
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Lcgui  Mr  woU  miliBrM&eid«a,  mkl  für  cfieMii  ist  di^-DefhiHion  iHelit  g«ns 
kknr.  AtttBAviem  li^  immer  eine  Se]iwSeHglc«it.d*riii,  sich  einen  Oegeir' 
ttaad  m  denken,  der  eine  vorher  bestimmte  Eig^enaoheft  besits^n*  seil,  »Kh- 
«•sd  es  MbedenUieh  ist,  einem  scbon  ▼orhandenen,  durch  Constraction  ge> 
weanenen  Ol^etti  itfend  welche  Pi'ldicaie  beianlegen.  Die  VerflnsCr  hXt» 
ton  daher  hesser  ipethen,  ihren  Gedaiikeiigaiig  «mmkehren  und  die  gene> ' 
tische  Definition  ToraasrasclKidcen.  —  Der  tbrige  Inhalt  des  etsten  da- 
pitels  (Linien,  Ebenen,  körperliche  Ecke)  ißt  meistens  auf  die  gewöhnliche 
•Weise  behandelt.  Dos  zweite  Oapitel  entbftlt  die  Sphärik ;  diese  Abweich- 
ung von  der  gewöhnlichen  Anordnung  ist  wohl  ans  dem  Wunsche  entstan- 
den, bei  den  Polyedern  Gebrauch  von  der  Kugelflüche  machen  zu  künnen, 
denn  ansserdem  w&re  sie  nicht  nothwendig  gewesen.  Capitel  III  behan- 
delt die  Polyeder,  namentlich  den  Ealer'schen  Satz,  die  Oberflächen  (Com-' 
planation),  die  Congmenz,  Symmetrie  und  Aehnlichkeit  der  Polyeder  und 
die  regelmässigen  Körper.  Darauf  folgen  in  Capitel  IV  die  Schnitte  der 
Cylindcr  und  Kogelftächen  ,  sowie  die  ( 'omplanation  derselben  nebst  der 
Complanation  der  Kugeltiäche ;  Oapitel  V  entbiilt  die  Cubatur  der  Polyeder, 
Capitel  VI  die  Cubatur  der  runden  Körper.  —  Dieser  Anordnung,  Avelche 
immer  mit  gerade  und  krumm  wechselt,  liegt  offenbar  folgender  Gedanke 
zu  Grunde :  Wenn  nach  irgend  einer  Richtung  ein  Gebilde  G  untersucht 
werden  soll  (wie  z.  B.  wenn  die  Oberfläche  oder  das  Volumen  von  G  zu 
bestimmen  ist),  so  hat  man  zu  unterscheiden,  ob  G  ein  Polyeder  oder  ein 
von  krummen  Flächen  begrenztes  Gebild  ist;  daher  z.  B.  die  Eiutheilong 
in,  IV,  V,  VI: 

J.  CkMplanaiSQitt  («  Pto^eder,<A  mnde  ICörpcr) 
^  B4  Gttbirtnl'        (a  Polyeder,  h  rnnde  Körper). 

Diflse  AnOrdmng  ist  airar  nicht  logisch,  aber  vnpraktisch,  weil  die  yer- 
sehiedenea  Eigenschaften  eines  nnd  desaelhen  OehHdes  in  gans  yerschie- 
denen  Ciq|»it«in  stalten.  Will  s.  B.  Jemand  Irgtad  eine  Untersndinng  Aber 
den  Kegel  Tomehmeny  so  mnss  er  bald  Oapitel  IV,  bald  Capitel  VI  an  Bathe . 
Bsehen,  l>ei  Polyedern  dagegen  sind  Capifell,  III  and  Y  sn  benntaen,  da 
man  im  Voran«  nicht  wissen  kann,  welcher  Eigenschaften  man  fm  Verlanfe 
der  Untersnehnng  bedttrfen  wird.  Bs  giebt  iaber  noch  einen  anderen,  mehr 
irissensehafflichen  Grand,  der  g^en  jene  Blnth^hing  spricht.  Man  frage 
doch  die  analytische  Geometrie,  wie  sie  ihr  Material  anordnet;  hier  ist 
der  Gedankengang  strikte  dnreh  die  Natur  der  Gleichungen  begründet. 
Erst  kommen  die  Gleichungen  ersten  Grades  (die  ebenen  Gebilde),  nach- 
her die  Gleichungen  zweiten  Grades  (krumme  Flächen)  etc. ,  nnd  es  wird 
Kiemandem  einfallen,  hieran  etwas  zu  ändern.  Dies  giebt  einen  Finger- 
8e%,  dass  die  Eintheilung  nicht  nach  den  Eigenschaften,  sondern  nach  den 
Objeeten  an  machen  ist,  also  im  obigen  Falle 

I.  Polyeder  (1 ,  Complanation ,  2,  Cnbatur) 

XI.  Bunde  Körper  (1,  Complanation,  2,  Cubatur). 

v 
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Bei  solcher  Anordamng,  der  encli  *Refer«it  in  eeiner  Geometrie  gefolgt  ist, 
hat  man  den  pSdegogifchen  Vordiell,  diu  det  bfihere  ÜBterrieht  dem  Bie> 
deren  perallel  iKuft. 

An  die  fedu  Capitel  reihen  sich  zehn  Anhänge  Venehiedenen  Inhalte. 

Der  erste  giebi  einen  Abriss  der  doMlriptiven  Geometrie,  wobei  Referent 
bedauert,  daes  derselbe  zu  dürftig  ausgefallen  ist,  um  bedeutenden  Nutzen 
stiften  BU  können.  Wer  den  hohen  Werth  dieses  Theils  der  Mathematik 
ans  eigener  £!rfahrnng  kennt,  wird  dem  Referenten  in  der  Meinung  bei- 
stimmen, dass  die  Verfasser  besser  gethan  hätten,  hier  ausführlicher  zu  sein 
und  dafür  die  Complanation  und  Cnbatur  der  liufförmigon  Abschnitte  von 
Cylindern  und  Kegeln,  welche  die  Quadratur  aller  Kegelschnitte  voraus- 
setzt, ganz  wegzulassen.  Auch  der  Anhang  über  Maxima  und  Minima  ge- 
hört, trotz  des  sehr  intoieysanten  Inhaltes,  unter  die  Luxusartikel.  Ueber- 
haupt  will  es  den  Ivcfcronten  bediinken,  als  wenn  die  Verfasser  bei  den  An- 
hangen den  bekannten  Unterschied  zwischen  muUum  und  mulla  vergessen 
hätten. 

Trotz  dieser  Ausstellungen  ist  übrigens  Referent  nicht  im  mindesten 
darüber  in  Zweifel,  dass  das  vorliegende  Werk  unter  die  beachtenswerthe« 
sten  Erscheinnngen  der  geometrischen  Literatur  gehört,  ond  bttlt  es  daher 
fiKr  seine  Schuldigkeit,  die  Leser  demnf  anfiDerksuii  sn  machen.  — >  IKe 
äussere  Ausstattung  ist  sehr  gut,  namentlich  der  Druck  so  elegant,  wie  man 
es  von  der  li'eahner^sehen  Offiein  gewohnt  ist.  Sghlömxloh. 


A.  Chuut'i  LebrMi  d«  Pkfiik  vid  HetUfnJmgip.  Nack  dem  Standpunkte 
deutscher  Wissenschaft  ftlr  den  Selhstnnterrieht  und  lum  Q|B- 
branche  an  höheren  Lehranstalten  .frei  hearheitet-i;eBDr.  kuvuesi 
WfiiSKE,  Docent  der  Physik  an  des  Universität  Le^paig.  In 
swei  Bänden.   Hit  582  in  den  T#zt  eingedruckten  Holischnitteii. 
(in  8.  1.  Bd.  480  S.,  2.  Bd.  584  S.)   Leipsig»  Leopold  Vees.  1868. 
Das  Lehrbuch  von  Ganot,  welches  hier  dem  deatseben  Publicum-  in 
einer  freien  Bearbeitung  geboten  wird,  gehört  zu  jener  Classe  von  Lehr- 
.bücherq  <ler  Physik,  die  sich  mit  einer  Darstellung  der  Resultate  det 
Wissenschaft  und  mit  der  Anwendung  derselben,  sei  es  zum  Nutzen,  sei  es 
zur  Unterlmltung,  begnügen.    £&  ftthrt  in  ziemlicher  Ausführlichkeit  die 
physikalischen  Erscheinungen  vor,  nennt  die  Gesetze  denen  sie  folgen,  um 
sie  liiiitoihcr ,  wo  es  angeht,  durch  das  Experiment  zu  beweisen.  Die 
Ex])priinente  w(  rdeii  durch  eine  grosse  Anzahl  sauber  ausgeführter  Hole-  * 
schnitte  von  Apparaten  nach  Originalzeichnungen  anschaulich  gemacht. 
Die  Darstellung  ist  einfach  und  klar.    Das  Zurechtfinden  im  Buche  wird 
erleichtert  durch  Einthoilung  in  einzelne  Paragraphen  mit  Ueberschriften 
und  dnrch  ein  ausl'iilirliches  Inhaltsverzeicliiiiss.    Von  einem  Bestreben, 
die  Erscheinungen  genau  nach  Zahl  und  Maasä  zu  bestimmen,  um  die  ftlr 
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die  TheovIrmieiitibelRliehe  <}nindl«ge  sn  gevimien,  einer  Anfatelliing 
pbytftaKielier  Probleme,  and  von  dem  Versvche,' dieselben  sn  Itfsen,  i«t'in 
dem  Oaoot'sehen  Buche  allerdings  nicht  die  Rede,  ^ne  tiefere  Einsicht 
tn  den  Zwemmenhang  pbysikaUscfaer  £«rscheinQngen  an  erOAien,  scheint 
nicht  Sa  der  Absicht  dös  Verfassers  gelegen  au  haben ,  wenigstens  macht 
dev  Titel  des  Buches  „TrM  SUmenläirß  de phyHqtte  expirimemMe  ei  appUguäei^^ 
ta  ^eser  Hinsicht  keine  Erwartungen  rege.  -Was  der  Verfinser  mit  seinem  • 
Quehe- will,  geht  flbrigens  deutlich  aus  dem  Titel  hervor,  denn  es  heisst  auf 
demselben :  ä  fusoge  des  EtaMissemenls  dinslru'clions  dt»  aipirmts  aux  grades 
de»  Facultes  el  des  candidais  aux  diverses  ecoles  du  Gouvernement.  Das  Buch 
itl  ganz  in  die  Organisation  des  öffentlichen  Unterrichts  in  Frankreich  ein- 
gepasst  und  den  grossen  Erfolg,  den  es  dort  gehabt  hat,  verdankt  ea  neben 
der  Klarheit  der  Darstellung  und  der  schönen  Ausstattung  zumeist  wohl 
diesem  Umstände.  Der  Erfolg,  den  ein  Buch  in  Frankreich  hat,  recht- 
fertigt aber  nilein  uocli  nicht  eine  deutsche  Bearheitung'.  Das  deutsche 
Schulwesen  ist  von  dem  frauzösisoheu  gänzlich  verschieden  und  ein  Buch, 
welches  für  französische  Verhältnisse  zugeschnitten  ist,  muss  eben  dess- 
wegen  den  Zwecken  unserer l^ehraustalten  nicht  entsprechen.  Die  besseren 
deutschen  Lehrbücher  der  Physik,  mit  dem  Garrot'schen  Delnbucb  ver- 
glichen, zeigen  zudem  deutlich,  dass  man  iu  Deutschland  von  ganz  anderen 
Voraussetzungen  ausgeht.  Füv  den  ersten  Unterricht  in  der  Physik,  der. 
wenig  oder  gar  keine  mathematischen  Kenntnisse  voraussetzt,  bietet  das 
Buch  viel  zu  viel,  und  für  den  Unterricht  an  unseren  höheren  Lehr- 
anstalten ist  es  EU  oberflächlich.  Wir  können  uns  eigentlich  nur  einen 
Kreis  von  Lesern  denken,  denen  das  Bneh  willkommen  ist,  Leuten  nämlich, 
denen  es -nur  um  die  Anwendung  der  Wissenschaft  an  thun  ist  und  die  au 
he^em  oder  'mit  an  wen%en  mathematfschen  Vorkenntnissen  ansgerflstet 
sind,  um  einer  theoretischen  Erörterung  folgen  au  wollen  oder  au  kennen; 
Dass  das  GanoVsche  Lehrbuch- fltr  deutsche  Lehranstalten  nicht  ausreicht, 
sdkeini  der'  Bearbeiter  auch  gefUhlt  au  haben,  indem  er  es  nach  dem  Btand- 
pnnkte '  dentseher  Wissenschaft  bearbbitet  au  haben  vorgiebt  Ein  Buch 
a1^,  das  von  Haus  aus  auf  kernen  «hohen  wissenschafdichen  Standpunki 
steht,  kann  durch  eine  blosse  Bearbeitung  nicht  i^t  einem  Lehrbucbe  werden, 
.  wie  wir  es  auf  unseren  höheren  LehranstaUen  gebrauchen.  Sollte  es  ein 
wissenschafkUohes  und  selbst  nur  ein  elementares  Lehrbuch  werden,  ein 
Lehrbuch,  welches  sich  nnsem  guten  deutschen  Lehrbüchern  an  die  Seite 
stellen  könnte,  so  müssfce  es  so  umgearbeitet  werden,  dass  von  seiner  ursprüng- 
lichen Gestalt  wenig  oder  nichts  ttbrig  blieb,  d.  h.  es  mttsste  eine  selbst- 
Stindige  Arbeit  werden. 

Gelicn  wir  nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  etM  as  näher  auf  die  ' 
deutsche  Bearbeitung  ein,  so  finden  wir,  dass  eine  wörtliche  Uebersetzung 
vor  der  freien  Bearbeitung  den  Vorzug  verdient  hätte.    Wir  können  natür- 
lich nicht  Schritt  fUi^^Schritt  eine  Vergleichung  awischen  der  Bearbeitung  und 
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dem  Originale  geben,  und  beichrftnken  nne  daher  an  einigen  Beiapielen  da« 
VerhSltnlMbeider  sn'einanderin  aeigen.  Ueber  den  Sthwerponktaagl  Oaiioi: 
t^eenlte  de  graM  9*tm  corp$  en  m pokU pw  lequtü paw  eanaammna  r^Ml> 
imUeOesacliamdel^pettmlewr  wrleimolSeiileeieee  eorpt^äoM  totiie$  le$  pöH» 
üoNf  qv^ü  peut  prendre*  0»  dimoniref  m  MtoHfM,  fue  UnUcorpio  m  cenire  de 
gmriU  wdque;**  der  Bearbeiter  dagegen:  „die  an  den  ein2selnen  Moleonlen 
einea  KSrpera  wirkenden  Schwerkräfte  lassen  sich  alle  dnreh  eine  einzige 
Beanltante  ersetzen.    Den  Angriffspankt  dieser  letzteren  nennt  man  den 
Schwerpunkt  des  Körpers.    Es  kann  daher  ein  Körper  nnr  einen  einzigen 
Schwerpunkt  besitzen."  Ueber  die  verschiedenen  Arten  det»  Gleichgewichte 
heisst  es  bei  Qanot:  „VequiUbre  stable  est  f etat  d'un  corps  qui,  devie  detapoti^ 
Uon  tfefjuilibre  y  y  revieni  de  Uti-mime  amsilM  qti'aucun  obstacle  tic  s'y  nppose. 
Cet  eial  sc  iiresciilc  toulcs  Ics  fois  qn'un  corps  est  dans  tiue  position  teile  f/uc  son 
cenire  de  gravile  est  plus  has  f/uc  dans  loute  aulre  pusilion  voisinc.  Si  le  corps  est 
alors  dcplace,  son  cenire  de  gravile  ne  peui  elrc  (juc  rclcre,  ei  commc  In  pesunieur 
tend  Sans  crsse  ä  l\ibaisser,  eile  le  ramene,  apres  unc  suitc  d'oscillations,  ä  sa  posi- 
tion premiere,  et  Cequilibre  sc  relablil.  —  L'equilibre  ins  table  est  Vetai  (tun 
Corps  qui,  deine  de  sa  posilion  iTcquilibrc,  iic  lend  qua  s\'n  ecarter  davaniage.  Cet 
eial  se  prescnlc  fnuics  les  fois  quun  corps  est  dans  wie  posilion  teile  que  son  cenire 
de  gravile  est  plus  haut  que  dans  loute  uulrc  posilion  votsine ;  car,  pur  un  depla- 
cetneni  quelconque^  le  centre  de  gravile  e'tant  abaisse^  la  pesanteur  ne  tend  qu'ä 
VtUtaisser  davantage.      Enfin  on  nomme  equilibre  indifferent  celmquiper- 
aitte  daa$  toutee  le»  poritions  que  pcui  prmdre  im  corp$,  Ce  funte  d^equilibre  ee 
reneonire  hrsque,  dan»  U»  dütene»  potUhne  du  eorpSj  mh  eeiUre  de  fravüd  fi*«tf 
ni  relevä,  m  abaitt^  aM  q^ü  arrkte  pat  tme  rem  de  fßoäHre  eetttenm  p»  §em 
eteieu,  ou  paw  ime  epMre  repottmt  sur  un  plo»  koritmUuL"^  Ueber  denielben 
Gegenstand  lautet  die  dentaehe Bearbeitung:  fjm  stabilen  Oleiehgcwieht 
befindet  sich  ein  Körper  dann,  wenn  et  freiwillig  in  aeine  Gleiehgewiehts- 
lage  surfickkehrt,  nachdem  man  ihn  ans  derselben  entfernt  hat,  und  ihn 
dann  wieder  sieh  selbst  fiberUsst.   Dies  Olriehgewieht  findet  allenai  dann 
statt,  wenn  der  Sehweipnnkt  des  fragliehen  KOipers  sieh  unterhalb  seines 
Untersttttsungspnnktes  befindet,  dso  s.  B.  bei  allen  frei  an  Mnem  FaAen 
herabbängendenKftrpem.  Qie  Versehiebung  eines  solchen  hat  aar  Folge,  das» 
er,  nachdem  das  Hindemiss  yersehwnnden,  so  lange  um  sehie  Buhelage  hin 
und  her  oscillirt ,  bis  er  wieder  in  derselben  stehen  UeibL     Man  kann 
auch  einen  Körper,  der  unterhalb  seines  Schwerpunkts  nntersttitzt  ist,  in 
das  stabile  Gleichgewicht  bringen',  sobald  man  ilur  nicht  bios  auf  einen  ein- 
sigen Punkt,  sondern  auf  eine  breite  Fläche  oder  mindestens  auf  drei  weit 
genug  auseinander  gelegene  Punkte  stützt.  Das  labile  Gleichgewicht 
findet  dann  statt,  wenn  sich  der  Schwerpunkt  eines  Körpers  senkrecht  über 
dem  UnterstUtzungspunktc  befindet.  Verfichiebt  man  in  diosom  Falle  den 
Scliwcrpuukt  nur  woni^^  soitwlirts,  so  tritt  ein  völliget»  Umschlagen  des 
Körpers  ein.   Beim  indifferenten  Gleichgewicht  endlich  beharrt 
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der  Körper  ia  aHen  tntfglkhen  Lagen,  in  die  wir  ihn  bringen,  nnd  seigt 

keiu  Bestreben,  von,  seibat  in  rine  andere  Lage  sieh  za  begeben.  Es  ist 
dies  danu  der  Fall,  wenn  der  Schwerpankt  mit  dem  Unterstfitsuiigspiinkt 
zasarameoiUlt,  wie  wir  es  bei  einem  Kado  linden,  das  man  udr seine  Axe  - 
drehen  kann  mud  das  in  jeder  Lage  stehen  bleibt.  Doch  kann  anch  der 
Fall  vorkommen,  dass  der  Schwerpunkt  selbst  nicht  unmittelbar  untersttttst 
ist,  dass  sich  aber  bei  jeder  Verrückung  des  Körpers  immer  wieder  senk- 
recht unter  dem  Schwerpunkt  ein  Stützpunkt  vorfindet.  Ein  Beispiel  für 
diesen  Fall  liefert  eine  Kugel,  die  auf  einer  horizontalen  Fläche  ruht." 

Wollten  wir  alle  Stellen  anführen,  wo  die  Bearbeitung  zu  ihrem  Nach- 
theil von  dem  Original  abweicht,  so  würden  wir  uns  schwerlich  den  Dank 
unsrer  Leser  verdienen.  Wir  erwähnen  nur  noch ,  dass  auch  in  der  An-  • 
Ordnung  der  einzelnen  Gegenstände  die  deutsche  Bearbeitung  hier  und  da 
vom  Original  abgewichen  ist.  So  lässt  der  Bearbeiter  z.  B.  die  Betrach- 
tung des  Gleichgewichts  eines  Körpers  auf  einer  schiefen  Fibene,  die  im 
Original  bei  Gelegenheit  des  Falles  der  Körper  eine  Stelle  tindet,  auf  den 
Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  (der  wie  im  Original  ohne  Beweis 
hingestellt  wird)  folgen,  obgleich  von  der  Schwerkraft  erst  viel  später  die 
Kede  ist:  aber  es  kam  den  Bearb^ter  darauf  an  „eine  der  wichtigsten 
Anwendungen  des  Zerlegung  der  Krtfte**  bu  geben.  An  die  Betraebtnng 
der  sehiefen  Ebene  sebUessisieh  dieBetraebtung  des  Keils  «nd  derSebraube. 
Des  Heibls  und  der  Rolle  wird  In  einem  andern  Absebnitte  ErwKbnnng 
getiian.  Wenn  der  Bearbeiter  ftber  die  einfMben  Hasebinen  niebts  Besse- 
res an  sagen  wvsste,  als  wir  biec  finden,  so  war  es  besser  sie  gana  mit  Still» 
sebweigen  an  ttbeigeben,  wie  es  Ganot  gethan  bat.  In  dem  Paragrapben 
Uber  die  Planetenlwwegnng,  den  die  destsebe  Bearbeitung  binzogefügt  bat, 
.  findet  man  naeh  dem  eisten  Kepler^seben  Gksetae  die  Bemerkung:  „die 
Brennpunkte  sind  bekanntlicb  swei  «uf  dem  grössten  Dnrclunesser  der 
BItips»  gelegene  Punkte,  die  In  den  geometriseben  Beaiebungen  dieser 
krummen  Linie  dne  wiebtige  Bolle  spielen.*'  Was  diese  Bemerkung  soll 
wissen  wir  nicht;  denn  entweder  setzt  man  voraus,  der  Leser  weiss,  was 
Air  Punkte  die  Brennpunkle  sind,  oder  man  setzt  es  nicht  voraus,  in  welchem 
letzteren  Falle  man  es  ihm  einfach  an  sagen  bat.  Aus  dem  Angeführten 
mag  Jeder  sich  ein  Urtheil  bilden,  was  er  von  dem  wissenschaftlichen 
SUundpuakto  der  deulsoben  Bearbeitung  zu  halten  hat.  Erwlihnen  wollen 
wir  nur  noch,  dass  von  den  228  Seiten,  die  die  sogenannte  mecbanisohe 
Naturlehre  einnimmt,  eine  Seite  und  sieben  Zeilen  auf  die  Wellenbewegung 
kommen.  In  der  Akustik  und  Optik,  wo  es  wünschenswert!!  ist  die  Schwin- 
gungsbewegungen  durch  Abbildungen  veranscliaulicht  zu  sehen,  fehlen  diese 
fast  gänzlich,  während  sonst  im  Buche  ein  unwürdiger  Luxus  mit  Holz- 
schnitten getrieben  worden  ist;  denn  wie  soll  mau  es  anders  nennen,  wenn 
das  Herabfallen  der  Feder  und  der  Bleikugel  im  luftvcrdünnton  Räume,  das 
Zerdrücken  einer  Membrane  durch  den  Luftdriick,  das  vergebliche  Bemühen 
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zweier  Hände  die  Magdeburger  Ualbkugeln  von  einander  zu  reissen  und 
ähnliche  Dinge  abgebildet  sind.  Die  HolBSchnitte.  Fig.  13.  96.  90.  100.  244 
geboren  aber  geradezu  in  ein  Bilderbuch. 

Noch  einen  Punkt  müssen  wir  berühren.  Der  Bearbeiter  hält  es,  wie 
er  in  der  Vorrede  sagt,  entschieden  für  zweckmässiger  die  Lehre  vom  I\Ing- 
netismas  als  eijicn  Theil  der  Electricilätslehre  zu  behandeln.    Uns  scheint 
zunächst  die  Frage  nicht  zu  sein,  ob  os  zweckmässig  ist  die  Lohre  vom 
Magnetismus  als  einen  Theil  der  Electricitatslehre  zu  behandeln  ,  vielmehr 
wünschten  wir  vorher  die  Frage  entschieden  zu  sehen,  ob  die  Wissenschaft 
überhaupt  schon  bis  zu  dem  Punkte  gelangt  ist,  alle  magnetischen  und 
diamagnfeti schon  Erscheinungen  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken  für  die 
zwischen  zwei  Electricitätstheilchen  wirkende  Kraft  ableiten  zu  können. 
Diese  Entscheidung  ist  im  liuche  nicht  gegeben  und  in  demselben  nicht  zu 
erwarten;  man  findet  darin  weder  das  Amp^re'sche  Fundamenlalgesetz  noch 
auch  die  Verallgemeinerung  desselben  von  Weber  ausgesprochen.  Gesetzt 
aber  den  Fall,  die  Frage  wäre  entschieden,  und  man  könnte  oder  müsste 
die  alte  Hypothese  der  beiden  magnetiseheii  Materien  fallen  laaBent 
80  könnte  entweder  von  Zweeknütosigkeit  gar  nicht  die  Bede  ''sein  oder 
doch  nur  insofern,  als  man  es  für  den  Unteitieht  erspriesslich  hielt  an 
Beigen,  was  die  alte  Hypothese  leistete,  nnd  bei  welohem  Funkte  sie  auf- 
gegeben werden  mnsste.   Da  die  alte  Hypothese  so  liemlieh  alle  magne-> 
tischen  Erseheinnngen  nngeswnngen  an -erklären  vermag,  so  ist  A  gawiss 
zweckmässig  sie  im  Unterrichte  annächst  noch  beisnbehalten;  der  Unter- 
richt hat  ja  darsnlegen,  wie  die  Wissenschaft,  von  besonderen  Hypothesen, 
ansgehend,  sich  schrittweise  an  allgemeineren  Vorstellungen  erhebt  Diese 
Ueberlegung  ist  wohl  auch  der  Grnnd,  warum  in  nnsern  besten  Lehrbflchem 
die  Lehre  vom  Magnetismns  innäohst  getrennt  tob  der  Slestrieitätslehre 
vorgetragen  wird,  '  . 

Wir  glauben  von  einem  weiteren  Eingehen  in  das  Buch  absehet  sv 
müssen,  da  eine  derartige  Bearbeitung  der  Physik  einen  zu  geringen  wis- 
senschaftlichen Werth  besitzt.  Bedauern,  mttsaen  wir  ttbr^ens,  dass  der 
Bearbeiter,  der  Docent  an  einer  Universität  ist,  die  sofort  an  die  Na- 
men Fechner  und  Weber  erinnert,  von  dem  Standpunkte  deutscher 
Wissenschaft  sowohl  als  von  dem  Bedürfnisse  an  unseren  höheren  Lehr- 
anstalten einen  so  geringen  Begriff  bat.  Dem  Referenten  kommt  Unwill- 
kürlich der  Gediinko,  dass  der  Bearbeiter  bei  seiner  Bearbeitung  des  Ganot- 
schen  Lelirbncbcb  au  junge  Mediciner  eines  gewissen  Schlages  gedacht  hat, 
denen  er  für  die  Kepetitorien  der  Physik  ein  Buch  hat  in  die  Hiinde  geben 
wollen.  Zu  einem  solchen  Zwecke  können  wir  es  irnrnerhin  empfehlen  und 
würden  es  noch  lieber  thun,  wenn  es  Herrn  Dr.  Weiske  gefallen  hätte,  eine 
veine  gute  IJebersetzung  zu  liefern.  Der  Verlagsbucliliandlung  ist  man  hin- 
sichtlich der  Ausstattung  des  VV^erkes  jode  Anerkennung  schuldig. 

Dr.  liUDOLF  iloFFMANN. 
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Dietrich,  A.,  Die  Eloktricitätsverhältnisse  der  Atmosphäre 
unter  dem  Einflüsse  der  Eisenbahnen  und  der  elektri- 
s eben  T e  1  e  g  r  ap  h  i  e.    Dresden ,  Heinbold  &  Sohne.         %  Thlr. 

BoBinA,  P.  K.,  Magnetismus.  Fortsetsting  nnd  Scblns«  der 
Vihrationstheorie  der  ElektricitSt.  Klagenfnrt,  Liegeis 
Buchhandlang.  'i^Thlr. 
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Mathematisches  Abhandlangsrcgister. 


Das  hier  folgende  Register  enthält  eämmtliche  mathematische  Abhandlurigcn, 
welche  innerhalb  der  jedesmal  anzugebenden  Zeitperiode  in  Zeitschriften  und  Aku- 
demicberichten ,  so  weit  dieselben  der  Redaction  zugänglich  waren,  erschienen  sind. 
Es  schliesst  sich  eng  an  dus  Begiflter  gleichen  Inhaltes  an,  wclclio^  in  dem'  ersten 
(einzigen)  Bande  der  Kritischen  Zeitschrift  für  Chemie,  Physik  and  Mathematik  ent- 
halten isti  nnd  benutzt  dieselben  Abkürzungen.  Nämlich : 

A«tr.  NMhr.     bedeutet:  Astronomische  Nitehriehten  ron  SeknmAiiber,  fwt^ 

setzt  von  Peters.  —  Altona. 
Monatäberichtu  d.  Acadcmic  der  Wissenschaften  zu  Berlin. 
Compte»  rmdut  hebdomadaireB  da  »itmeei  de  FaeadAide  de» 

scicnces  —  Paris. 
Crtllo'.s  Journal  tiir  die  reine  und  angewandte  Mathema- 
tik ,  fort^ci^etzt  von  Borchardt.  —  Berlin« 
Arc'liiv  für  >r;itheniHtik  und  Physik,  herniagegeben  von 

(i  r  u  n  e  r  t.  —  Greifswalde. 
Journai  des  math^maüptee puref  ei uppHguieM  per  M.  Liott," 

vill  e.  —  Pfiris. 
Noiii'cUcs  anmiles  de  mathdmatique  par  M.  Ter  quem  et  Ge- 
rono. —  Paris. 
Bulletin  dt  In  ciasse  pbyiico-maiÄimatique  de  Caeademie  de 

St.  Pctembijuri/. 
2%«f  London ,  Kdinbia-gk  md  Dublin  Philosophicid  Magazine 
md  Jownnl  i)f  srience,  couducted  btj  lir  emster,  Taytor, 
Kane,  Francis  and  T  und  all.  — Jjond<M. 
The  quarterly  Jotunal  of  pure  and  «gipHed  mathtmotiee  eon- 

dttcted  by  Sylvester  and  Ferr  ers.  —  London. 
Berichte  über  die  Verhandlungen  der  k.  sächsischen  Ge- 
sellschnft  der  Wissenschaften  xa  Leipzig.  Matbema> 
tisch- physikalische  Klasse. 
Sitzungsberichte  der  mathematiscil  -  natonrieeensi^aft- 
liehen  Klasae '  der  Aeademie  der  'WissenMbalken  an 
Wien. 

Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben 
ron  Seh  18 milch  md  Witsschel.  —  Leipzig. 
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Erste  Hälfte:  1.  Jantiar  bis  30.  Juni. 

A. 

Aniljtisdie  Oeemetrie  (der  Bhiii«}. 

1,  Serie  emarbe  y«*  +  bx^  e=  0.  ^.  eoin.  math,  XVH,  1 18. 

2.  Sur  itne  crrtinne  vldssc  de  CO wb es  de  troisieme  degrd,  rappor-t^es  d  lignes  dreües ,  gtd 

ärpendcnl  de  partuaetres  donnes.  ßjqrknes.    Crelle,  LV,  310. 
8.  Theorentö  rcspecling  the  polar  coniCM  of  ewvet  fi/  <Ae  Udrd  degree,  Smith,  Quart, 
Joum.  Math.  II,  208. 
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4.  Sitr  les  ovales  de  Descarles.  Strebor.    N.  am.  mith.  Xfi/»  294* 

5.  A  ward  un  foci.  Huberts.    Quart.  Jm/m  Math  II,  195. 

0.  Die  orthogonale  Tranuveriialc  und  diu  Brcnuliiiie  der  zurückgeworfenuu  Htrahlen 
für  die  Cycloidft  und  für  die  loesrithmisehe  Spinde.  G*«ts.  Qnin.An>ItiT 
XXX,  121. 

Vergl.  Cycloide,  ElUpfe,  Evolutiou,  Hyperbel,  Kegelüchuitto ,  Kreis ,  Parabel, 
QoAdninr. 

.Analytifcbe  0eometzl6  (des  Bamnes). 

7.  Sur  le  Heu ßiomitrique  de»  eentrea  de»  »ection»  faite»  dans  un  contidm  »eeond  ordre  par 
une  »tdte  de  ptan»  pa»»ant  tou»  ou  par  tot  mime  potnt,  ou  ptir  une  mh»  Anite.  Mar- 
qi/et  et  Dalican.    N.  ann.  vuUh  XVII,  172. 

6.  Zur  Theorie  der  paraIlelen.Curveo.  Hoppe.    Grelle  IiV,  05* 

9.  Ueber  die  Enveloppe  der  Bahnen  tou  nach  «!sem  Punkt  gr«yitirenden  KSrper- 
theilchen.  Beer.    Wien.  Acad.  I3er.  XXIV,  314. 

10.  Sur  la  courhure  faite  dans  une  sur/ace  par  un  pian  tangent.    De  la  Gournerie. 

Joum,  Maihtm,  XXIII,  73. 

11.  -  Siir  Vdfpiation  du  ct/lindre  ponAoBgue.  Oerono»  Jf.  am,math.  XVII,  230. 

Vergl.  Krümmung. 


12.  Note  Ott     esBpauUm  oftke^trw  mqm^<.  ■  Cayloff,  Qturt,  Jöum,  MaA.  II,  220. 


13.  Uebor  (\cn  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  den  Winkel  stiltii  der  Tangente 
und  des  Sinus  setzt.  Wpl  fers.    Grun.  Archiv  XXX,  359. 
Vergl.  Bestimmte  IntcgralqjfJ? ;  Fnnctione#8ö;  Gleichungen  (numerische)  116; 
*  Interpolation;  Maxima  nnd  Minima  153;  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Astronomie. 

\A.  On  the  law  of  Bode.  Tehey.    PbU.  Mag,  XV, 

16.  NouedU  Ikiorie  du  moueement  de  la  lune.  Delaunay,  Compt.  rend,  XLVI,  012, 053. 

Jowm.  Mttthim.  XXIII,  220. 
10.  Hur  la  ditermination  des  declinmson»  et  des  ascensions  droites  des  itoües  par  des  ob- 
'  »ervatton»  aximutate».  -Emtn.  LiaU,   Ompt.  rend.  XLVI^  400. 

17.  Durch  Hcohnchtnngen  am  Passageninstmment  ansserbalb  dei  Metidfans  die  Zdt 

zu  finden.  Hansen.   Astr.  Machr.  XLVUI,  113. 

18.  Beferattber  Sassen *•  Mondtafcln  (fraasösiseh TonPaisevx).  Lioarille« 

Junni  Mathern.  XXXIII,  200. 
10.  Note  on  tlie  rotation  of  a  heavenly  budy.   Teb  ay.    Phil.  May.  XV,  211. 

20.  (Hfenes  Behr^eik  an  Herrn  Prof.  Encke,  Direetor  der  Stemvrarte  in  Berlin. 

Hansen.  Astr.  Maohr. XLVIU,  129. 

Atomistik. 

21.  Ueber  die  geometrischen  Eigenschaften  der  gravitas  accelatrix  Ney^ton's  und 

Hure  Conseqneniea  fOr  die  Atooiealeliro.  6«nsler.   Gi^Mk  Ar^T  ^yv,  i. 


22.  Ueber  die  Beduetion  dir  Attraktknakxifltt  aweler  Maasen.  Beli«ll.-  Zeilschr. 

Math.  Phys.  III,  80. 

23.  Sur  la  dfymnstration  de  eiquatkm      -I*  7~  +         —  4ss Ap.  Cl»nsias.  Joum, 

uw    uy  tfs 

MatMm.  XXirr,  57. 

24.  Ueber  Gravitation  und  I<>haltnng  der  Kraft.    E.  Ii  rücke.     Wien.  Acad.  Ber 

XXV,  19.  —  7Vh7  Mar)  XV,  81. 

26.  On  the  integral  nf  qrntntation  und  its  consetfttmis  wilh  refercnre  fn  the  metUUte  ttnd 

transfet-  or  comnunicution  vf  fort  e.    Wal  ers  ton.    F/iü.  May.  XV,  320« 

20.  ^'otc  ä  feeea»bm  du  mimoire  de  M.  Hirsi  Sur  roitraelkm de*  pert^iqfoide»  wy*|ffl^rt. 

Bourqet.    Jnitrn.  Miithcin  XXI II.  47. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Kaumcs  0 ;  Atomistik. 

B. 

Bsstimmf  t  Irtegrale. 

27.  Ueber  die  OausR'sche  Quadratnr  und  eine  Veralteemeineruiur  derselben*  Chri- 

Bjtoffel.  GreUeLV,OI. 
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38.  lieber  die  AbleUnog  d«s  Differentials  Ytia  ImF(«).  Clftna«!!.    Gmn.  Areliir 

XXX,  169. 

29.  TkuMformation  «anm  bettimmteii  Integrals.   SohlSnileh.    ZeÜMhr.  Malii. 
ThyB.lU^  HO. 

Psin  X-* 

'60.  Ueber  den  Werth  des  Integrals  I  ■  dx^  wenn  m  und  n  positive  ganze  Zahlen 

nndm^ii.  Mindittg.   Qnm. Archiv  XXX,  171. 


31 .  lieber  den  Quotient 


/^^^  ;    I  Panin     iV. «««. 

Kl  ->«6«e«.«fa^  J  Kl— eMa*.«nt9K 

imrfA.  XVII,  61. 

32.  Ucbcr  einitjre  bestimmte  Int^-grale.  Bicnpcr,    Grun.  Archiv  XXX,  250. 

33.  lieber  einige  bestimmte  integrale.  Zehfuss.    Grun.  Archiv  465,  409. 

84.  Oh  the  nmtliple iniegral  Idxdy,,,  dz,  SeklaeffU.  Qvart. Jown, MtOk. II,  200. 

85.  Bedaetlon  eines  vielfaetaen Integrals.  8e1iI5mileli.  Zeitseh. Math.  Pbys. III,  22. 

Vorgl.  Anomalie ;  Klliptiscbc  Functionen;  Functionen  80;  Gaumafmiotioneii ; 
Gleichungen  112;  Imaginärem  124;  Iteiben  207. 

» 

Änomialreihe.  _ 

36.  Elementare  Summirung  einiger  Beihen  und  daraas  abgeleiteter  Beweis  des  bino- 

misehen  Lehrsataes  für  negative  ganze  Exponenten.  O  r  u  n  e  r  t.   Gnm.  Archiv 

XXX,  336. 

37.  Ueber  die  binomische  licibe.  He^ne.    Crelle  LY,  270. 

C. 

Capillarität 

Hur  la  t/täoiie  capülaire.  Arlhur.    CJompt.  read.  XLFI,  lOSb, 

Combinatorik. 

30.  Stir  le  nombre  de  miiem^s  que  peut  acqiierir  une-fonction  de  n  lettrfi,  gumd  on  y  per- 
mide  ses  tctires  de  ioutet  ü»  nuadire*  po99ibte»,  Emile  Mathieu.  (kmpt.  remd, 
XLFI,  1017,  1208. 

Cotes'soher  Sats. 

40.  Der  Satz  von  Cotes  auf  die  Ellipse  erweitert.  Grunert.  Grun.  Archiv  XXX,  104. 

,  Cubikwxursel. 

41.  Notre  eur  Textrae^on  de  tu  meine  cubique.  Fttreetier,   N.  am.  maA.  XVII,  7. 

42.  &stractian  ebrigH  d^wte  raebte  etAi^,  Qenoetki.   2f.  m»,  math.  XVII,  186. 

OiiMMkeTacm«  ve^l.  Oleichuagea  106;  homogeae  Futetienen  119^  120. 

Cycloide. 

43.  Lehrsatz  über  einen  rollenden  Kreis.  O.  B  öklen.    Grun.  Archiv  XXX,  469. 

44.  Untersuchung  der  Evoluten  der  Cycloidcn.  Laug.    Grun.  Archiv  XXX,  319. 

». 

Determinanten. 

45.  Sur  un  certain  syiiirme  d'^quatioiut  Unfaires.  Painvin.    Jount,  Mathim.  XXIII,  41. 

46.  SobdUm  ttme  fquaihm  indtteminie  ä  treX»  fneotmuei.  STouiUnrt.  ~  JE.  Mathieu, 

N.  ann  math  XI' fl.  !02. 

47.  Rapport  entre  dcux  dHamimmts.  E.  Mathieu.    N.  mm.  nuiih.  XFH,  187. 

48.  Thiorime  eur  tee  dHermbmO*  gmuAe»,  Cayle^.  Crelle  LT,  277. 

Detemrinawtn  (ia  geoMlriaAar  Anweiidimg). 

49.  Zu  den  Doppeltangentcn  der  C'urven  vierter  Ordnung.  Hesse.    Crelle  LV,  83. 

50.  Di$eu»»iondesliipm«tsurface*du»ecmdordre.  Faiuvin,   N.aiM.maih,Xl^Uf  ISO. 
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Differentialgleielii 

Öl.  Integration  verschiedener  DiffereniUlgleichmigeii.  8.  Spitaor.  Zeitsohr.Malli. 

Phys.  III,  lüö. 

Bt.  N«to  nr  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

8.  Spitser.   Gnin.  Archiv  XXX,  76. 
63.  Bemerknng  anr  Integration  der  Gleichung 

S.  Spitxer.    Gran.  Archiv  XXX,  83. 
M.  Intfgration  der  linearen  Differentialgleichung 

8. 8 p  { t B  e  r.   Zeitschr.  Math.  Phys.  lU,  55. 

56.  Integration  der  linearen  Differentiulglcichun?  . 

afi(flf4'btx)tf'+x(at+6tx)i/  -f  (a^+ö*«)y  =  0. 
8.  Sp itse r.   Zeitsobr.  Math.  Phys.  ni,  53. 
SO*  Integration  der  Difforontia1p:U  ichung 

(02  +  bt  x)     +  («I  +  öt  x)  y  +        4o  «)  y  s=  0. 
8.  8  p  i  ta  e  r.   Wien.  Acad.  Ben  XXY,  S1 .  —  XXVI,  440,  479. 

57.  Bemerknngen  fiber  die  Integration  der  linearen  Differentialgleidmqg 

(iii4>  ht  x)  y"  -»•  (01 4-  61  x)  y'  +  (oo  +  *o  «)  y  =  *>• 
8.8pitaer.   Zeitachr.  Math.  Phys.  lU«  4^. 

58.  Strr  rintigration  d«  gnetgue*  ieuaHem  MfHnaiHeUe§,    Lobatto.     Qmn,  Arebir 

XXX,  292. 

90.  Eine  Bemerkung  Qber  Integration  linearer  DifFerentialgleidtnifgen.  Weiler. 

Orf'lle  LV,  274. 

60.  lieber  Herrn  8pitaer*e  Abhandlung:  die  Integration  mehrerer  Differentialgleich- 

nngen  betrefTend,  nnd  die  darin  erhobenen  Prioritftteansprfidie.  Petsyal. 

"Wien.  AcAfl.  Per.  XXVTII,  253. 

61.  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung.  S.  Spitzer.    Grun.  Archiv 

XXX,  339. 

02.  AufstellnnfT  rl'  r  linearen  Pifferentialgleichnng ,  von  welcher  ein  gewisse.-^  particu- ' 
lUres  Integral  bekannt  ist.  S.  Spitzer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  III,  17Ö. 

Sifferentialqnotient 

63.  Entwickelung  des  ^*<^"  Diffcrentialquotientea  von  ^  —  e'"'^^.  S.Spitzer.  Grun. 

Archiv  XXX,  79. 

64.  Zur  Theorie  der  höheren Oifferentialqaotienten.  Sehlömileh.   Zeitsehr. Math. 

Phys.  ni,  65. 

Sifllurentialrechnang. 

05.  lieber  einige  Aufgaben  Ton  Bertrand.  Mathiea.   N,  «na.  mölil.  XFIt,  12. 

DUEMrenxengleiohnngen. 

60.  Ueber  die  AuflSsvng  der  linearen  endlichen  Differcnzengleichimgon  mit  variabeln 
Coelficienten.  G.  Z  e  b  f  na  a.   Zeitschr.  Math.  Phya.  m,  175. 


07.  Mdmoire  mar  le  travail  des  forces  ölmtiqua  dans  m  corps  solide  e/mfü/uc  dcformi 
raction  de  forrex  ext&rieirres.  Clapcyron.  ^Compt.  rend.  XLVI,  208. 

68.  Du  travail  des  forces  ^(aslir/ues  dans  l'interititr  d'un  corps  solide  et  partiadÜTement  de» 

ressorts.  Phillips,    Compt.rend.  XLFJ.  ii'i'i,  4A0. 

69.  £tabU*»emeni  ilementaire  des  formtäes  de  Itt  tortüm  det priMme»  ilaatigue».  De  Saint" 

Venant.    Compt.  rend.  XLVI,  ZA. 

70.  Notiveau  principe  Sur  la  distrihution  des  tOttSom»  ioM  te$  »y$tömM  ^MtiqueB^  Minu- 

bria.    Coa^t.  ratd.  XLVI,  1056. 

Ellipse. 

71.  Der  Satz  des  Ftolemäas  auf  die  Ellipse  erweitert.  Grunert.    Grun.  ArohiT 

XXX,  100. 

72.  lieber  eine  Eigenschaft  der  Ellip.«c.   O.  BiJklcn.    Ornn.  Arcliiv  XXX,  430. 

73.  Sur  le$  riiametres  conjugues  de  l'ell^se.  Ger  oho.    N.  ann.  matJi.  XV  11^  125.^ 
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74.  Uehor  (1<  n  F];i(  hi  ulnhalt  in  oder  um  eine  Ellipse  beaeluiebeiier  Dr«|eoke  und 

Vierecke.  Uruncrt.    GruJi.Archir  XXX,  11. 
75«  Merkwürdige  Coiurtmetion  des  gritesten  in,  und  des  Ueinaten  nn  tlM  ElBpae  be- 

8chrit'beücn  Viekcks  von  {;e^r>1)rncr  fieiienaUd.  Omnert.  GnuuAiehiv 

XXX,  84.  -  8.  Spitz or,  ibid.  352. 
VergL  Cotes*sciher  Lehnate;  Seetificationf  TrisecUon  des  WInkd«  t28. 

76.  Transfornuitioji  de  Landen  comidir^e  geomötriquement.  Küpper.    Crello  LV,  89. 

77.  On  the'cubic  transfnrmntion  of  an  eUiptie  functüm,  Cayiejf.    Phil,  Mag.  XF,  363. 

78.  Sur  quelques  furmules  relatives  ä  1a  tranufintnathH  rtet  flntctfOng  elliptiques.  Her- 

mite.    Compt.  rend.  XLVI,  171.  —  Jottrn.  Muthem.  XXI II,  26. 
70.  Sur  quelques  formulee  pour  to  tranMformatiou  des  itUigrales  eUipiiques.  Cayley. 
CreUe  LT,  15. 
VergL  Gleiehnngen  lOS,  100, 107, 108. 

Erolntioii. 

80.  Sta'  tes  centres  surccssiß  rlr  cnm  fmre  des  Hgnes  pUmet*   JBuion  de  la  Goupil' 

liere.    Compi.  rend,  XLFJ, 
Yergl.  Cydoide  44. 

Taetorielle. 

81.  0»  the  fa^orui  notation.  Elphins  fo  n  e.    Quart.  Jount.  Math.  //,  254. 

Functionalgleichungen. 

82.  Ueber  die  Gleichung  9 +  93 1^)  =    i''^  f {}/)  +  j/ f  (a?)).   Clausen.    Gruu.  Ar- 

eIiiTXXX,170. 


88.  Ueber  die  linrarc^  Abhjln^gkeit  von  Fnnetionen  einer  ehudgen  Yertadeiliclien. 

Cbristoffel.    Crclic  LV,  281. 
84.  Sur  une  question  du  iMttnü  bmerse  de*  diffirence*.  Ter  quem.  2f.  am*  awlA  XFII,  122. 
Uelx  r  dit>  approximative  Darstellnng  gegebener  Functionen.  Scblömilcb. 

Zeitschr.  Math.  I'hys.  III,  124. 

8Ö.  Ueber  die  Function  /"(«)  —  !  —         ^  —  ^     '  ' '  '   Clausen.     Grun.  Archiv 
XXX,  106.  —  Scblömilch.  Zeitscbr.  Malh.  Phys.  III,  130. 

0aBunafnnction . 

87.  Einfache  Herleitung  des  Oauss^soben  Ausdrucks  für  TO»).  Zehfuss.  Grun. 

Arcbir  XXX,  441. 

Geodlsie. 

88.  Sur  le  diodoppemeKt  mod^  de  Flameteed,  A,  Tiseot.   Ceaq^.  rend.  XLVI,  040. 

Oeenulrie  (hihere). 

80.  T'i  lx  r  die  P»  rpcnrlikel  heim  Dreiecke.  Oxauiendi.    X.  ann.  maÜL  XFlif  lOi. 

00.  Vermischte  Öätzu  und  Auiguben.  Steiner.    C r eile  LV,  356. 

01.  Froprtitis  des  figurea  homographiquee  dms  V espace.  De  Jonquiere*.    N.  am  matk. 

XVa,  51. 

92.  Note  Sur  un  problcme  de  geotnetrie  ä  \rois  dimensions.   De  Jonquieres,  Juum. 
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240.  Oiniftdtsation  d'unc  fmimde  cotiremant  la  somme  des  pitütanet»  des  dMeeur»  thi» 

nombre.  J.  Liouville.    Jown  Mai/iem.  XXJIl,  (i^. 

241.  Note  Sur  la  compofdtion  du  nombre  47  par  rapporl  ai/x  vinyt-troisthnes  raciues  de 

Vuiiiti.  CayU-y.    Grelle  LV,  192. 

242.  Sur  quelques  formtUes  ginerales  qui  peiwent  ('(re  utiles  duas  la  tkeorie  des  nombree» 

J.  Liouville.    Joum.  Malhim,  XXIII,  143,  193,  201. 
248.  Ueber  die  allgemeinen  Reoiproelt&tsgesetie  der  JPotenareste.  Knmmer«  BerU 
Acad.Ber.  1858, 158. 


Digitized  by  Google 


I 


Literaturzeitung. 


Die  Elementar- Xafhematik  fttr  den  Sebalnnteniclit  bearbeitet  Ton  Ludwig 
Kamblt,  Professor  am  Gymnasium  an  St.  Elisabeth  in  Breslau. 
YoUstindig  in  vier  Thailen: 

Erster  Theil:  Arithmetik  nnd  Algebra.  Dritte,  Termebrte  und  Ter- 
besserte  Auflage.  Breslau,  Ferdinand  Hirfs  Verlag.  1857. 
'    "    Zweiter  Theih  Planimetrie.  -Ffinfte,  verbesserte  Auflage.  Mit  vier 
•  Tafeln  litbographirter  Abbildungen.  1858. 

    * 

Dritter  Theil ;  Ebeue  und  sphärische  Trigonometrie.  Dritte, 
verbesserte  Auflage.  Mit  einer  Tafel  litbographirter  Abbildua- 
gen.  1857. 

Vierter  Theil:  Stereometrie.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  Mit  vier 
Tafeln  lithogr.iphirter  Abbildungen.  I8j8. 

Die  vorliegende  Elementar -Mathematik  soll,  wie  der  Verfasser  selbst 
bemerkt,  nicht  ein  ausführliches  Lehrbuili  für  den  Solhsdinterricht  oder  für 
tiefer  eingehende  Studien,  sondern  nur  ein  Tjoitfuden  für  die  Schule  sein. 
Der  Verfasser  hat  sich  ans  diesem  Grunde  auf  das  Unentbelirlichste  be- 
schränkt und  da  er  vorzugsweise  die  Bedürfnisse  der  üynuiusien  iui  Auge 
gehabt  hat,  so  war  auch  die  Zeit,  die  auf  diesen  dem  mathematischen  Un- 
terricht eingeräumt  ist,  für  die  Menge  des  aufzunehmenden  Stoffes  maass- 
gebend.  Mit  derEinscbrSnkung  des  mathematischen  Unterrichts  auf  ein  enges 
Gebiet  kann  man  sieh  gewiss  nur  einverstanden  erfclSren,  nnr  muss  das  We* 
nige  dafflr  um  so  genauer  und  gründlicher  durchgenommen  werden.  Boll 
der  Lettfaden  dem  Schttler  die  Ansarbeitang  eines  vollständigen  Heftes  er- 
setaen  und  er  denselben  mit  Nutaen  zur  Vorbereitung  auf  die  Stunden  und 
'  aur  Wiederholung  gebrauehen  können,  so  muss  er  mit  einer  gewissen  Aus- 
fOhrüehkdt  gesehrieben  sein.  Der  Verfasser  hat  hierbei  jedenfalls  das  rich- 
tige Haass  getroffen.  Die  Form  der  Darstellung  ist  in  allen  vier  Theilen 
die  dogmatische.  Wenn  dar  Referent  t&ch  mit  der  Wahl  dieser  Darstel- 
lungsweise  nicht  gana  einverstanden  erUlren  kann,  so  wfll  er  hiermit  den 
Streit  Über  die  WissenschafUielik^t  der  dogmatischen  Form  und  ttber  die 
Zweckmftssigkeit  derselben  in  didaktischer  Beaiehung  nicht  emeueni,  m- 
Lltmiwsif .  4.  ZeltMkr.  f*  MMk.  «.  Pbft.  IV.  3 
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nutl  da  bei  der  Anordnimg  des  Inhalts  ein  henristiseber  Oedankeiigaiig  im 
Wesentlichen  bestimmend  gewesen  ist.  Ab«;  man  brancbt  kein  Gegner  der 
synthetiscben  Metbode  an  sein,  am  die  bis  anx  Ermfldung  getriebene  Wie- 
derholung der  Wörtor:  Lebrsata,  Boliauptnng,  Beweis,  Folgerung,  Zusatz, 
Anmerkung  n.  s.  w.  weder  schön  noch  unbedingt  nothwendig  an  finden. 
Dass  man  auch  ohne  dogmaüscho  Form  kurz ,  Avisscnschaftlich  streng  und 
systematisch  schreiben  kann,  und  eine  heuristische  Gedankenentwickehmg 
auch  ohne  eine  unertr^liche  Breite  oder  einen  ermüdenden  Wortschwall 
möglich  ist,  davon  gehen  die  üblichen  Darstellungen  der  nicht  elementaren 
Tbeile  der  Mathematik  und  der  mit  ihr  verwandten  Wissenschaften  wie 
z.  B.  die  Mechanik  einen  glänzenden  Beweis.  Freilich  einen  guten  Styl  zu 
schreiben  ist  auch  in  der  Mathematik  niclit  leiolit  und  das  erklärt  uns  oini- 
germaassen  die  Hartnäckigkeit,  mit  der  man  in  den  Büchern  über  die  Ele- 
mentar -  Matliematik  an  der  dogmatischen  Form  hängt.  Auch  können  w  ir 
nicht  zugeben,  dass  bei  einem  guten  Style  die  iudividtiellc  Bedeutung  der 
Sätze  verloren  gehe,  müssen  vielmehr  behaupten,  dass  gerade  bei  einer  un- 
gezwungenen und  ungekünstelten  Darstellung  die  wichtigsten  und  frucht- 
barsten Sätze  in  ihrer  Bedeutung  sich  am  nachdrücklichsten  hervorheben 
lassen. 

Im  ersten  Theilo,  welcher  die  Arithmetik  und  Algebra  enthält,  ist 
der  Verfasser  seinem  Vorsatze,  dem  Inhalt  eine  solche  Anordnung  zu  geben, 
,,dass  man  an  ihr  einen  stetigen  Fortschritt  der  Entwickelung,  die  nothwen- 
dige  Bewegung  des  mathematischen  Denkens  nachweisen  kann,"  nicht  im- 
mer treu  geblieben.  80  wird  die  Untersuchung  der  Verbindung  der  (abso- 
luten ganzen)  Zablen  in  Summen,  Differenzen,  ProduSen  und  Quotienten 
uttterbroeben  durch  die  Erklärungen  von  Poteni  und  Wurael,  die  vor  der 
Erklärung  des  Quotienten  au  stehen  kommen.  Wollte  man  den  Ghrnnd  gel- 
ten lassen ,  dass  die  Definition  der  Potenz  und  deren  unmittelbare  Folge- 
rungen nur  emen.speeiellen  Fall  der  Multiplication  betreffen  und  sieb  dieser 
eng  anscbliessen,  so  mttsste  ja  auch  das  P^odnct  unmittelbar  nach  der  Somme, 
als  specieller  Fall  derselben,  genannt  werden,  unct  damit  wftre  immer  noch 
«nicht  erklSrt,  warum  Differena  und  Wurael  vor  dem  Product  und  vor  dem 
Quotienten  erwähnt  werden.  Soll  jede  n^ue  Rechnungsart  aunächst  als  ein 
besonderer  Fall  der  vorhergehenden  erscheinen,  was  doch  zu  einem  s^ti- 
gen  Fortschritt. der  Entwickelung  gehört,  so  wäre  der  Erklärung  des  Pro- 
ducts in  §  12  die  Auflfessung  desselben  als  Summe  glmchmr  Posten  voran- 
aiehen.  Nachdem  die  Division  auf  eine  Erweiterung  des  Begriffs  der  Zahl  • 
in- der  Weise  geftibrt  hat,  dass  er  auch  gebrochene  Zablen  umfasst,  ist  es 
natttrlioh  nothwendig,  die  früheren  Definitionen  der  Multiplication  und  Di- 
vision zu  erweitem  und  die  Gültigkeit  der  frftheren  Lehrsätze  für  gebrochene 
Zahlen  zu  «rweisen  und  zwar  in  aller  Strenge.  Dass  eine  pädagogische 
Rücksicht  es  war,  die  den  Verfasser  veranlasste,  die  Erweiterung  der  ge- 
fundenen Qesetae  auf  eigentliche  Brüche  nicht  in  aller  Strenge  an  erweisen, 
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mnaa  tum  Wunder  neluaen.  Wenn  schon  hier  in  Sfickaiclit  aof  die  jugend* 
liehe  Kraft  der  Schfiler  die  Strenge  aufgegeben  Verden  eoU,  so  fragen  wir, 
welchen  Zwecken  der  mathematische  Unterricht  dient?  Nach  der  Meinni^ 
des  Befereiiten  treibt  man  mit  einem  Schttler  erst  dann  aligememe  Arithme- 
tik,  nachdem  er  in  dem  sogenannten  Zahlenreehnen  die  nOthige  Fertigkeit 
erlaogt  hat.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  sind  die  Schwierigkeiten,  Wfdcbe  der 
Eintritt  in  die  allgemeine  Arithme^  dem  jugendlichen  Geiste  bereitet, 
wahrhaftig  nicht  so  gioss,  als  dass  er  sie  niclit  bewütigen  könnte.  Und 
heisst  es  denn  Schwierigkeiten  entfernen,  indem  mau  die  Strenge  zum 
Opfer  bringt?  Strenge  allein  gewührt  anf  die  Dauer  dem  Schüler  volle  Be- 
friedigung und  man  täuscht  sich,  wenn  man  glanbt,  dass  ihm  eine  sogenannte 
populäre  Darstellung  zusagt.    Wir  müssen  noch  einige  Punkte  anführen, 
wo  der  Verfasser,  ohne  durch  die  Sache  dazu  genötliigt  zu  sein,  von  der 
uiathematiücheu  Strenge  abgcwicbcu  ißt.  Nach  der  Erklärung  des  Quotien- 
ten in  §  17  rauss  der  Divibor  immer  eine  uubenannto  Zahl  seiu ;  glcieluvohl 
ist  in  Anmerkung  2  desselben  §  von  einem  Quotienten  die  Kede,  dessen 
Glieder  benannte  Zahlen  sind.    Die  Strenge  erl'urdert  hier  nicht  nur  eine 
Erklärung,  was  man  unter  dem  (Quotienten  gleichnamiger  Zahlen,  sondern 
was  man  unter  dem  Quotienten  gleichartiger  Grössen  überhaupt  zu  verste- 
hen habe.    Diese  Erklärung  würde  freilich  zum  Messen  der  Grossen  oder 
zur  Angabe  ihres  (geometrischen)  Verhältnisses  und  somit  schliesslich  zu 
den  irrationalen  Zahlen  geführt  haben,  vor  denen  aber  der  Verfasser,  wahr- 
scheinlich ans  pädagogischen  Bücksichten ,  eine  gewaltige  Scheu  zu  haben 
scheudt  Dass  es  irrAtionale  Zahlen  giebt ,  erflUirt  der  SchiÜer  erst  in  §  50, 
nachdem  die  Lehre  von  den  Verhftltnisseu  nnd  Proportionen  nnd  die  ganae 
Ldbe  von  den  Potenaen  nnd  Wurzeln  vorgetragen  worden  ist.  Verweist 
man  die  Lehre  von  den  YerhSltnissen  und  Proportionen  in  die  Arithmetik, 
so  folgt  sie  naturgemXss  auf  die  Lehre  von  den  Prodacten  und  Quotienten. 
DasVerhttltniss  incommensurabler  Grossen  fahrt  dann  auf  die  Irrationslxah- 
len  und  macht  somit  eine  Erweiterung  des  ZahlbegrifiiB  nöthig.  Der  Nach- 
weis, diass  alle  für  Bationalzahlen  bewiesenen  Gleichungen  auch  fUr  Irra- 
tionalzahlen gelten,  darf  nicht  ausgelassen  werden.  Der  Verfasser  fiber- 
gtsht,  wie  schon  gesagt,  die  Irrationalzahlen,  und  iXsst  sich  in  der  Lehre 
von  den  Verhältnisseli  und  Proportionen  nur  auf  Zahlen,  VerhiUtnisse  und 
ZahlenpKoportionenein.  t)er  Bezeichnung  und  dem  allgemeinen  Gebrauch  ent- 
sprechend wftre  es  gewesen,  den  Verbältnissexponenten  dem  Quotienten  des 
Vordergliedes  durch  das  Hinterglied  gleich  zu  setzen  und  nicht  umgekehrt; 
ein  Nutzen  erwttdist  jedenfalls  nicht  aus  dieser  Auffassung.   Warum  §  23 
und  §  34,  die  von  der  Null  und  dem  Unendlichgrossen  und  TJnendlicbklei- 
neu  handeln,  zwischen  die  Lehre  von  den  Producta  und  Quotienten  iind 
die  Lehre  von  den  Verhältnimen  und  Proportionen  eingeschaltet  sind,  be- 
greift man  nicht  recht;  nnsrer  Ansicht  nach  gehören  sie  an  die  Spitze  des 
sweiten  Abschnitts,  der  von  den  relativen  oder  algebraischen  Zahlen  ban- 
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delt.  Die  Aasdrfidte  „algebrusclie  2ablen/'  „algebraische  Addition,*'  „aU 

gebraiBcbe  Sabtraction"  u.  s.  w.  zu  vermeidi^n  ist  wohl  wünschenswertli ,  in- 
dessen für  die  jetzige  Terminologie  schwievii^er  durchzuführen,  jedenfalls  ist 
es  aber  thaalich  den  Namen  Algebra  nur  für  die  Lohre  von  den  algebraischen 
Gleichungen  beizubehalten ,  w  ie  es  ja  auch  so  ziemlich  allgemein  Gebraucli 
geworden  ist.  — In  §  53  sagt  der  Verfasser:  „Eine  gerade  Wurzel  ans  einet 
negativen  Zahl  ist  unmöglich,  weil  kPne  positivo  und  negative  Zahl,  ins 
Quadrat  oder  in  eine  andere  gerade  Potenz  erhoben ,  eine  negative  Zahl 
hervorbringen  kann.'*  Hieran  schliesst  er  die  Erklärung:  „Solche  gar 
nicht  existirende ,  unmögliche  Wnrzohi  werden  imaginäre,  und  im  Gegen- 
satz zu  ihnen  alle  übrigen  Zahlen  reelle  Zableu  genannt."  Nun  ist  es  rich- 
tig, dass,  so  lange  der  Zablbogrift"  blos  r<'elle  Zahlen  unifasst,  eine  gerade 
"Wurzel  aus  einer  negativen  Zahl  unnM'iglicb  d.  h.  keine  reelle  Zabl  ist, 
ebenso  wie  es  unmöglich  ist,  so  lanj^^e  mau  nur  absolute  Zahlen  kennt,  einen 
Unterschied  anzugeben,  dessen  Subtrahend  grösser  als  der  Minuend  ist. 
In  beiden  Fällen  liegt  in  dieser  Unniöj:;licbkeit  die  Aufforderung  den  Be- 
grifl'  der  Zahl  zu  erweitern;  obige  Erklärung  ist  daher  nicht  statthaft.  Von 
etwas,  was  gar  nicht  existirt  und  unmöglich  ist,  iHsst  sich  überhaupt  keine 
Erklärung  geben ;  aber  in  der  That  sind  die  imaginären  Wui'zeln  etwas  Exi* 
stirendes  und  folglich  Mögliches  —  unmöglich  sind  tSm  denn  doeh  ma  m- 
neihalb  eines  su  engen  Begriflfs.  —  Im  dritten  Absehnitt,  der  yob  den  Lo* 
garithmen  handelt,  finden  wir  bei  den  nnmerischenBeiBpieleii  siebenstellige 
Logarithmen  angewendet  nnd  entnehmen  daraus,  dass  der  Verfasser  die 
gleiehen  Tafeln  anch  bei  seinem  Unterrichte  anwendet  Man  mnss  sich 
wkUich  wnndem,  dass  siebenstellige  Logarithmentafeln  noch  so  oft  in  un- 
seren Schulen  angetroffen  werden,  da  doch  gegen  ihr  Beibehalteik  so  inele 
nnd  gewichtige  Grflnde  sprechen  nnd  auch  oft  genug  schon  geltend  gemacht 
worden  sind.  Für  die  Schule  aunttchst  empfehlm  sieh  Tafeln  mit  möglichst 
wenig  Bruchstdlen  nicht  nur  durch  den  geringen  Umfang  und  die  Ueber- 
siehtUchkeit,  sondern  auch  durch  den  Umstand,  dass  der  Schüler  hei  dem 
Gebraneh  solcher  Tafeln  in  das  Wes^n  der  Interpolatiim  besser  eindringen 
muss,  was  ihn  beftthigt  auch  andere  mathematische  Tafeln  von  abweichen- 
der Einrichtung  zu  gebrauchen.  Ferner  darf  wohl  die  nicht  unbedeutende 
Zeiterspamiss  in  Anschlag  gebracht  werden,  die  hierbei  keineswegs  auf 
Kosten  der  Gründlichkeit  erkauft  wird,  da  in  den  meisten  Fällen  Tafeln 
mit  vier  oder  fünf  Stellen  diejenige  Genauigkeit  geben,  welche  den  einer 
Aufgabe  zn  Grnnde  liegenden  Zableu  und  somit  der  Genauigkeit  des  dar- 
aus abgeleiteten  Resultates  entsprechen.  Bei  jeder  numerischen  Rechnung 
kommt  es  "darauf  au  das  Endergebniss  mit  dem  geringsten  Aufwand  von  Mit- 
teln zu  erreichen  und  solche  einfache  und  ausreichende  Mittel  sind  vier- 
oder  tünfhtellige  Logarithmentafeln.  Zuletzt  ist  für  die  Schule UUch  der  ge- 
ringere Preis  kleiner  Tafeln  nicht  ausser  Acht  zu  lassen. 

Was  die  Logaritiimen  von  Decimal brächen  anlangt,  so  halten  wir,  mit 
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Rücksicht  auf  $  63,  folgende  Bemerkangen  tfht  die  Praxis  des  Rechnens, 
obwohl  sie  nicht  nen  sind,  nicht  für  liberflQssig:  Der  Logarithmns  eines  De* 
cimalbmchs  ist  negatir.  Um  negaüve  Logarithmen  sn  Teraieiden,  kann  man 
zwei  Wege  einschlagen.  Der  erste  Weg  besteht  darin,  dass  man  negatire 
Charakteristiken  einführt;  i.  B. 

0,25  =  /<V  ^  ~  %  25— /<V  100  =  1,39794—2  =  0,39794—1. 

Bierbei  bleibt  die  Mantisse  positir*  Diese  Art  die  Logarithmen  der  Deci- 
malbrfiche  ausaudrUcken  verlangt  aber  anch  das  Minusaeichen  und  fordert 
Aufmerksamkeit,  nm  sich  in  den  swei  entgegengesetzten  Operationen,  der 
Addition  der  Mantisse  nnd  der  Snbtraction  der  Charakteristik,  nicht  an  ir> 
ren.  —  Der  sweite  Weg,  welcher  anch  negative  Kennziffern  yormeidet, 
verdient  allgemein  befolgt  an  werden.  Da  es  in  keiner  Rechnnng  vorkom- 
men kann,  dass  man  sich  nm  10000  Itlüllionen  irrt,  so  vermehre  man,  wenn 
es  nSlihig  ist,  die  Charakteristik  nm  10  Einheiten,  um  sie  immer  positive 
haben.  Man  schreibe  abo 

log  0,25  t=log^  =  9,39794,  log  0,025  =  log       =  8,39794, 

25 

hg  0,0035  s=ä  hg         =s  7,30794 

u.  s.  w.  Tliorans  folj!;t  die  Kogel:  um  die  Kennziffer  des  Logarithmus  eines 
Deciinalbrufhs  zu  ünden,  hat  man  nur  mithig  die  Anzahl  der  Nullen,  welche 
im  gegebenen  Rrucho  unmittell)ar  hinter  dem  Konmia  stehen,  von  der  Zahl 
9  abzuziehen.  —  Hat  man  umgekehrt  zu  dem  Logarithmus  eines  Decimal- 
hruchs  diesen  Bruch  zu  suchen  ,  so  schreibe  man  eine  Null  hin  und  lasse 
auf  dieselbe  das  Komma  und  so  viele  Nullen  folgen,  als  Einheiten  an  der 
Kennziffer  fohlen  ,  um  sie  zti  9  zu  ergänzen;  hierauf  suche  man  ,  ohne  lUlck- 
sicht  auf  die  Kennziffer,  in  den  Tafeln  die  zur  Mantisse  gehörige  Zahl  und 
liäugc  diese  den  schon  hingeschriebenen  Nullen  an.  —  Da  der  Logarithmus 
eines  Decimalbrucbs  stets  eine  Kennziffer  hat,  die  kleiner  als  10  ist,  so 
brancht  man  bei  der  Addition  derLc^arithmen  von  Decimalbrftehen  auf  die 
Zehner  der  Kennziffer  der  Summe  nicht  Btteksicht  au  nehmen.  Man  kann 
dieselben  stets  weglassen.  Diese  Kegel  gilt  auph  noch,  wenn  nnter  den  Lo- 
garithmen, die  sa  addiren  sind,  sich  solche  von  Zahlen  finden,  die  grSsser 
als  die  Einheit  sind ;  i.  B. 

/cgi  (0,25  X  0,2)  =  log  0,25  +  log  0,2;    log  (0,25  X  12)  s=  log  0,25     log  12 
log  0,25=  9,39794  %  0,25  =  9,39794 

log  0,2  =  9,30103  '  %  12    —  1,07918 

Summe  =  18,69897,  Summe  =  10,47712, 

wofttr  man  schreibt  8,69897  =  %  0,05 ;  woftlr  man  schreibt  0,47712  =  705^30. 

Hat  man  zwei  Logarithmen  zu  subtrahiren,  so  wird  man,  wenn  es  nöthig 
sein  sollte,  die  KennziÖer  des  Minuenden  um  10  Einheiten  erhöhen;  z.  B. 
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log     =  log  3  —  hg  4,  log  3  —  0,47712 

Unterschied  =  9,s7506  "  %  0,75} 

fk  flu 

%        s=  log  0,06  —  /oflf  0,12 ,  log  0,06  =  8,77815 

log  0,12  —  9,07918 
Unterschied  =  9)69897  =:  log  0,5. 

Hat  man  einen  Decimnlbruch  auf  eine  gegebene  Potenz  zu  erheben ,  seinen 
Logarithmus  also  mit  dorn  Potenzexponenten  in  mnltipliciren ,  so  Vnsst  man 
im  Prodiictc  ebenfalls  die  Zehner  der  Kennziffer  weg.  Es  ist  z.  B.  (0)4)^  s= 
0,16  und  (0|4)^  ^  0,064.  Mit  Hilfe  der  Logaritbrnen  findet  man 

log  0,4^  9,60206;    /o^0,4=:  9,60906 
2  %  0^4  SS  19,90412;  3  A;^  0,4  s=  28,80618 
.woflBr  man  sobreibt 

2  %  0,4  s=  9,20412 ;  3  log  0,4  =  8,80618 
=  %  0,16  ==  log  0,064. 

Hat  man  ans  einem  •Dcoimallnu  ii  die  Wurzel  zn  aichen,  also  den  Lo- 
garithmus derselben  durch  den  Wurzclcxpononton  /n  tlividiren,  so  muss 
man  cur  Kennziffer  des  Logarithmus  (m — 1)  Zehner  hinzudenken;  z.  6. 

«  1  »   1 

iog  yö^Q  =  2  %  0»16 ;  log  = log  0,064 

log  Ofie—  9,20412  /6flf  0,064  =  8,80618 

(  =  19.20412)  (  r=  28,80618) 

^  log  0,16  =  9,60206  ^  /oflf  0,4;  j  log  0,064  =  9,60206  =  log  0,4. 

]>a  die  Sinus  und  Cosinus,  sowie  die  Tangenten  unter  45**  und  die  Con- 
tangenten  tlbar  stets  echte  Brüche  sind,  so  gilt  f&r  ihre  Logarithmen 
Alles',  was  wir  von  den  Logarithmen  der  Decimalbrttehe  gesagt  haben;  hier- 
nach erklären  sieh  aueh  die  in  den  Tafeln  stehenden  Kennziffem  der  Loga- 
rithmen der  Winkelfunctionen.  —  Hat  die  zu  einem  Logarithmus  gehörige 
Zahl  das  negative  Vorzeichen,  so  zeigt  man  dies  durch  ein  n  an,  welchM  man 
auf  die  letzte  Decimale  der  Mantisse  folgen  lässt;  z.  B.  logeos  120^  =  9,69697a* 

Der  vierte  Abschnitt  handelt  von  den  Bestimmnngsgleichungon  und 
zwar  von  den  algebraischen  Gleichungen  des  ersten  und  zweiten  Gjades,  von 
den  Gleichungen  mit  mehren  nnhekannten  Grössen,  von  den  Exponential- 
gleichungen und  von  der  Syntlu^sis  der  Gleichungen  d.  i.  von  der  Bildung 
der  Gleieliungen  nach  Bedingung'en  einer  in  Worten  gegebenen  Aufgabe. 
Im  fünften  Abschnitt  findet  man  die  arithmetischen  und  geometrischen  Rei- 
hen und  die  Zinses-Zins-Rechnung  und  im  sechsten  Abschnitt  die  Combi- 
nationslehre  und  den  binomischen  Lehrsatz.  Der  Binoraialsatz  konnte  auch 
ohne  die  Aufnahme  der  Combinationslehrc  entwickelt  werden ,  diese  aber 
zugelassen,  durfte  der  construirende  Theil  derselben  woiil  nicht  ganz  über- 
gangen werden.  Die  Decimalbrüche ,  die  Kettenbriicbe,  die  Lehre  von  der 
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Tfaeübukeit  der  guseD  Zahlen  und  die  Theorie  der  di<qpbantischeii  GleiehvB' 
gen  sind  anf  33  Seiten  abgeliaaidelt  nad  in  den  Anhang  Yerwieeen.  Zweck' 
mlUwig  und  wiMenschaftlich  zn  gleicher  Zeit  wäre  es  gewesen,  dieBeeh> 
nnngsoperationen  mit  Decimalzahlon  anf  die  Ilechnnng  mit  rolynomon  fol- 
gen zu  ImbMI  und  an  diese  die  Ausziehung  der  Quadrat-  nnd  Cubik- Wur- 
zeln anzuschliosson.  Ebenso  gebührte  den  Elementen  der  Zahlentbeorie 
ein  Platz  vor  der  Lehre  von  den  Potenzen  und  Wurzeln. 

Der  zweite  Theil ,  die  Planimetrie,  geht  von  der  Betrnchtnng  piner 
Geraden ,  zweier  einander  schneidender  Goraden  und  der  parallelen  Linien 
(|.  Abßclinitt)  über  zur  Betrachtung  von  drei  und  mehre  n  sich  schneidenden 
Geraden  und  der  hierbei  entstehenden  ebenou  Viclsciten,  insbesondere  der 
Triangel  nnd  Vierseitc  ('l.  Absclinitt).  Hieran  schliesst  sich  die  Entwicke- 
lung  der  Eigonscbaf'ton  des  Kreises  und  der  rej^ulüren  Polygone  (3.  Ab- 
schnitt). Der  folgende  Abscluiitt  enthält  die  Lehre  vom  Flächeninhalt  ge- 
radliniger Figuren,  ihre  Vergleichung,  Verwandlung,  Theilung  und  Aus- 
messung. Im  fünften  Abschnitte  ist  von  der  Proportionalität  gerader  Linien 
und  der  Aehnlichkeit  geradliniger  Figuren  und  von  der  Proportionalität  ge- 
rader Linien  am  Kreise  die  Kede;  im  sechsten  von  der  Berechnung  der 
Seiten  regulärer  Polygone  nnd  der  Reetification  und  Quadratur  des  Kreises. 
Der  siebente  Abschnitt  enthält  Aufgaben  aus  der  rechnenden  Geometi'ie 
und  die  Constraction  algebraischer  Ausdrücke.  Im  Anhang  endlich  sind 
166  Uebungsaufgaben  susammengetteUt.  Wir  Termissen  in  diesem  Theile, 
der  es  doch  mit  der  Geometrie  des  Kaasses  au  thnn  hat,  die  Yergleichung 
d&c  LSagen  gerader  Linien  nnd  die  Aufinu^ng  des  nomwisehen  Verhält-  ' 
nisses  aweier  commensurablen  oder  incommensurablen  Lmien,  femer  die 
Ai^be  der  Kennzeichen*  der  ProportionalitXt  zweier  «uammengehörigen 
OrSsseaarttti.  Die  Bdbandlnng  mehrer  Sitae  würde  dadurch  m  Strenge 
gewonnen  haben. .  Dass  die  einer  Geometrie  der  Lage  angehörenden  Sätze 
aasgetchlamen  sind,  können  wir  bei  dem  Zwecke  des  Buches  nicht  tadeln. 

Dem  planimetrisehen  TheUe  entsprechend  ist  der  Lehrgang  des  vierten 
Theäes,  der  Stereometrie.  Die  drei  Abschnitte  derselben  behandeln 
l)  die  Lage  gerader  Linien  gegen  Kbenen  und  gegen  einander  (gerade  Li-' 
nien,  welche  eine  Ebene  schneiden,  und  gerade  Linien,  welche  einer  Ebene 
parallel  sind)  und  die  Lage  der  Ebenen  gegen  einander  (zwei  einander 
schneidende,  zwei  parallele  und  drei  oder  mehr  durch  einen  Punkt  gelegte 
Ebenen),  2)  die  Körper  in  Beziehung  anf  ihre  Grenzen  und  Durchschnitts- 
figuren, nämlich  die  ebenflächigen  Körper  (Prisma,  Pyramide  und  die  übri- 
gen Polyeder)  und  die  krummflädiigen  Körper  (Cylinder;  Kegel  und  Ku- 
gel), 3)  die  Ausmessung  des  räumliclien  Inhaltsund  der  Oberlläche  der  Kör- 
per, nämlich  Prisma  und  Cylinder,  Pyramide  und  Kegel  und  die  Kugel. 
Den  Anhang  bildet  die  Construction  der  regulären  Polyeder,  die  Berech- 
nung ihrer  Volumina  und  der  Neigungswinkel  ihrer  SeitenÜächen  und  Kan- 
ten, und  127  Uebupgsaufgaben.  —  Als  einen  grossen  Mangel  dieses  Theiles 
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mflssen  wir  b«B6ie]uien,  dass  die  Congnieni  (und  Symmetrie)  niid  Aehn- 
lichVeit  der  Polyeder  imd  der  runden  Körper  gans  mit  Stillseliweigen  über- 
gangen ist. 

Was  endlieb  die  ebene  und  sphftrische  Trigonometrie  brtrilft, 
die  den  dritten Theil  von  K.^s  Elementar-Mathcmatik  bildet,  so  finden  wir  zn- 
ersl  einen  kurzen  Abriss  der  Goniometrie  (Erkl.'iruiig  der  trigonometrischen 
Linien  und  Functionen  spitzer  Winkel;  Abhängigkeit  der  trigonometrischen 
Functionou  eines  Winkels  von  einander;  Aemlerung  der  trignn.  Functionen 
.dnrch  Aendernng  des  Winkels,  Functionen  der  Winkel  über  90'*;  Functio- 
nen zusammengesetzter  Winkel).  In  der  ebenen  Trigonometrie  folgt  auf  die 
Auflösung  der  rechtwinkligen  Triangel,  die  Auflösung  der  gleichschenkli- 
gen Triangel  und  der  regulären  roly2:r>ne  und  zuletzt  die  Auflösung  ä<^r 
schiefwinkligen  Triangel.  Ein  Anli.ing  enthält  eine  Zusammenstellung  dor 
wichtigsten  gOTiioinetrisclien  Formeln  und  Uelningsaufgahon ,  zum  Theil  mit 
Andeutung  iiiroi-  Auflösung,  l^ie  pphärischo  Trigonomctiio  hchandelt  zuerst 
die  rochtwinkligni  sjiliarischon  Triangel,  dann  dio  sphärischen  Triangel  im 
Allgemeinen  und  seliTiesst  mit  der  l^oroehnung  ihres  Flächeninhalt--.  Ein 
Anhang  enthalt  noch  eine  Anzahl  Uebungsaufgahen.  —  In  der  Goniometrie 
genügt  es  nicht,  wie  es  in  §  10  geschehen  ist,  den  Zeichönwechscl  der  gonio- 
metrisehcn  Functionen  als  bhisscSache  des Uebereinkommens  zu  behandeln; 
vielmehr  rauss  die  Notlnvendigkeit  desselben  nachgewiesen  werden.  Am 
einfachsten  und  an.si  baulichsten  kann  das  aber  auf  folgende  Weise  gesche- 
hen. Man  denke  sich  in  einem  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreis 
zwei  aufeinander  senkrechte  -  Durchmesser  ^i?  und  CD  gezogen  jxää  die 
Bogen  in  dem  Sinne  von  A  nach  C  positiv  gereebnet.  Ist  dann  «  ein  belie« 
biger  positirer  oder  negativer  Bogen,  der  bei  ^'anfllngt  ngttd  im  Punkte  E 
endet,  so  ist  sein  Oomplement,  90^ — tf,  ein  bei  S  anfangender  und  in  C  en- 
dender Bogen.  Bexeiefanet  man  die  Projection  des  Bogen«  er  auf  den  Durch- 
messer AB  mit  die  Projection  seines  ComplementeB'  auf  flen  ecndem 
Durchmesser  mit  b ,  so  liegen  die  Werihe  von  a  und  b  stets  zwischen  den 
Grennen  0  und  2r.  Beieichnet  man  femer  die  Frc^jeetiotten  des  beweglichen 
Badius  auf  die  Durehmesser  AS  und  CD  resp.  mit  r  und  r'y.ao  stellen  r  und 
r"  die  Cosinuslinie  und  die  Sinuslinie  vor,  und  man  hat  fBr  sie  Ausdrücke 

/s=r—a  und  r"=r—&. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich ,  dass  die  Cosinuslinie  r  (und  folglich 

eostt  =5      positiv  ist  fOr  a  <  r,  d.  i.  für  Bögen,  deren  Endpunkte  im  er- 

.  sten  und  vierten  Quadranten  liegen  und  negativ  für  a>  ;  ,  d.  L  für  Bögen 
im  zweiten  und  dritten  Quadranten ;  dass  femer  die  Sinnslinie  r"  (und  folg- 
lich sin  a  =  ^—-^  po.sitiv  (jdcr  negativ  ist,  je  nachdem  h  <Cr  oder  >  r,  d.  i. 
für  Bögen,  die  bezüglich  im  ersten  und  zweiton  oder  im  dritten  und  vierten 
Quadranten  liegen.  Kennt  man  den  Zeiclicnwechsel  der  tiinus  undCosintiS| 
60  findet  man  aus  den  Definitionsgleichongen 
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«,1,1  1 

 =1qa,  - — z=  colga,  — —  =  scca,  -; — ^  cosec  a 

cos  tt        "   ^  tg  a  "   ^  cos  a  'turne 

leicht  den  Zcichenwcchsel  der  übrigen  Functionen.  Am  anscliaulichsten  tritt 
der  Verlauf  auch  dieser  Functionen,  d.  b.  ihre  ^Vert1l-  und  Zeichen- Aen- 
derung,  in  den  entsprechenden  gonionietrischen  Linien  hervor,  deren  Dar- 
stellung in  einem  Buche  wie  das  vorliegende  nicht  fehlen  sollte.« — Au%  18, 
wo  die  Formel  für  m  («  +  /?)  entwickelt  wird,  wollen  wir  schlieKsHch  nocll 
die  Bemerkung  knüpfen ,  dass  man  die  Ilorloitung  allgemein  geltender  For- 
meln füglich  wohl  auch  in  die  Elemente  der  Goniometrie  ycrweisen  kann, 
zumal  diese,  mit  so  wenig  Schwierigkeiteu  verbuudpn,  wie  gerade  hier.  Am 
beiiton  nimmt  man  hierzu  die  Formel 

_  ff — ä      tt  +  ß 

CM«  +  CW/J  c=  SCM  — ^  «»  — g-^ 

znm  Ausgangapankt. 

Wenn  Beferent  an  einem  Sdralbucboy  Ton  dem  das  Erscheinen  mehre- 
rer Auflagen  beweist,  dass  es  seinem  Zwecke  als  Leitfaden  für  den  mathe- 
matischen Unterricht  an  Gymnasien  entsprechend  befunden  worden  ist,  die 
obigen  Ausstellungen  nicht  hat  unterdrücken  wollen,  hat  er  damit  lediglich 
im  Interesse  der  Sache  au  handeln  gemeint  und  er  würde  sieb  freuen,  wenn 
sein  Referat  in  diesem  Sinne  auch  von  dem  verdienstvollen  Verfasser  dieses 
Leitfadens  aufgofasst  würde ,  eventuell  bei  einer  folgenden  Auflage  des 
einen  oder  andern  Theüs  einige  Berttcksichtiguni;  erführe. 

Dresden.  Dr.  Budolv  Hoffxanh. 


]Me  Physik,  für  den  Schaluntersicht  bearbeitet  von  Albskt  Trappe,  Ober- 
lekrer  an  der  Beaboliule  au  Breslau.  Zweite,  wesentlieh  Terbesserte 
und  bereicherte  Auflage.   Hit  306  in  den  Text  gedruckten  Abbil- 
dungen. Breslau,  Verlag  von  Ferdinand  Hirt,  1858.  d.  346  S. 
Die  Verlagsbandlnng  von  Ferdinand  Hut  in  Bveslan  hat  sehon  eine 
Beihe  von  Jahren  der  n&turwissensehafltliehen  Schulliteratur  ihre  Sorge  ge- 
widmet und  Ist  bemüht  gewesmi  für  eine  den  Forderangen  der  Gegenwart 
entsj^chende  Vertretung  der  Naturwissensehafken  mitsuwirken.  Die  Vor- 
süge  ihrer  Unternehmungen  «ueht  sie  in  dem  inneren  Gkbalte,  d«r  prak- 
tischen Brauchbarkeit,  der  vonfiglichen  Ausstattung  und  dem  tüberaus  w<Al- 
feUen  Preise.  Was  namentlieh  die  natnrgeschichtlfdien  Bücher  anlangt,  so 
hat  sie  kein  Opfer  ge6cheut,'der  Ansehanung  durch  naturgetreue  kttnstlerisdi 
ausgeführte  Abbildungen  zu  Hilfe  au  kommen. 

Die  vorliegende  Physik  von  Trappe  bildet  einen  Theil  dieser  Scbul- 
hihliothek.  Sie  macht  keinen  Ansprach  auf  den  Namen  eines  Lehrbuches 
der  Physik ;  sie  ist  nicht  für  den  Selbstunterricht,  sondern  lediglich  för  den 
Schulunterricht  geschrieben,  und  setzt  einen  Lehrer  voraus,  der  des  von 
ihm  vorantragenden  Gegenstandes  mftchtig  ist  und,  wie  der  Herr  Verfasser 
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selbst  bemerkt ,  atme  Kenntnisse  nicht  erst  ans  dem  Scbnlbnche  zu  seli9- 
pfen  braucht* 

Ueber  den  Zweck  nnd  den  Gebrauch  des  Buches  spricht  sich  der  Herr 
Verfasser  in  der  Vorrede  aus.  Das  Buch  soll  dem  Schfller  zunächst  das 
Ausarbeiten  eines  Tolktftndigen  Heftes  ersparen ;  er  soll  nicht  daraus  lernen, 
sondern  das  Gelernte  dsTnaeh  repeUren.  TTebrigens'  enthält  das  Buch  reich- 
flehen  Stoff,  an  welchem  der  Schüler  unter  Anleitung  des  Lehrers  seine 
Kräfte  üben  kann.  Der  Menge  des  Stoffes  nach,  welche  in  dem  Buche  ver> 
arbeitet  ist,  kann  es  auch  auf  Anstalten  benutzt  werden,  die  dem  physika- 
lischen Unterrichte  mehr  Zeit  widmen  als  das  Gymnasium  oder  bisweilen 
auch  die  Realschule.  Da  überall  die  Anwendung  der  physikalischen  Gesetze 
auf  das  praktische  Leben  berücksichtigt  wird,  so  dürfte  das  Buch  sich  viel- 
leicht auch  auf  Gewerbschulen  als  brauchbar  erweisen ,  welche  der  Herr 
Verfasser  bei  Abfassung  desselben  allerdings  zunächst  nicht  im  Auge  gehabt 
hat.  Dem  Zweck  des  Buches  entsprechend,  welches  stets  die  Mitwirkung 
des  Lehrers  beim  Untoniciit  voraussetzt,  ist  bei  den  Abbildungen  der  In- 
strumente alles  Unwesentliche  weggelassen  und  nur  das  Priucip  derselben 
dargestellt,  welches  der  Schüler  sich  ja  zunächst  einprägen  soll.  Der  Ge- 
sichtspunkt des  Herrn  Verfassers  ist  hierbei  jedenfalls  der  richtige,  denn 
Abbildungen  von  Instrumenten,  wie  sie  meistens  nur  grosse  physikalische 
Cabinete  anscliaiVen  können,  lenken  die  Aufmerksamkeit  des  Schülers  zu 
leicht  von  dem  We.senllichen  ab  und  haUeu  jedenfalls  dann  keine  Bedeutung 
für  ihn,  sobald  der  Lehrer  nicht  mit  ähnlichen  Ai)paraten  experimentiren 
kann.  Dies  wird  aber  wohl  immer  der  Fall  sein,  denn  ein  und  dasselbe  In- 
strument hat  in  den  verschiedenen  Cabineten  ein  verschiedenes  Aussehen. 

Der  Inhalt  des  Buches  ist  in  folgende  sechs  Abschnitte  vertheilt:  I. 
Eigensehaftender  Materie  und  Wirkungen  der  Uassenthellehenauf  einander ; 
II.  Ruhe  und  Bewegung  der  Körper;  III.  der  Schall;  IV.  das  licht;  V.  die 
Wärme;  VI.'Magnetismus,  Electricität,  Galvamsmus.  Dass  der  aweite  Ab- 
schnitt, welcher  von  den  Gleichgewichts-  und  Bewegungsgesetaen  der  festen, 
flüssigen  und  luftförmigen  Körper  handelt,  den  andern  Abschnitten  gegon- 
fiber  mit  grösserer  Ansftthrliohkeit  bearbeitet  ist,  kann  der  Beferent  nur 
passend  finden.  Besonders  verdient  hervorgehobea  an  werden,  dass  der  Er- 
läuterung der  so  wieht^;en  Begriffe  der  mechanischen  Arbeit  und  der  leben- 
digen Kraft  einige  Seiten,  gewidmet  sind. 

Nach  der  Emsicht,"  welche  der  Beferent  in  die  Physik  von  Trappe  ge- 
nommen hat,  kann  er  da«  Buch  mit  vollem  Beehte  der  Beachtung  der  Sclwl- 
männer  anempfehlen.  Der  billige  Preis  von  36  Silbergrosehen,  fSr  Schul- 
bficher  ein  nicht  unwichtiges  Moment,  mag  aum  Schluss  noch  besonders 
hervorgehoben  werden. 

Dresden.  .  •  Dr.  Bubolt  Hoffxann. 
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Lehrbuch  der  Stereometrie  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und 
beim  Selbststudium  von  Carl  Spitz  ,  Lehrer  an  der  polytech- 
^  nischen  Schule  in  Carlsruhe.  Mit  101  in  den  Text  gedruckten  Fi- 

guren. Leipzig  und  Heidelberg.  C.  F.  Winter'sche  Veilagshaudlung. 
1858.  8.  132  S. 

DImm  LeLrboeh  stimiiit  In  Hinsicht  der  Art  der  Behandlung,  sowie  in 
Betreff  der  Beiehhaltigkeit  des  zur  Untersuchung  gesogenen  Materials  mit 
des  Verfit^seirs  Lehrbneh  der  ebenen  Geometrie  llberein,.  das  im  sveiten 
Jahrgänge  dieser  Zeitschrift  besprochen  worden  ist.  Der  erste  Abschnitt, 
§.  1 — 50^  handelt  von  der  Verbiodaag  der  geraden  Linien  und  E«benen  im 
Baume.  Analog  den  Sfttien  der.  ebenen  Geometrie  findet  man  hier,  und 
Bwar  Tollttindiger  ab  es  in  vielen  LehrbUehem  der  Stereometrie  der  Fall 
ist,  die  Slttse  Über  den  ParalleUsmus  stereometrischer  Gebilde  und  über  die 
Keile.  Der  aweite  Abschnitt,  $.  61 — 73,  enthält  in  siemlicher  Ausfthrlieh- 
keit  die  Lehre  Ton  den  Ecken  und  berttdbiichtigt  iiamMiiliek  aneh  die  Con- 
grutta  und  S^noametrie  derselben.  In  §.  6&  und  7S  wJrd  die  Bestimmung  der 
Grösse  einer  dreiHantigen  und  einer  n  kantigen  Ecke  durch  ilire  Winkel 
gegeben  und  darauf  in  §.  75,  wie  bei  Legendäre,  der  Beweis  des  Euler*schen 
Sataes  gegrttndet  Der  dritte  Abschnitt,  §.  74  — 138,  umfasst  die  Lehre 
Ton  den  geometrischen  Körpern  und  zwar  in  §.  74— >107  die  Lehre  von 

•  den  eckigen  Körpern  oder  Polyedern  und  in  §.  108 — 128  die  Lehre 
von  den  runden  Körpern  (Kegel,  Cylinder,  Kugel).  Von  dem  an  der  Spitze 
des  Abschnitts  befindlichen  Euler'schen^Satze  ist  ausser  dem  Legendre'scben 
Beweise  noch  ein  anderer ,  so  viel  uns  bekannt  von  J.  H.  T.  Müller  hw-. 
riÜurender,  Beweis  gegeben.  Au  die  Betrachtungen  über  die  Polyeder  im 
Allgemeinen  scblicsst  sich  die  Betrachtung  der  regelmässigen  Polyeder  und 
an  diese  die  Lehre  von  den  unregelmässigen  Polyedern  Letztere  umfasst 
die  Entstehung  und  Benennung  der  unregelmässigen  Polyeder  (Pyramide, 
Prisma,  Obelisk),  die  Eigenschaften  derselben  nnfl  ihre  Congiuenz  und  Aehn- 
liclikeit.  In  gleicher  Weise  fvlgt  in  der  Lehre  von  den  runden  Körpern  auf 
deren  Entstehung  und  Benennung  die  Entwickelung  ihrer  Eigenschaften 
und  die  Betrachtung  ihrer  Congruenz  und  Aehulichkeit.  Die  Entstehungs- 
weise der  regulären  Polyeder  durch  Abgrenzung  rogolm<äs.sigor,  um  einen 
Punkt,  als  gemeinschaftlichen  Scheitel,  herumliegender  Ecken,  sowie  die 
der  übrigen  Polyeder  durch  'Abgrenzung  der  betreffenden,  durch  ent- 
sprechende Bewegung  einer  Geraden  erzeugten  halbbegrenztcn  Räume  ist 
mit  Kecht  den  übrigen  Darstellungsweisen  vorgezogen  worden,  -r-  Die  Aus- 
führlichkeit, mit  welcher  die  Ijehre  von  der  Congruenz  und  Aehnlichkeit,  von 

■  der  symmetrischen  Gleichheit  und  Symmetrie,  sowie  von  der  Gleichheit  der 
Polyeder  überhaupt  behandelt  ist,  darf  als  ein  besonderer  Vorzug  dieses 
Buchen  hervorgehoben  werden.  Der  vierte  und  letzte  Abschnitt  enthilt  die 
Berechnung  der  Körper  (Berechnung  des  Prisma,  der  Pyramide,  des  schief 
abgeschnittenen  dreiseitigen  Prisma,-  des  Obelisken;  YeriiHltniss  dAr  Xhu« 
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liehen  Polyeder;  Berechnung  des  Cylin3er«i,  des  Kegels  nnd  der  Kugel). 
Jedem  Abschnitte  ist  eine  reichhaltige  Saniinlung  von  Uehmigsaiifgaben  bei- 
gefügt, welche  theils  in  zu  beKeiscuden  Lohr.<;iti5on,  tlieils  in  Aufgaben  zu 
Constructionen  und  Körperberochnungen  bestehen.  Die  Anflösungen  zu 
diesen  Aufgaben,  mit  Andeutungen  sie  zu  finden,  sind  in  einem  besonderen 
Bchriftchen  unter  dem  Titel :  „Anhang  za  dem  Lehrbuch  der  Stereometrie 
ron  Oarl  Spits**  erschienen. 

Die  Beldilialtigkeit  d«B  Inhalts,  die  knappe  und  ikmlielie  Darstellung 
nmchen  das  yorllegendB  Biieh  au  einer  sehr  empfehlnngswerflieB  Erschri- 
aung.  Ob  Air  Lehrbuch  der  StereoiDetrie  inm  Oebraueh  an  höheren 
Lehriinstaltefi  nnd  beim  Selbststudfaini ,  das  Gebiet  der  Stereometrie  nidit 
füglich  etwas  weiter  ansandehnen  wftre,  so  dass  die  Kegelschnitte  und  die 
Lehre  Ton  den  Profectionen  noch  innerhalb  desselben  'fielen,  wollen  wir  hier 
nicht  entscheiden,  die  Frage  aber  immerhin  d«r  Beachtiinf  empfehlen. 

Die  knssere  Ansstattimg  des  Buches  lllsst  wenig  an  wQnsehen  übrig. 
Unter  mehreren  Dmckfehlcm  machen  wir  nur  auf  folgende  anfmerksam: 

Seite  54,  Zelle  19  Ton  oben  mnss  es  heissen  4Jt     ^  4  ES  —  etc.  nnd 

Zeile  24:  4Ä  =  2  »Ä  + 

Dresden.  Dr.  BuDOLP  Hoffhann. 
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Recensionen. 

IH«  TibntiiniflllMOlia  Elektrioili^  desProfeesor  Robida  in  Klagenfurt. 
Karl  Bobida,  Professor  am  K.K.  GTumasiam  zn  Klagonfort,  hat  im 
'  .  Jahre  1857  eine  Vibrationstheorie  der  Blektrieitli  TeWfibatlieht, 
an  welcher  ein  andere«  1858  unter  dem  Titel  Magnetismus  ersehionenes 
Sehriftohen*)  die  Fortsetanng  und  den  Schlnss  bildet.  In  der  «»Vibrations- 
theorie  der  Elektricitftt"  besebfiftigt  sieh  Bobida  ansschliesslidi  mit  der 
MikrodektticitSt,  indem  er  naeh  der  Darstellung  und  Begründung  seiner 
Vibrationstheorie  dieselbe  auf  die  wichtigsten  elektrischen  Erscheinungen 
(im  Kleinen)  anwendet;  im  „Magnetismus**  dagegen- passt  er  dieselbe  Vibra- 
tionstheorie den  kömiseh  -  elektrischen  Erscheinungen  an  und  modifieirt 
dieselbe  dann  flr  den  Magnetismus  und  fDr  die  Erkllmng  der  magnetischen 
Erscheinungen.  Beide  Schriftchen  sollen  hier  einer  Besprechung  unter- 
worfen werden,  und  zwar  sollen  nicht  minder  die  Mängel ,  als  die  VoraÜge 
der  in  ihnen  enthaltenen  Theorie  hecTorgelioben  werden,  denn  nur  so'kann 
die  Besprechung  dem  gemeinsamen  Zwecke  förderlieh  werden. 

A.  .  Begründung  der  V  i  b  r  a  t  i  o  n  s  t  h  e  o  r  i  e.   (Vibrationstil.  §§.  1  —  7.) 

Xaclidom  Robida  in  der  Einleitung  ganz  kurz  auf  die  Schwächen  der 
Fluidumstheorio  hingedeutot  hat,  gibt  er  eine  Definition  der  Elektricität, 
welche  (mit  Berücksichtigung  der  auf  S.  50  dos  „Magnetismus"  folgenden 
Berichtigung)  so  lautet:  ,,Die  Elektricität  beruht  auf  Longitudinalscliwing- 
uugen  der  Thcilchen  einen  elektrischen  Körpers,  aus  welchen  Longitudinal- 
wellen  entstehen,  die  als  positiv  elektrische,  mit  verdichtetem  Vordertheile 
als  negativ  elektrische  mit  verdünntem  Vordertheile  in  der  Portpflanzungs- 
richtung der  entsprechenden  Elektricität  fortsdireiten."  Der  directe  Be- 
weis (§§.  1  und  «)  daftlr  ist  in  8  Theile  getheiH: 

1.  Die  ElektricltSt  beruht  auf  Schwingungen. 

a)  „Streicht  man  die  angesehraubte  (fixe)  Zinkplatte  des  Feehner*schen 
Elektroskops  (mit  Condensator)  mit  dem  Violinbogen,  so  sohlXgt  das  Oold- 
plSttchen  ans;  entstand  dabei  ein  Ton,  so  aeigte  die  mit  Sand  bestreute 


*)  Beids  Brack  von  I^con  in  Klsgcnftirt. 

Literatitrttff.  d.  Z«ittclUr.  f.  liatli.  n.  Phys.  iV.  4 
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Zinkplatte  eine  48trahHge,  die  Kupferplatte  eine  G  strahlige  Klangfigur. 
Wurde  die  Platte  wahrend  des  Streichens  mit  dem  Finger  berührt,  so  gab 
sie  keinen  Ausschlag  des  Goldplättchens." 

6)  ,,,Tenachdem  man  in  einer  auf  der  Plattenebene  senkrechten  Ehene, 
oder  an  der  l'eripherif^  dor  Platte  parallel  zur  Peripherie  streicht,  hat  das 
Goldplättchen  die  eino  oder  die  andere  Elektricität." 

c)  „Wenn  die  auf  der  fixen  Zinkplatte  liegende  Kupferplatte  mit  dem 
Violinbogen  angestrichen  wird,  so  schlägt  das  Goldplättchen  aus;  wenn  man 
aber  die  isolirt  gehaltene  Kupferplatte,  oder  diese  und  die  fixe  Zinkplatte 
mit  dem  Violinbogen  in  Schwingungen  versetzt,  und  dann  die  Kupferplatte 
auf  die  Zinkplatte  legt,  so  stellt  sich  das  Goldplättcben  in  die  Mittellinie, 
obwohl  Zink  und  Kupfer,  wenn  sie  abgesondwt  an  d«s  Eleetrdteop  ange- 
schraubt, und  mit  dem  Violinbogen  gestrieben  werden,  die  gleiehnamige 
ElektricitJtt  «eigen.** 

d)  „Eine  Zinnplatke  vom  doppelten  Dtirehmesser  der  fixen  Zinkplette 
nnd  Ton  Torhiltnissmlssiger  Dieke  wnrde  am  glisemen  Handgriffe  einen 
Scbtth  boeh  aber  der  Zlnl^latte  00  gehalten,  dass  beide  Plattenebenen  nahe 
parallel  standen,  nnd  mit  dem  Violinbogen  in  Schwingungen  Tersetat.  Das 
GoldplÜtteben  seigto  sieh  elektrisch  nnd  swar  starker  elektrisch  bei  grosse- 
rer AnnSbernngder  Platten,  blieb  elektriseb  beim  Auflegen  derZimiplatte  auf 
die  fixe  zinkplatte,  sogar  noch  naeb  erfo%ter  Bertfarung  mit  dem  Finger.'* 

e)  „Webn  man  die  mit  dem  Violinbogen  angestrichene  Metallplatte  des 
Elektroskops  mit  dem  Finger  berührt,  so  kehrt  das  Goldplättchen  sogleich 
in  die  Mittellinie  lurtick.  Der  Ausschlag  des  Goldplättchens  Termindcrt 
sieh  anch,  wenn  man  das  Glasröhrchen,  welches  den  messingenen  Gold- 
plättebenträger  umschliesst,  mit  dem  Finger  bwttbrt,  und  somit  die  Schwing- 
ungen des  Glasröhrchens  dämpft." 

f)  „Beim  Condensator  divergiren  ebenfalls  die  Goldplättchen,  wenn 
man  die  CoUectorplatte,  oder  die  daraufliegende  Conden^atorplatte  mit  dem 
Violinbogen  in  Schwingungen  versetzt." 

Mit  welchem  Rechte  nennt  Kobida  dies  einen  directen  Beweis*)  da- 
für, dass  die  Elektricität  auf  Schwingungen  beruht?  Die  unter  d)  und  e) 
aufgeführten  Fälle  der  Influenz  und  Ableitung  durch  Mittheilung  haben  für 
den  zu  beweisenden  Satz  keine  Beweiskraft,  und  die  andern  Versuche  be- 
weisen nur,  dass  da,  wo  mau  durch  Streichen  (tönende  oder  nicht  tönende) 

*)  Direet  wäre  der  Beweis  an  nennen ,  wenn  Bobida  das  Vorbeadentein  von 

SchwiniTungen  da  nachwiese,  wo,  beim  Ausschluss  aller  antlcrcn  Ursachen  vonPchwing-- 
ungen,  Elektricität  auftritt  Eine  Gelegenheit  dazu  böte  vielleicht  das  Eutatehen  von 
T<nen  in  einem  vom  Strom  durchströmten  Leiter,  oder  die  elektrisehen  Liohterscheln* 
unpen,  ja  vielleicht  selbst  die  met  hanischen  Wirkiing'en  der  ElektH«tÄt.  So  z.B.  sagt 
Robida  (Vibr.  Th.  8.  29):  „Alle  mechanischen  Wirkungen  der  Elektricitftt  deuten  auf 
eine  Hcliwingende  Bewegung  derLeittrtheilchen.  An  I«oUtoren,  deren  Theilehen  sieh 
schwer  in  elektrische  Sdiwingnngen  versetzen  lassen  ,  sind  diese  Wirkungen  beson- 
ders auffallend.  J>ie  durch  ein  Glas  dringende  Elektricität  versetzt  dieses  in  solche 
Behwingaagen,  wie  jede  andere  glelehartige  StSrang  des  molelnlareB  CHelebgewiehts. 
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Schwingungen  erregt,  Elektricitat  auftritt.  Das  Streichen  ist  jedoch  nicht 
das  einzige  Mittel,  um  Schwingungen  zu  erregen;  der  Beweis  ist  daher  zu- 
nächst in  dieser  Hinsicht  wenigstens  nicht  vollständig.  Daraus  ferner,  dass 
gleichzeitig  mit  den  durch  das  hjtxeichen  horvorgerureueu  .Scli wingungeu 
Elektricität  auftritt,  folgt  noch  nicht  ohne  weiteres,  dass  die  Elektricität 
selbst  auf  Schwingungen  beruht.  Wir  könnten  es  dann  zwar  gelten  lassen, 
wenn  Bobida  (Vibr.  Tb.  S.  13)  sagt :  die  elektrischen  Wellen  c  u  t  stehen 
9MM  LoogitadinalwbwiBguDgeii ,  doeh  yerlangen  wir  gewiss  mit  Kecbt  erst 
noeb  den  Beweis,  wenn  Bobida  daait  sagen  wollte:  die  electriaeben  WeUen 
besteben  ans  Longitadinalsehwingungen.  Und  selbst  dann,  wenn  bes^ben 
mit  entsteben  gleichbedeutend  würe,  bfttte  Bobida  den  Beweis  eben  nur  ftlr 
die  Beibnngselektrieität  geführt,  nnd  «s  mfisste  wenigstens  noch  naebge. 
wiesen  werden,  dass  die  Elektrieitit  aller  übrigen  Qaellen  neb  in  dieser  ' 
Besiebnng  nicht  von  der  Beibaogselektrieitftt  nnterscbeidet.  Bobida  sagt 
in  seinem  Beweise  davon  kein  Wort;  dieser  Theil  des  Beweises  ist  daher 
keineswegs  ToUstindig  oder  ansreicbend. 

2.  Das  Sehwingungssubstrat  sind  dioTbeileben  elektri- 
scher Körper. 

a)  „Dieses  ergtelit  sich  schon  ans  1.,  denn  die  Stömng  des  molekularen 
Gleichgewichts  versetst  die  Körpertheilchen  in  Schwingungen.  Die  eine 
Klasse  der  Schwingungen  ist  die  Quelle  des  Schalls;  eine  aud^-e  Klasse - 
derselben  ist  die  Quelle  der  Elektricität,  für  welche  letztere  keine  nähere 
Ursache  als  die  Theilchenschwingnngen  vorliegt.  Die  bei  den  angeführten 
Versuchen  stattfindende  Heibung  ist  wohl  die  Ursache  der  Schwingungen, 
aber  keineswegs  die  lietzte  Ursache  der  Elektricitätserscheinung,  welche 
Behauptung  der  Vertuch  unter  1./;)  ausser  Zweifel  setzt." 

b)  ,,In  eine  iZoll  weite,  1  Schuh  lange  Glasröhre  streute  ich  vom  offe- 
nen Endo  an  bis  nahe  zur  i\Iitte  Lycopodiumsameu,  fasste  das  geschlossene 
Ende  mit  der  linken  Hand ,  und  führte  mit  der  rechten  gegen  das  oftene 
Ende  der  Röhre  das  amalgamirte  Leder.  Lycopodiumtheilchen  bewegten 
sich  springend  gegen  das  offene  Ende,  und  viele  flogen  aus  der  Köhre 
hinaus.  Berührte  ich  nun  das  offene  Ende  mit  der  Hand,  so  bewegten  sich 
Lyeopodiumtheilchen  rückwärts  gegen  die  Mitte  der  liöhre." 

c)  „Aus  angestellten  Versuchen  darf  mau  nach  Kless  schliessen,  dass 
ein  elektiischer  Körper  in  einem  lufUeerMi  (absolut  leeren)  Baome  seine 
Blektiicitkt  f&r  branar  behalten  wUrde.** 

Aneh  dieser  Theil  des  Beweises  ist  nicht  bindend.  In  a)  liegt  eben 
nur  der  Nachweis  daAr,  dass  einKörper,  dessen  Tbtfleben  in  Schwingungen 
▼Msetat  wurden,  elektrisch  worde;  und  wir  wiederholen,  dass  damit  noch 
nicht  unbedingt  gessgt  ist,  dass  dasElektrisebsein  selbst  im  Schwingen  der 
Körpertheilchen  beruhe,  wenn  schon  es  durch  das  Schwingen  derselben  her' 
Torgemfen  wurde.  Ursache  und  Wesen  einer  Sache  darf  man  nicht  mit 
einander  ▼erwechseln.  Wenn  jedoch  die  Beibung  die  Ursache  der  Schwing- 
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ungen  ist,  und  wenn  eben  diese  Schmni^'ungeü  Elcctricität  sind,  so  ist  auch 
die  Reibung  die  Ursache  der  Elektricitat.  Zugegeben  nun,  dass  überhaupt 
die  Elektricität  auf  Schwingungen  beruht,  warum  müssen  es  gerade  und 
allein  Schwingungen  der  Körpertheilchen  sein?  Ixi  b)  und  c)  liegt  wohl 
kaum  die  Antwort  auf  diese  Frage.  WXhread  wir  bisher  nur  gegen  die 
Form  des  Gewebes,  nicht  gegen  das  Bewieteaeielbst  spraehen,  möchten 
wir  hier  mit  dem  Beweise  «igleich  aach  die  an  beweisende  Behauptung  zu- 
rttck weisen,  in  Erinnemng  der  guten  Dienste ^  welehe  ans  die  Annahme 
leistete*),  dass  die  elektrischen  Schwingungen  ans  Schwingungen  der  Kör- 
pertheilchen und  aas  Schwingungen  der  Aethertheikshen  gemischt  seien**). 
Ohne  Schwierigkeit  haben  wir  aus  dieser  Anndime  bereits  eine  £rkllrung 
far  die  nnter  c)  anfgeftihrte  Erscheinung  entwickelt,  wibrend  Hobida  bei 
der  Annahme  bioser  Körperschwingungen  schwerlich  eine  genfigende  Er- 
klMrnng  ftir  das  Ueberspringen  des  Funkens  durch  einen  leeren  Raum  und 
Itlr  die  vertheilende  Wirkung  elektrischer  und  magnetischer  Körper  auf 
andere  Körper  wird  geben  können,  von  denen  sie  durch  einen  leeren  Baum 
getrennt  sind.  Robidä  leugnet  zwar  die  Möglichkeit  eines  leeren  Baums 
(Vibr.  Th.  §.2,  2)  und  liält  jedes  Vacuum  für  erfüllt  mit  losgerissenen 
kleinsten  Thcilchen  der  Materie.  Wenn  man  aber  an  Stelle  der  letzteren  den 
Überall  verbreiteten ,  höchst  elastischen  und  nnwägbar  feinen  Aether  setat 
und  annimfht,  dass  der  Aether  sich  nach  aussen  nicht  elektrisch  zeige,  so  lange 
er  allein  (ohne  die  materiellen  Körpertheilchen)  in  elektrischen  Schwing- 
ungen begriffen  ist,  so  hat  man  in  ihm  ein  bloses  Fortptianzungs-  und  Ueber- 
tragungsmittel  für  die  elektrischen  Schwingungen,  einen  natürlichen  Unter- 
schied zwischen  Leitung  und  »Strahlung,  zwischen  Leitern  und  Nichtleitern. 

3.  Die  Schwingungsrichtung  derTheilchen  elektrischer 
Körper  ist  eine  longitudinalo  in  der  Fortpflanzungsrichtung 
der  Elektricität  und  Wellen  mit  verdichtetem  V  ordert  heile 
(mit  dem  Berge  voraus)  ge b en  positive,  Wellen  mit  verdünntem 
Vordertheile  (mit  dem  Thale  voraus)  geben  negative  Elektri- 
cität.***) 

Kobida  führt  den  Beweis  gesondert  für  Metalle,  Holz,  Glas  und  elektrO'i- 
negative  Körper: 

a)  „Ein  1  Schuh  langer,  geschmiedeter,  uugefeilter  Eisens t ab  (nicht 
Draht,  dessen  Theilchen  durch  den  Zug  in  krumme  Lagen  gerflekt  worden 
sind)  von  der  Dicke  der  messingenen  Fassung  des  GkldplittehentrSgers  Im 
Elektroskope  wurde  an  diesen  Träger  angesehraubt  und  mit  dem  Violin- 
bogen vom  obem  Ende  gegen  das  untere^  oder  vom  untern  Ende  gegen  das 
obere  gestriehen«  Um  reine  Longitudinalschwingungen  derTbeil- 


*)  Vorgl.  S.  132  ff.  des  IV.  Jahrg.  dies.  Zeitsdirift. 

**)  Awdi  SpilUr,  Phantom  dar  ImpondarabiUeii,  8.  II,  «t«llt  eine  fthnUche  An- 
sicht auf. 

***)  Spiller,  Phantom,  8.  40,  statolrt  keine  Terdiehtni^en  und  VerMmranfen. 
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eben  des  Stabes  sa  erhalten,  mns«?  der  Violinbogen  mit  der  LJ<ngenricli(nng 
des  Stabes  einen  spitzen  Winkel  bilden,  und  dieser  Winkel  sowie  die  Streich- 
Htello  dos  VioHnltogens  muss  walirciid  dos  Striches  beibehalten  worden.  Ueb- 
rigens  wird  der  »Strich  kurz  und  loiolit  <.^oriilirt.  Die  durch  den  Violinbogen 
erregten  Schwingungen  des  Eiseustabos  werden  vor  Beginn  des  Gegen- 
ßtriches  mit  der  den  Stab  berülirenden  Hand  unterdrückt.  Wenn  man  die 
Versucho  mit  Beobachtung  dieser  Vorsichten  anstellt,  so  gelingen  sie  siclier, 
und  dasGoldplättchen  zeigt  beim  Abwärtsstreichen  positive,  beim  Aufwärts- 
streicben  negative  Elektricititt." 

Diesen  Versuch  betrachte  ich  zur  Begründung  meiner  ausgesproche- 
nen Behauptung  als  den  fundamentalen,  weil  die  dabei  erregten  Wellen  im 
Metalle  bleiben,  und  bei  den  Reflexionen  an  den  beiden  Metallenden  keine 
Umkehrnng  der  Wellenform  erleiden.  Denn  beim  ITebergange  der  Welle 
ans  Metall  in  Luft,  nftmlich  ans  einem  ftr  elektrische  Wellen  geeigneteren 
in  ein  i^inder  geeignetes  Medium  wird  der  Wellenberg  als  Berg,  das  Thal 
als  Thal  reflectirt.** 

6)  „Ein  Holsstab,  welcher  m  aknstischen  Versnchen  bestimmt  ist^ 
wnrde  an  den  messingenen  TrXger  des  Goldplllttchens  angeschraubt  nnd  mit 
dem  Violinbogen  anf  gleiche  Art  nnd  mit  gleicher  Vorsicht  gestrichen.  Bei 
abwärts  gerichteten  Strichen  xeigte  das  Goldblftttchen  positive,  bei  anf- 
wMrts  gerichteten  Striehen  negatiTC  Elefcirieitllt.  Der  Schwingnogsrorgang 
im  Holsstabe  ist  jedoch  eompKeirter,  als  jener  im  Eisenstabe,  weil  das  Hol» 
rar  Fortpflansnng  elektrischer  Wellen  minder  geeignet  ist,  als  der  messin- 
gene TrSger  des  Goldpl&ttchens.  Daher  wird  die  ans  dem  Holl  in  das  Mcr 
tall  übergehende  Welle*)  an  der  Uebergangsgrenze  mit  Umkehrung  ihrer 
Wellenhälften-  reflectirt.  Beim  aufwärts  geführten  Striche  bleibt  die  aus 
der  Interferenz  der  reflectirten  (verdichteten,  +)  und  der  directen  (ver- 
dünnten, — }  Wellen  resultirende  Welle  vorherrschend  im  Sinne  der  in- 
tensiveren directeu,  und  das  Goldplättchon  zeigt  negative  Elektricität;  beim 
abwärts  geführten  Striche  dagegen,  welcher  den  intorferirenden  Wellen 
einon  grösseren  Spielraum  gestattet,  bekommt  die  resultirende  Welle  leicht 
die  Form  der  reflectirten  (verdünnten,  — ),  und  das  Goldplättclion  zeigt 
wieder  negative  E 1  e  k  t  r  i  c  i  t  <ä  t ,  sobald  dor  abwärts  geführte  Strich 
nixiht  reine  Longitudinalschwingungen  geweckt  hat.  Man  sichert  sich  das 
Gelingen  des  Abwärtsstriches,  wenn  mau  auch  diesen  am  untern  Ende  des 
Holzstabes  führt." 

Den  Versuch  a)  bezeichnet  also  Robida  selbst  als  den  fundamentalen, 
den  entscheidenden.  Aber  was  entscheidet  er?  Rohida  sagt  Vibr.  Th.  S.5: 
„bei  den  Versnchen  mit  Metall  und  Holz  habe  ich  mich  des  Violinbogens 
als  Sehwiuguugserreger  vorzugsweise  bedient,  weil  seine  Anwendung  am 
leichtesten  modificirt  wird,  nnd  weil  man  damit  die  störenden  IVansversal- 

  « 

*)  Nicht  auch  beim  Ucber^^ange  aus  Eisen  in  Messing ,  da  der  Leiiongswider- 
stand  im  Eisen  sich  zu  dem  im  Messing  etwa  verhalt  wie  2:1? 
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und  KotationsscliwiDj^'unfüen  eines  an  dem  lOiide  Itef'estigten  Stabes  am 
sic]jer«ten  vermeidet/'  und  bemerkt  S.  12  ganz  riclitig;  ,:Der  angef'übrte 
Vcrsncb  mit  dem  Eisenstabe,  welcher  noch  iustructiver  ausfallen  wird,  wenn 
mau  jedes  Ende  eines  gebogenen  Eisen-  oder  Kupferstabes  an  ein  Fechner- 
gches  Elektrnskop  nnscbraubt,  was  mir  wegen  I\fangel  eines  zweiten  Elek- 
troskops  unthunlich  war,  zeigt  deutlich,  dass  das  Goldplättchen  beim  Ein- 
tritte der  verdünnten  longitadinalen  Welle  negativ  elektrisch,  und  beim 
Eintritte  der  verdichteten  longitadinalen  Welle  positiv  elektrisch  wird." 
Diess ,  aber  anch  nieht  mehr  beweist  dieser  Versaeh.  Bobida  ersengte  ab- 
siehtlich  blos  longitadmale  Behwingangen  und  fand  dabei  die  mitgetheilten 
Beenltate ;  dass  er  dann  abgesondert  in  Hols  nnd  Metall  aneh  trauBTersale 
Sehvingungen,  aneh  Botationsschwingungen  erzeugt  und  dabei  andere  oder 
gar  keine  Resultate  erhalten  habe,  davon  sagt  er  niehts,  ebensowenig  wider- 
legt ef  a  priori,  dass  bei  den  beiden  letiteren  Schwingangsarten  Elektrici- 
tät  auftreten  könne,  worauf  doch  der  Versuch  U  b)  hindeutet.  Wohl  aber 
nennt  Robida  die  Transversal«  und  Rotaännsschwingnngen  stdrend  und 
schreibt  es  ihrer  Gegenwart  au,  wenn  der  HoUatab  auch  abwärts  gestrichen 
negativ  elektrisch  wird.  XSntscheidend  scheint  übrigens  swar  das  AuftretMi 
der  positiven  ElektvieitXt  beim  Abwirtsstriehe  und  der  negativen  beim  Auf- 
Wärtsstriche«  Indessen  es  ist  der  Versuch  nieht  bestimmt  und  ausführlich 
genng  beschrieben;  es  ist  blos  die  Richtung  des  Striches  mit  dem  Violin- 
bogen abwärts  oder  aufwärts  ai^egeben ;  ob  aber  die  Haltung  des  Bogena 
bei  beiden  Strichen  dieselbe  war,  ob  z.  B.  der  Griff  des  Bogens  dem  fest- 
geschraubten Ende  des  Hola-  oder  Eisenstabes  beide  Male  zugewendet, 
oder  beide  Male  abgewandt  war,  ist  nicht  gesagt.  Das  aber  ist  gerade  bei 
der  verschiedenen  Stractnr  des  Kosshaares  in  der  Richtung  gegen  seine 
•  Wurzel  und  gfgen  seine  Spitze  von  wesentlichem  Gewichte,  da  bekanntlich 
bei  der  Reibnngsolektricität  das  Vorzeichen  von  dem  Unterschi odc  in  der 
Strnctur,  Faseirichtung  u.  s.  w.  abhängig  ist.  Dadurch  könnte  es  selbst  be- 
dingt sein,  dass  TToIz-  nnd  Eisenstab  gleiche  licsnltate  lieferten,  so  lange 
r  e  i  n  0  Longitudinalschwingungen  geweckt  wurden.  Die  Betrachtung  des 
„complicirten"  Schwingungsvorganges  im  Ilolzstabe  hätte  Kobida  füg- 
lich ganz  aus  dem  Spiele  lassen  sollen;  denn  er  erkennt  ja  nicht  am  Holz- 
stabe, sondern  an  dem  Goldplättchen  djis  Vorzeichen  der  Elektricität,  hat 
es  also  nur  mit  den  aus  dem  Holze  ins  Metall  übergegangenen  Wellen  zu 
thun,  und  wenn  auf  diese  der  complicirte  Vorgang  im  Ilolzstabe  von  Eia- 
fluss  ist,  so  wäre  es  klug,  die  Beobachtung  abzusehliessen ,  bevor  noch  der 
complicirte  Vorgang  Einfluss  gewann.  Wie  aber  bei  aufwärts  geführten 
Strichen  die  directe  Welle  krftftiger  ist,  als  die  refiectirte,  so  sollte  es  doch 
wohl  auch  bei  abwftrts  geführten  Strichen  sein?  Warum  und  wie  sollen  die 
letateren  den  interferireaden  Wellen  emen  grösseren  Spielraum  gestatten  ? 
Mahnt  nicht  etwa  der  versteckte  Einfluss  anderer,  als  longitndinaler 
Schwingungen  lur  Vorsicht  und  au  fortgesetstem  Studium? 
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Di«  beMm  VWtmeba  l»ev«iMii  «Ito  weder,  dass  die  Ekktrieititt  blos 
aoB  lougi  ttidinelea  S^hwingaogen  entotoht,  nocb,  dass  Wellen  mit 
verdiehtetem  Vordeiftbeile  podtive,  WeUen  mit  Teidttnntem  Vordertheiie 
aegatiTe  Elektrieitit  geben,  am  aUerwenigaten  aber,  dass  die  positive  nnd 
neg «ÜTe  Etektrieitftt  ana  aolcben  Sebwiagaogen  nnd  WeUen  beatebt 

c)  „Wenn  man  gewSbnliebea  Glaa  mit  amalgamirtem  Leder,  mit  Seide 
oder  Kataeafell  reibt  und  dem  Elektrotkope  nltbert  oder  mit  dessen  mea- 
•ingeaem  TrXger  dea  Ooldplättebens  ia  Berttbmng  bringt,  so  aeigt  sieb  das 
GoldpUttohen  positiv  elektriseh{  weaa  maa  aber  das  elektrisehe  Glas  vom 
Elektroskop^entferat,  so  leigt  das  Goldplätfccbea  aegative  EUektricität.  (In- 
fluenz z.  Th.)  Wenn  man  aber  eine  GbukPlatte,  Röhre  oder  einen  Glas^ 
Stab  mit  der  kleineren  Fläche  auf  den  messingenen  Träger  des  Goldplätt- 
chens  aufstellt,  das  freie  Ende  mit  der  Hand  hält,  und  zwischen  Tritger 
und  Hand  mit  amalgamirtem  Leder,  mit  Seide,  Katzenfell  oder  Violinbogen 
in  Längenschwingungea  Tersetzt:  so  zeigt  das  Goldplätteben  ^positive  Elek- 
tricität,  III H<^  der  Reiher  auf-  oder  abwärts  geführt  werden.  Bei  mattge- 
schliffoiiem  (ilase  dagegen  erscheint  nur  beim  Reiben  mit  amalgamirtem 
Leder  positive,  sonst  negative  Elektrieität  im  Goldplättchen." 

Um  diese  Resultate  mit  jenen  beim  Ei.senstabc  in  Lebereinsfiinmung 
zu  bringen,  gelit  Kobida  wieder  auf  die  im  (ilase  stattfindenden  Reflexionen 
und  Welleninterferenzen  ein  und  stützt  die  noch  c  o  ra  p  1  i  c  i  r  te  r  e  Erklär- 
ung auf  die  Voraussetzung,  ,,dasö  das  gewöhnliche  Glas  nur  verdiclitete 
Wellen  als  wirksam  fortpflanzt,"  deren  Richtigkeit  sich  zum  Theil  daraas 
ergeben  soll,  „dass  eine  Glasröhre,  welche  man  durch  Reibung  in  starke 
Longitudinalschwingungen  versetzt,  in  Trümmer  geht."  Diese  durchaus 
nicht  gerechtfertigte*)  Voraussetzung  macht  die  vorhergehende  verwickelte 
Erklärung  noch  verdächtiger  nnd  da  Robida  schon  gefunden  hat ,  dass  ge- 
wdknllolies  Glas  bei  elnaelnen  Strichen  (aufwärts  oder  abwärts)  blos  posi- 
tiye  Elektrieität  giebt^),  nnd  gleich  darauf  sagt,  dass  beim  mattgescbliffe- 
nea  Glase  die  Natnr  der  geweckten  Elektrieität  Toa  dem  Reiber  abhängt: 
so  hätte  er  vohl  eher  noch  der  reibenden  nnd  der  geriebenen  Snbstans 
einen  Einflnss  im  Momente  des  Entstehens  der  Welle  beilegen  dürfen,  nicht 
aber  dem  geriebenen  Kdrper  verdfinnte  oder  verdichtete  Wellen  als  bei 
der  Literferraa  vorwiegend  oetroiren  sollen,  jenachdem  er  die  einen  oder 
die  andern  bebnis  einer  gekflnstelten  Erklämag  des  Auftretens  der  positi- 
ven oder  der  negativen  Elektrieität  braneht.  Während  nämlich  daa  ge- 
wöhnliche Glas  nur  verdichtete  Wellen  (poritive  EUektrieität)  als  wirksam 
for^flanat,  nnd  die  ursprünglich  erregten,  aber  ans  dem  eben,  genannten 

*)  Elasticitätsffcsetse  I  £8  ist  nicht  absusehea,  wariua  das  gewöhnliche  Cilas 
sich  lieber  erst  veraiehten  nnd  dann  Terd&nnen,  nnd  das  mattpescliliffene  Glas  sieh 
lieber  erst  verdünnen  und  dann  vri  diehtcu  lassen  sollte.  Robida  iicnul  in  §.  2  ab 
Ursache  davon  „die  starke  Spannung  der  XUeUchen  im  molekularen  Gleichgewichte." 

**)  Warum  reibt  B.  das  gewöhnUehe  QU»  nicht  auch  mit  Körpern ,  die  es  aega> 
tiv  fllektriseh  madienl 
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Grunde  nur  schwachen  verdfinnten  Welleik  ent  naoh  ihm  bei  der  Reflexioa 
erfolgenden  Umwandlang  in  verdichtete  Wellen  kr&ftiger  nnd  ordentlich 
wirksam  werden,  soll  dits  amalgamirte  Leder  die  Olastheilefaen  in  intensivere 
'Schwingungen  Tersetzen  and  so  aneh  im  mattgeschlitfenen  Glase  die  dem 
gewöhnlichen  Glase  eigeuthfimHchen  Schwingungen*),  die  andern  Beiber 
aber  ronngsweise  die  der  matten  GlasoberflXche  e^nen  Wellen  (negative 
ElektricitAt)  wecken.  Die  Schlassbemerknng  ttber  die  Brscheinnngen  am 
Glas  bekräftigt  nur  nnser  Urtheil;  sie  lantet:  „bei  ausammen hängen- 
den transversalen  Gegenstriehen  (d.h.  anfwlrts  nnd  abwärts  in  wech- 
selnder unmittelbarer  Anfeinanderfolge)  ist  die  Wirkung  der  A>en  beschrie- 
benen (bei  susammenhängenden  longitndinalen  Gegenstriehen)  ganac 
gleich,  was  ebenfalls  fttr  die  Eigentfattmlichkeit  des  Glases  nur  gewisser  Art 
Schwingungen  als  wirksame  fortzupflanzen  spricht.  Bei  wie  imnirr  gerich- 
teten Stricbcn  Über  der  das  Glas  haltenden  iiand  zeigt  das  Goldplättchen 
keine  Einwirkung,  weil  die  erregten  Wellen  von  der  Hand  nach  oben  re- 
flectirt  w  erden." 

d)  „Gans  ähnlich  artheilen  wir  über  die  von  Robida  angeführten  Er- 
scheinungen bei  „sogenannten  negativ-elektrischen  Körpern'* 
als  Uarzst.'ib  (d.  i.  ein  mit  einer  llarzlösunp^  iiberstrichoncr  Glasstab),  Schel- 
lack, Siegellack,  Harzkuchcn  ,  Schwefel."  JDas  Kesultat  dieser  letzteren 
Versuche  fasst  Kobida  in  folgende  Worte  zusammen:  „Daraus  ist  ersicht- 
lich, dass  das  amalgamirte  T.eder  und  der  Violinbogen  im  Harzstabe  eine 
ähnliche  Wirkung  liervorbringt ,  wie  das  aiunlgamirte  Leder  im  mattge- 
schlilTeneu  Glase  (d.  h.  positive  Elektricität  sowohl  beim  Auf-  als  beim  Ab- 
wärtsstriche);  dass  beim  Schwefel  mit  verdünnten  Wellen  das  Auftreten  der 
negativen  Elektricität,  mit  verdichteten  Wellen  das  Auftreten  positiver 
Elektricität  manchmal  zusammenfallt;  endlich  dass  beim  Gebrauche  der 
Seide  oder  des  Katzenfells  alle  genannten  Körper  die  ihnen  eigenthümli- 
chcu,  verdünnten  Wellen  vorzugsweise  bemerken  lassen  (natürlich  eben- 
falls als  Folge  der  Interferenz).  Bei  susammenhängenden  Gegenstriehen 
zeigt  nur  die  Harsstange  beim  Gebrauche  des  amalgamirten  Leders  oder 
des  Violinbogens  als  Wirkung  des  Aufwärtsstriches  positive,  beim  Ge- 
brauche des  amalgamirten  Leders  oder  des  Kataenfells  aeigen  alle  beim 
Aufwärtsstriche  negative  Elektricität  -im  Goldplättchen;  beim  Abwä'rts- 
striche  kehrt  das  Goldplättchen  in  allen  Fällen  zur  Mittellinie  zurtick  nnd 
zeigt  nacb  Entfernung  des  Reihers  jene  Elektricität,  welche  beim  Aufwärts- 
striche beobachtet  worden  ist.** 


*)  Diess  steht  im  Widerspruch  mit  \'ibr.  Tli.  S.  13:  „Nach  Cuuloihb  wird  von 
zwtn  an  einander  g^eriohcncn  Flriohcn  die  jenige  Icirlit  jm'^ith  ,  deren  intep^rircnde 
Theilchcn  die  kleinste  Bewcfrunf^  um  ihre  (Jlcicligevviclit.sliige  luachLn.  Daf^cpreii  wird 
^ejenige  Fläche  leicht  negativ,  deren  Theile  durch  die  Kauheit  der  andern  i'l.-iiliu, 
oder  ans  einer  andern  I  r^iielie  weiter  von  einander  entfernt  werden.  Ft  tlincr  rielt 
frische  Hölzer  au  einander  und  kam  znm  allgcmeitieu  Kcsultaie ,  dass  die  dichteren, 
•oliwererea  Holisrtea  mit  Isichteren  gerieben  negativ  elekickeh  werden.** 
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Der  Beweis  von  Robida  ist  also  kein  dfrector  Hew(»is  und  als  Indncti- 
oiibbcweis  ist  er  nicht  erschöpfend;  dass  Rohida  die  willkürliche  und  un- 
klare Voraussetzung,  auf  welche  sich  der  dritte  Thcil  des  Beweises  stützt, 
beibehält,  ist  um  so  uubegreillichcr,  weil  er  im  Verlauf  seiner  Abhandlung 
mehrere  Thatsachen  aufführt,  die  deutlich  gegen  Longitudinalschwingungen 
sprachen.  Robida  ftiiüt  selbBt  die  Unsnlän^lickeit  seiner  „wenigen"  Ver- 
toehe  lind  ündet  deren  Foitsetmng  irtnsehensweirth.  In  uapurteüsehn 
Anerkennung  seines  Terdiensdichen  Strebens  aiir  Erfers^nng  der  Wahrheit 
theilen  wir  seine  Hoffnnngen  aaf  den  Erfolg  fortgesetster  Yersnche,  wenn 
dieselben  planmissig  erweitert  werden.*)  So  lange  aber  derartige  Erfabma* 
gen  noch  fehlen,  seheint  es  räthlieher  an  s^,  aus  Analogim  an  sehliessen. 

An  den  Beweis  ItnÜpft  Robida  eine  „kttrae  Anfttbrong  der  gewöhn- 
lieberen  Quellen  der  Elektoieitit/*  nimlich  der  Reibnn^lektricitit  (§.  8), 
der  Berfihrangselektrieitftt  (§.  4)  und  der  ThermoelektrieitSt  (§.6).  Sein 
Zweek  dabei  ist  nicht  deatHeh  ansgetproclien;  doch  soheiat  er  das  Eni» 
stehen  der  Elektrieitit  ans  Schwingungen  in  diesen  8  Füllen  herleiten  und 
erkl&ren  an  wollen.  Dass  das  Auftreten  der  Elektrieitit  in  der  Regel  Ton 
Bewegnngserscheinnngen  begleitet  ist,  iHsst  sich  sehr  leicht  und  weit  be- 
stimmter nachweisen.  Neben  der  Unklarheit  der  Darstellung  giebt  ans 
aber  Robida  hier  auch  ein  Paar  Pröbchen  seines  Scharfsinns  und  seines 
Wissens,  die  nicht  eben  Vertrauen  erwecken.  Vibr.  Th.  S.  14  behauptet 
er,  dass  bei  der  Berührung  gleichartiger  Metalle  P^lektricitUt  entstehe, 
weil  bei  der  Trennung  der  beiden  Metallplatten**)  Elektricität  bemerk- 
bar wird.  S.  15  meint  er,  dass  2  Elektromotorplatten  bei  zwischengelegtem 
feuchten  Leiter  sich  gar  nicht  berührten,  und  dass  da  dennoch  der  Strom* 
(doch  wohl  in  dem  dio  Platten  verbindenden  Schliessungsbogen V !)  kräfti- 
ger weide,  und  betrachtet  flottweg  bei  einer  galvanischen  Batterie  die  in 
einer  Zelle  betindliclicn  Platten  als  ein  zusaramcngchiiiiges  Paar,  bei  wel- 
chem ,,die  sorgfältig  verniicdeue  Berührung  der  Elektromotoren  durch  che- 
mische Äction  mehr  als  ersetzt  wird."  Mit  seiner  Erklärung  der  Elektro- 
lyse (in  §.  5  der  Elektrochemie)  kann  Robida  jetzt  schon  desshalb  kein 
Glück  mehr  machen,  weil  er  sich  z.B.  die  SauerstoflFatome  und  die  Wasser- 
Stoffatome  in  den  Wasberatomen  als  deren  Bestandt heile  vorhanden 
denkt,  wckhe  entgegengcsetste  Schwingungen  haben;  und  an  diese  An- 
sicht sehliessen  sich  in  demselben  §.  aoeh  obendreiu  andere  angereimte 
und  nnbegrandete'Voranssetmgen. 

Das  Gesets  der  FerawirKung  der  EtektrieitKt  (§.  7)  steht  gans  ausser 
Zusammenhang;  Robida  giebt  keine  Erklärung,  sondern  deutet  nur  auf  die 


*)  Welche  Resultate  erhSIt  man  s.  B. ,  wenn  man  6ehwiii}i^ngen  durch  Klopfeti 
Siiteinein IlHiimier  hi  iL  r  A\eiirlclituu<^  t^hics  Stabes  uinl  soiikrccht  iln/.ii  Li  /.cu^t  ii.  .  w, 

**)  ßvi  der  Trouuuug  tritt  doch  die  Lul't  au  diu  Ötellu  der  ciucu  MutuU^lutte. 
Toraossichtlieh  haben  beide  Platten  dieselbe  Elektrieitttl. 
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Analogio  der  Elektricität  mit  Schall,  Licht  und  Wärme  rücksichtUch  der 
Wirkung  in  die  Ferne  hin, 

B,  Anwendung  der  Vibrationstbeorie  zur  Erklärung  einiger 
elektrischer  Erscheinungen.    (Vibr.  Tb.  §§.  8—17.) 

§.  8.  Uittbeilung  und  Vertheilung  (Inflaeiu)  der  Elektricitllt.  Mit* 
theilnng  erfolgt  bei  der  Bertthrnag  eines  elektrischen  Körpers  mit  einem 
nnelektrischen ;  der  Infl«ens  liegt  eine  Wirkung  «os  der  Feme  lu  Ornnde. 
Da  nun  Bobida  die  elektrischen  Schwingwigen  nnr  als  Körpeischwiag- 
nngen  bettachtet,  so  entsteht  snnichst  die  Frage :  wie  hat  man  sich  die 
Wirkung  in  die  Feme  voranstellen?  Bobida  sdiwetgt  darftber.   Sie  kann 
jedoch  keine  gewöhnliche  Fortpflananiig  der  Schwingangen  sein,  sondern 
nnterscheidet  sicl^Ton  der  Mittheilung  dadurch,  dass  der  swischen  dem  in- 
-flnoiairenden  Körper  liegende  Niclitleiter  (oder  leere  Baum)  selbst  nicbt 
elektrisch  wird.  Ferner  treten  auf  dem  influenzirten  Körper  beide  Elektri- 
citäten  auf;  ausserhalb  desselben  lässt  sich  dafür  keine  Ursache  finden; 
desshalb  sucht  sie  Hobida  in  ihm  8«>lber:  er  lässt  die  erste,  ron  dem  inflnen- 
airenden  in  den  influenairtin  Körper  eintretende  Welle  in  dem  letztern  nor 
einStftck  vordringen,  bis  zu  einem  Theilchen  Ar,  an  welchem  sie  wirkungsloa 
ankommt;  die  nachfolgenden  intensiveren  (?)  Wellen  gehen  über  k  hinaus, 
treten  bei  k  „gleichsam  in  ein  elastischeres  (?)  Medium  über  als  gleichnamige 
Elektricitlit  und  werden  von     retlectirt  als  entgegengesetzte  Elektricität ; 
au  der  Scheidegrenzo  A-  liegt  der  Indifi'erenzgürtel."  Abgesehen  davon,  dass 
die  Lage  von  A  ganz  unbestimmt  ist,  und  A  sich  wohl  stetig  gegen  das  ab- 
•gewandte  Ende  des  influenzirten  Körj)ers  hin,  ja  vielleicht  über  dasselbe 
hinaus  bewegen  müsste,  widerspricht  die  obige  Annahme  der  Erfahrung, 
insofern  A  um  so  weiter  vom  influenzirenden  KörjH  r  wegrücken  müsste,  je 
stärker  der  erste  Impuls  war,  während  doch  die  Indiff'erenzzone  gerade  um 
so  näher  an  den  juüueuzircnden  Körper  heranruckt,  je  kräftiger  dessen  Ein- 
wirkung ist.  —  Im  Nachtrag  (Magnetismus  S.  59)  ändert  Kobida  die  Kr- 
klärnng  der  Inflnenx  dahin  ab,  dass  er  die  am  zugewandten  Ende  auftre- 
tende entgegengesetate  Elektricität  „dnick  die  an  der  Grenie  zwischen 
Lnft  nnd  Metall  mit  Umkehrung  ihrer  ^elleidiftlften  reflectirtea  Wellen 
herrmrgemfmi  worden  iKsst,  wob^  an  der  Grenae  awisdien  den  entgegen- 
gesetat  elektrischen  Wellen  des  tnÜnenairten  Körpers  der  IndifferenagOrtel 
liegen  sott.**  Aber  ancb  darin  ist  kein  Grand  f^  das  gleichseitige  Auftre- 
ten der  beiden  Elektrieittten  nebenehiandef  nnd  der  Indifferenasone  da- 
Bwiseben  enthalten :  man  kann  sieb  nicht  darfiber  Uar  werden,  wie  die  bei- 
den  Arten  elektrischer  Wellen  durch  die  Indifferenaione  anf  die  eine  Hälfte 
des  influenairten  Körpers  gebannt  bleiben  können,  nnd  gerade  anf  deijeni- 
gen  Hälfte,  anf  welche  sie  erst  Ton  der  andem  1lbergegang«i  siivd.  —  Dass 
ttbfigens  bei  der  Vertheilung  die  ElektriciMt  auch  anf  dem  niehtablei- 
tend  berOhrten  influenairten  Körper  nnd  auch  bei  der  If ittheilung  anf  dem 
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elektrisirten  Körper  bei  der  weitem  oder  gänzlichen  Entfernung  des  elek- 
trischen Körpers  in  die  entgogon{»esetzte  umschlügt  (Vibr.  Th.  S.  21),  ist 
neu  und  interessant;  leider  zeigen  aber  die  Versuche  mit  dem  Coadensator 
(Vibr.  Tli.  S.  24)  gerade  das  Gegentheill 

Aehnlicli  steht  es  um  die  z.Th.  auf  die  ljillucnzei\scheiimugen  gestützte 
Erklärung  des  Elektrophors  (§.0),  des  Condousators  und  der  Leydoner 
Flasche  (§.  10),  für  welche  wieder  mehrfache  Interferenzen  durch  lleflexion 
zu  Hilfe  genommen  werden.  Die  Erklärung  der  Leydener  Flasche  lautet 
kurz  gefasst  so:  wird  die  innere  Belegung  positiv  elektrisirt,  so  gehen  die 
positiv  elektrischen  Wellen  durch  das  Glas  und  die  äussere  abgeleitete  Be- 
legung in  die  Erde ;  durch  Keflexion  an  der  Grenze  des  Glases  gegen  die 
SasBera  Belegung  entstehen  im  Glase  negativ  elektrische  Wellen  und  diese 
gehen  nun  iwar  in  die  atutere  Belegung,  aber  nieltt  (!)  in  den  Erdboden 
Aber.  Aneh  die  weniger  starke  Ladung  der  isolirten  Flasche  ist  nicht  ge- 
nfigend  erklSrt 

Die  Erkllining  des  elektrischen  Stroms  (§.  11)  ist  ihrem  Wesen  nach 
in  der  anf  8. 198  ff.  des  IV.  Jahrg.  dies.  Zeitschr.  gegebenen  enthalten  und 
sehliesst  mit  den  Worten:  „die  Geschwindigkeit  der  elektrischen  Wellen 
'htngt  ron  der  Sehwingungsdaner  eines  Theilchens,  and  die  Intensitüt  von 
der  SchwingongsintensitSt  nnd  Menge  d.er  Theilchen  des  Err<^ers  snnäehst 
ah  nnd  wird  aberdiess  dnreh  die  Bescheffenheit  des  Leiters  modifieirt.  Da- 
her giebt  die  Reibnngselektridt&t  einen  vonngsweise  intensiv  starken 
Strom;  die  Contactelektricität  giebt  einen  intensiv  starken  Strom  beim  Ge- 
brauche vieler  galvanischer  Elemente  und  einen  quantitativ  starken  Strom 
beim  Gebrauche  eines  Elementes  mit  grossen  Elektromotorenflächen." 

Die  Erklärung  der  Induction  (§.  12)  ist  ebenfalls  unklar  und  leidet  an 
denselben  Mängeln,  *wie  die  Erklimng  der  laflaens,  ans  welcher  sie  herge- 
leitet wird.  * 

In  §.  13  führt  Robida  eine  Reihe  von  mechanischen  Wirkungen  der 
Elektricität  auf,  unter  denen  er  das  meiste  Gewicht  auf  die  Erscheinung 
am  Quecksillier  legt,  wenn  es  als  Elektrode  verwendet  wurde  .  ,,die  kegel- 
förmige TTehung  des  Quecksilbers  am  positiven  und  die  Senkung  am  nega- 
tiven spricht  für  verdichtete  Wellen  der  positiven  und  für  verdünnte  Wellen 
der  negativen  Elektricität.^'  Die  Anordnung  des  Versuchs  ist  niclit  be- 
schrieben'^) ;  wenn  nur  nicht  etwa  eine  Capillarerscheinung  darunter  ver- 
borgen steckt. 


*)  Zan te de  ach L beschreibt  in  seinem  Iraltalo  di  fisica  elementare  IIL  II.  S.  40 
das  Verh'aUen  des  Quecksilber»  Uber  den  beiden,  in  das  Queckailber  durch  den  Boden 
eitigefülirten  Poldrahten  in  folgender  Weise:  „das  Quecksilber  erhob  sieb  über  den 
J:Indon  der  Drüthe  und  bildete  Kegel  von  bis  Zoll,  von  deren  Spitzen  Wellen 
nach  allen  Richtungen  hin  ausgingen,  derart,  dass  nur  der  Punkt,  wo  die  Wellen  sieh 
trafen ,  in  Ruhe  war.  Ging  der  Pol  eines  Magaaies  in  der  Entfernung  von  eioigen 
Zollen  Uber  einen  dieser  Kegel,  so  wurde  er  niedriger  und  breiter,  auch  die  Wellen- 
bewegung nahm  ab.  Kam  der  Magnet  noch  näher,  so  worde  die  Oberfl&che  des  Queck- 
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Aus  tlen  §.  14  angefülirteu  wHrmpndcn  und  loiu  litoiulon  Wirknnjron 
licbeu  wir  hervor:  das«  die  Temporatnr,  bei  welcher  der  Leilunj^sdraht 
glüht,  unter  seiner  sonstigen  Gliihliitzc  Hegt,  und  dass  das  Schmelzen  durch 
p^ltMclizeiti^e  ZciklcIneiuDu:;  und  Erhitzung  erfolgt  (RieKH);  das8  materielle 
Theiklien  durch  den  Strom  stets  (V)  von  der  positiven  Polspitze  fortgeführt 
und  auf  der  negativen  Polplatte  ahgeligcit  werden*);  dass  Lieht  aus- 
schliesslich (?)  dem  negativen  und  Wärme  vorzüglich  dem  positiven  P(de 
angehöre,  und  dass  desshalb  die  negativ  elektrischen  Schwingungen  in 
Lichtschwingungen  und  die  pt)sitiv  elektrischen  in  Würmcschwingungeu 
ühergingen.  Einen  innern,  aus  der  Natur  dieser  3  Wellengattungen,  aus 
ihren  Vcr.schiedeuheiten  oder  ihrer  Verwandschaft  abgeleiteten  Grund  da- 
für gicbt  Rohida  nicht  an;  hält  es  auch  nicht  einmal  für  nöthig,  nachzu- 
weisen, wie  sich  die  longitndinalen  elektrischen  Schwingungen  in 
transrersale' Liebt-  nnd  WKrmesehwingungcn  nmsetzen  können.  Dfirfte 
man  nicht  auch  riickwttrts  schliessen,  dass  Licht  anstchliessend  negative 
und  Wärme  voniiglich  positive  Elektricitilt  hervorrufen  müsse?  Davon  hat 
Bobida  an  dem  betreffenden  Orte  (§.  5  und  §.  C)  nichts  erwähnt. 

Bestiglicb  der  Schall  erregenden  Wirkung  der  Elektricit  fahrt  Robida 
(in  §'  15)  die  Versuche  von  delaRivean;  aber  der  Ton,  welcher  ent-^ 
steht,  wenn  ein  eiserner  Draht  oder  Stab  der  Länge  nach  von  discontinuir- 
Heben  StrOmen  durchflössen  wird,  entspricht  dem  Querton  des  Stabes 
oder  Drahtes;  Bobida  fBgt  desshalb  bei:  „in  manchen  Fällen  scheinen  die 
elektrischeA  Längenschwingungen  in  Querschwingnngen  des  Schalles  fiber> 
zugehen,'*  aber  auch  hier  sagt  er  nicht,  wie  dies  angeht.**) 

Die  physiologischen  Wirkungen  der  Elektricität  (§1 16)  sollen  eben- 
falls fOr  elektrische  Wellen  in  der  von  Bobida  angenommenen  Form  und 
Bichtung  sprechen,  weil  nach  Ritter  der  Finger  am  positiven  Pol  eine 

aUbers  eben  und  das  Metall  begann  ihn  zu  umkreisen,  um  schneller,  Jo  nilht>r  der 
ICagnet  kau|  wenn  dieser  eudlich  der  OhcrtlUcho  des  (Quecksilbers  ganz  nahe  };ck(>iu- 
mon  war,  so  erschien  an  der  Stolle,  wo  früher  der  Kegt  1  war,  eine  Höhlung  voll  Wir- 
bel.  Vergl.  //.  Davy,  Annales  de  Chimie  et  Physiqiie,  T.  XVI. 

*)  Aber  Vibr.  Th.  IS.  32  sagt  Robida:  ,,  Neef  sah  zwar  auf  beiden  Elektroden 
von  Piatina  sehr  feine  Spitzen  auf  rauher  Oberfläehe  aufsitzen;  doch  scheinen  mir 
diese  Spitzen  nur  an  der  Elektrode  aus  Substanzgewinn,  an  der  positiTeji  aus  Sub» 
stMUtTeilnst  hflnrarOfareB.  Denn  die  Beobachtung  Moiguo's  »teilt  ausser  Zweifel, 
dass  vorzugsweise  an  der  positiven  Elektrode  Wärme 'auftritt,  also  nur  von  dieser  die 
schwingenden  Theiluhen  in  der  Schwingungsrichtung  fortgerissen  uad  an  der  negati- 
ven Elektrode  abgelagert  werden  können."    (Wie  so?!) 

**)  Werthheim  erklärt  den  Ton  aus  Mulecularveränderungen,  nKmlich  aus 
einer  geringen  Verlängerung  de»  Stabes ;  van  Marum  und  Edmund  Bec^ne« 
rel  dagegen  beobachteten  eine  Verkürzung  (vergl. S.  152  des  IV.  Jahrg.  dieser 
Zeitschr.).  „Wenn  ein  weicher  Eisenslab  durch  einen  starken  elektrischen  Strum 
magnetisirt  wird,  so  giebt  er,  aber  nur  beim  Oeffnon  und  Schliesscn  der  Kette ,  einen 
deutlichen  Ton  (Page);  Marrion  fand,  dass  die  \\<A\v  dieses  Tones  stets  dem  Longi- 
tndinsUone  entspricht,  welchen  der  Stab  beim  Streichen  giebt;  der  Queri^ehnitt  des 
Stabes  ist  dabei  von  keinem  Einflüsse;  Stnhl.HtHbc  tönen  ebonfalls,  aber  nicht  StHbe 
von  andern  Metallen,  oder  gar  Nichtleitern,  wie  Glas,  Holz  u.  s.  w. ;  vergl.  Ganot, 
Lehrbuch  der  Pliyaik  und ^eleofologie,  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  W  eiske  (Leipaig 
18S8),  2.  Band,  8.  194. 
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Einwirkung  wie  von  innen  nach  aussen  (Anschwollung),  am  negativen  Pol 
aber  wie  von  ansseu  nach  innen  (Contraction)  erleidet.  Mindestens  mit 
gleicbem  Rechte  könnte  aber  die  Anftcliwellang  nach  der  Spitze  des  Fingers 
bm  MD  poMtxyen  Pole  «Is  Zeiehen  einer  in  den  Finger  eintretenden  Ver- 
dfinnnngswelle  geltend  gemacht  werden. 

Die  §.  17  gegebene  Erklärung  der  Auiehong  und  AI&stOMUug  paralle- 
ler oder  gegeneinander  geneigter  Strondeiter  ist  an  rerlbblt,  als  dass  sie 
noch  weitlSnfig  widerl^  an  werden  brauchte. 

In  der  Anwendong  der  Ylbrationatiieorie  aor  Brklinmg  der  elektri" 
eehen  Erseheinongen  ist  also  Bobida  keineswegs  glQeklich  gewesen,  DafOr, 
dass  die  elektrischen  Schwingvngen  loagitndinale  sind,  liefen  die  ErkUr- 
nagen  keinen  eatsehiede&en  neuen  Bewei^ond,  wohl  aber  eher  Gegen* 
beweise.  Transrersale  ttfneode,  WXmie-  und  Lieht-Sehwingungen  gehen  aus 
den  (longitndinalen)  elektrischen  Schwingungen  nicht  nur  heryor,  sondern 
Wirme  und  Licht  weeken  auch  elektrische  Sohwiugangen ,  und  .dass  es 
auch  transyersale  tSnende  ebenfalls  thun  können,  ist  nirgends  widerlegt, ^ea 
spricht  dafbr  ebensowohl  der  Versuch  f.  b)  des  Beweises  als  nnter  3.  c)  das 
Resultat  mit  transversalen  Gegenstrichen.  Freilich  ist  es  auch  nicht  un- 
denkbar, dass  neben  den  longitndinalen  Sobwinguagea  transyersale  be- 
stehen, oder  sogar  darch  sie  entstehen  können;  denn  die  aufeinander  fol- 
genden Verdichtungen  und  Verdünnungen  werden  abwechselnd  eine  Ver- 
grösserung  und  Verkleinerung  des  Querschnittes  veranlassen ,  welche  in 
ihrer  Aufeinanderfolge  ebenfalls  Schwingungen  bilden.  Könnten  aber  nicht 
diese  beiden,  auf  einander  senkrechten  Antriebe  zur  Längen-  und  Quer- 
schwingung die  Theilchen  veranlassen,  in  geschlossenen  krummen  Bahnen 
ZQ  schwingen '?  *) 

Wenn  aber  schon  bei  den  elektrischen  Erscheinungen  im  Kleinen  so 
viel  noch  zu  wünschen  übrig  bleibt,  wie  wird  es  mit  den  elektrischen  Er- 
scheinungen im  Grossen  stehen,  bei  denen  die  einflussreichen  Bedingungen 
ausser  unserer  Gewalt  liegen,  wir  sie  nicht  einmal  kennen,  geschweige  denn 
nach  BedUrfoiss  abändern  können?  Da  nun  Robida  in  seiner  Vibrations- 
theorie durebaoi  noeh  sieht  die  «MrlissUehe  Klarheit  nnd  einen  so  siehe- 
ren  Ghmad  erlangt  hat,  dass  sslbst  mit  aller  RlohUgkeit  nnd  Deuiliehkeit 
daraus  abgeleitete  Folgerungen  auf  unbedingte  GUaubwIirdigkeit  Anspruch 
machen  könnten ,  so  glaubeu  wir  uns  einer  dimAigreifeiiden  BeqBiechung 


*)  Yergl.  8. 150  des  IV.  Jahrg.  dieser  2eitsehr.   Di«  dort  «benfaUi  erwtthnten 

spiralförmigen  Knotenlinlen  bei  iHngsschwing-enden  Cylinclcrn  oder  Röhren  (Savurt) 
stellt  Kobida  als  Analogien  der  Influenz  hin.  Wird  nümlich  eine  (ilasröhro  mit  einem 
fenehten  Tnoh  geriebent  so  entsteht  beim  Grandton  ail^der  sieht  geriebenen  HKifte 
eine  spirairörmige  Knotenlinic;  die  Knotenlinicn  beider  HUlftcTi  wind  nicht  Fort- 
setzungen von  einander,  sondern  beide  scheinen  von  der  Mitte  aiuzugcheu  und  sich 
beide  nach  derselben  Weise ,  oder  auch  nach  entgegengesetzter,  hernmsawiaden. 
Aber  Savart  erkennt  in  ihnen  nicht  einen  AusHuss  der  Long^itudinalschwingungen, 
soudera  eher  der  durch  das  Zusammendrücken  und  Wiederausdehnen  veranlassten, 
secnndXren  seitiiehen  Bewegung  der  Theilohea.  ^oulllet.) 
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des  Inhaltes  seines  zweiten  Schriftcheus  „ Magnetismus'*  um  so  eher  über- 
]icben  zu  dürfen,  als  in  diesem  selbst  wieder  vielfache  Unklarheiten,  ja 
selbst  YenriRiing  und  Verwechselung  der  Begriffe  auftreten*);  doch  wollen 
wir  wenigstens  einm  UeherhHdL  Aber  die  die  dnrin  eatwiekriton  Ideen  m 
gehen  versiichen. 

CL  Elektrische  Erscheinungen  im  Grossen.  (Magnetismus  §§.  1 — 8.)  • 

Wenn  Bohida  auch  in  derVonede  Torsussehielct,  dass  er  der  grossem 
Deutlichkeit  wegen  die  bisherige  Terminologie  beibelialten  wolle,  so  über- 
rascht es  doch,  dass  er  die  elektrischen  Erscheinungen  im  Grossen  weit 
mehr  nach  dualistischen  Principien  erörtert,  als  nach  seiner  Yibratione* 
theorie  erklftrt,  und  wo  sich  ja  neben  den  Beschreibui^en  Spuren  von  sol- 
chen ErklSrungen  finden,  da  sind  sie  aumeist  ungeaiessbar  und  unan-' 
Iftnglich. 

Chemische,  thermische  Vorgänge  und  die  Bertthrung  heterogener  Stoffe 
wecken  in  der  Erdkugel  Elektricitftt,  welche  der  Erfahrung  gcm.äss 
negativ**)  ist  (§.  2);  ihre  Intensität  nimmt  von  der  Oberfläche  nach  dem 
Mittelpunkte  hin  ab,  weil  sich  die  fVeie  Eloktricitit  hauptsächlich  an  dw 
Oberfläche  lagert,  sie  nimmt  aber  wio  die  Temperaturdifferenzen  vom 
Aequator  nach  den  Polen  hin  so.  In  der  Luft  sind  79  Theile  Stickstoff 
mit  21  Theilen  Sauerstoff  gemischt;  Sauerstoff  verhält  sich  gogen  Stickstoff 
negativ,  Stickstoff  gegen  Sauerstoff  positiv  elektrisch:  jedes  Lufttheilchen 
ist  also  ein  galvanisches  Element***);  da  aber  die  Anzahl  der  schwingeu- 
don  Stickstofftheilehen  grösser  ist,  und  da  bei  der  Ausgleichung  sich  gleich 
viel  positive  und  negative  W  c  1 1  e  n  (!)  neutralisiren ,  so  bleiben  positive 
Wellen  übrig,  und  die  Luft  ist  positiv,  d.  Ii.  stets  der  Erde  entgegengesetzt 
elektrisch  (§.  1).  Die  Erdelektricität  neutralisirt  und  bindet  einen  Theil 
davon;  der  Ueberschnss  strebt  nach  der  Oberfläche  der  Atmospliare  uud  die 
Intensität  nimmt  daher  mit  der  verticalcn  Höhe  zu;  dabei  dient  der  Wasser- 
dampf hauptsächlicli  als  Leiter  der  freien  Elektricität  welche  z.  Th.  auch 
in  den  Weltraum^***)  ausströmt;  die  Luft  elektricität  wird  durch  die 
Erdelektricität  modificirt  und  diese  modiflcirte  Eleictricität  ist.  die 
Total elektrieit&t  der  Erde  (§.  3).  Hier  nun  tischt  uns  Bobida  aaa 
Unverdautem  einen  unverdauliehen  Brei  auf,  indem  er  Begriffe ,  die  wohl 
▼on  einer  Kraft  (Ansiehung  und  Abstosmi^  bei  Magneten)  gebraneht 
werden  können ,  ohne  weiteres  auf  Schwingungen  ttberträgt ,  die  einer 


*)  Kobida  gesteht  ihre  Maugelhattigkeit  in  der  Vorrede  selbst  zu. 

**)  Wohin  homittt  denn  die  positiTe  Elektricitttt,  da  doch  dnreh  die  Berührung 
immer  beide  Elchtricitätcn  gleichzeitig  entwickelt  werden?  Dass  Robida  in  seiner 
Beobach  ung  (Magn.  S.  7.,  2)  zwei  Maxiuia  aufzählt,  zwischen  denen  kein  Minimum 
liegt,  fällt  weher  nicht  auf. 

•**)  Hat  die  Berührnnf»  zAvigchen  Erde  und  Luft,  Meer  und  Luft  keinen  Einfluss  ? 
Dieser  kann  also  nicht  leer  sein,  da  die  elektrischen  Schwingungen  nach 
Bobide  Sohwingiingen  der  KSrperlbelldiMi  skid. 
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AUjeitigcn  FortpflMMUig  ftUg  rind;  er  tagt  Magn.  S.  10:  „äi^  in  v«r- 
tieftUn  Kiohttmg  thfttige,  mit  der  Brdelektrl^tit  in  Spumnng  stehende 
Lnftelektricittt  eiaee  Ortes  der  Erde  loU  die  vertieale  Compen^nte 
•  der  TetaleldKtrioitAt  beiasen.  Antser  dieeer  giebt  es  noeli  eine  h  or i lOtt"« 
tale  Comp on ernte  derselben.  Die  den  einseinen  Lnftsebiebten  snkom- 
mende  freie  ElelctrieitSt  ist  am  AeqQntor  die  intendyste.  Vom  Aeqnator 
*  gegen  die  Pole  nimmt  die  borieoatale  Oomponente  der  Totalelektrieitit  ab 
und  swar  sefaneller  gegen  Norden  als  gegen  Sflden.  Demnaek  mnss  da» 
borisoDtale  Oomponente  der  Totalelektricitftt  vom  Aeqnator  gegen  die  Pole 
rar  Herstellung  des  Gleicbgewiebts  streben  nnd  dies  in  der  Riebtang 
des  geograpbisehen  Meridienes,  weil  die  seitliebe'*)  in  der  R^el  gl^eb 
stark  sein  soll/'  Aus  den  beiden  Componenten  ergiebt  sich  natürlich  auch 
eineResnl  tirende  der  Totalelektrität,  und  diese  hat  ihre  „Normal- 
lage in  der  Ebene  des  geographiscjben  Meridiane«/*  hat  ,,dic  Lage  der 
.  Inoliaationsnadel,"  also  eine  bestimmte  Richtung.  Was  für  eine  Beden» 
tung  aber  diese  Richtung  für  die  Schwingung  und  Wellenbewegung  hat) 
behält  Hobida  für  sich;  die  Fortpflansongsrichtung  der Sehwingnngen  kann 
and  soll  es  doch  nicht  etwa  sein? 

Nach  einer  Beschreibung  (nicht  Erklärung  aus  der  Vibrationstneorie)  des 
St.  Elmsfeuers,  dos  Polarlichtes  und  der  Gewitter  (§.4)  folgt  die  Besprech- 
ung der  Variationen  der  Componenten  der  Totalelektricität.  (§.  5),  der  Va- 
riationen der  Kesultirenden  der  Totalelektricität  (§.  (>)  und  der  Pcrturbati- 
onen  der  letzteren  (§.  7)  eine  fortlaufende  Verwechselung  mit  den  magne- 
tischen Componenten,  mit  der  Intensität  und  Richtung  der  Resoltirenden 
des  Erdmagnetismus. 

Endlich  reicht  auch  die  Elektricitat  noch  über  die  kleine  Erde  hinaus 
(§.  8).  Alle  Himmelskörper  bestehen  aus  heterogenen  Stoflen  u.  s.  w.,  er- 
zeugen also  Elektricität;  „diese  Elektricititt  pflantt  sich  theilweise,  sowie 
die  Elektrieitftt  der  Erde  auf  den  feinsten  materiellen  Tbeileben  ron  den 
Himmelskörpein  in  den  Weltraum  fort;  also  durchdringt  die  Elektricitftt, 
sowie  die  Sebwerci  das  Liebt  nnd  die  Wirme  den  ganaen  Weltraum.*'  Die 
PbotospbKre  der  Bonne  ist  eine  sonnenelektrisehe  fincbeinung.  Aehnlicba 
Vozgftnge  finden  auf  den  Planeten  statt. 

J>.   Der  Magnetismus.   (Hagn.  §§.  9— Iß.) 

Wesen  des  Iffagnetismus  (§.  0) :  , , Der  Mägnetismus  besteht  in  stehen- 
den Oireulationsweilen,  welche  an  der  tetUeben  Seite  des  Magnetstabes  auf- 
steigend, an  der  westlicbmi  niedersteigend,  den  Magnet  entweder  vom  Nord- 
pel  gegen  den  Sädpol  oder  Tom  Sfldpol  gegen  den  Nordpol  umkreisen.  Das 

Substrat  magnetischer  Wellen  sind  die  Tbeileben  der  des  Magnetismus 
Albigen  Körper.**  Ueber  die  Fora  und  Art  de«  Schwingungen,  welche  die 

•)  Was? 


Digitized  by  Google 


stehenden  (Magn.  8. 28 :  Verdiehtungs-  and  VerdttMiungs-)  Wellen  bilden, 
sagt  Bobida  nirgends  ein  Wort,  ebensowenig,  wie  die  magnetischen  Wellen 
dasn  kommen,  sich  inSchranbenlinien  fortanbewegen.  Ja  noch  mehr:  bisher 
hat  er  die  elektrischen  Schwingnngen  sich  in  geraden  Linien  fortpflansen  las- 
sen, und  jetit  anf  einmal  bewegen  auch  diese  sich  als  Gircnlationswellen  in 
Schraubenlinien,  besonders  die  WeUen  der  Besnltirenden  der  Totidelektri- 
cftXt  (Haipi.  S.  28,  ao,  49),  und  es  weckt  jede  elektrische  Welle  eine  paral- ' 
lele,  aber  entgegengesetst  gerichtete  magnetische  Welle  nnd  ist  mit  ihr 
gleichbedeatend  (Magn.  S.  56).  Die  Veranlassong  aom  Entstehen  dieser 
AoBicht  scheinen  die  schraubenförmigen  Windangen  des  Leiters  nm  die 
Elektromagnete  gegeben  an  liahen*)^  ein  Unterschied  musste  aber  dock 
sein;  desshalb  eutgt^gengesozte  Kicbtung.  Da  nun  die  Spirale  selbst  mag- 
netisch wird  und  ihre  Polo  ebenso  liegen,  wie  im  Eisenkern,  SO  entstehen 
.  natürlich  in  ihr  zugleich  auch  den  elektrischen  Wellen  entgegengesetzt  ge- 
richtete magnetische,  ohne  alle  Interferons.  Wie  beim  Magnetisiren  beide 
Magnetismen  zugleich  entstehen,  bedarf  keiner  Erklärung,  oder  ist  der 
Phantasie  eines  jeden  Lesers  überlassen.  Dass  die  elektrischen  Wellen 
sich  „zur  Herstellung  des  Gleichgewichts"  (Rotation  bei  unipolarer  magne- 
tischer Incluction;  Magn.  S.  43)  selbst  wieder  bewegen,  dass  die  Wellen 
(als^  blose  Formen  einer  Bewegung)  sich  anziehen  und  abstossen,  wer  kann 
dnian  zweifeln  V  Verlockend  (doch  nur  beim  ersten  Anblick)  lauten  die 
Erklärungen  für  die  Lage  der  Pole  für  die  Durchwirkung  und  das  Auftre- 
ten von  Folge])Unkten  (§.  10):  ,,das  wirksamste  Streben  zur  Weckung  und 
Anziehung  magnetischer  P^lemente  des  benachbarten  Mediums  tritt  nicht  in 
den  Grenzelementen  auf,  sobald  das  angrenzende  Medium  für  magnetische 
Wellen  minder  geeignet  ist,  als  der  Magnet  selbst.  Denn  iu  diesem  Falle 
werden  die  ans  den  beiden  Grenaelemeaten  austretenden  magnetiseben 
WeUen  theilweise  in  sieh  reflecthrt,  daher  die  an  den  Enden  des  Magnetes 
liegenden  Elemente  durch  Interferena  etwas  geschwächt.  Somit  liegen  die 
Pole  eines  nnarmirten  Magnetes  nicht  in  den  beiden  EndqnerschniUen,  soa> 
dem  nadi  der  grösseren  oder  geringeren  Leitfähigkeit  des  angrenzen- 
den Medinma  nnd  nach  der  Ueiaeren  oder  grosseren  Xj&nge  des  Magnet- 
stabes in  einem  geringeren  oder  grösseren  Abstände  von  den  Enden  dessel- 
ben. Wenn  awischen  einem  Magnete  nnd  einem  des  Magnetismus  fKhigea 
Körper  ein  anderer,  des  Magnetismus  nnffthiger  Körper  liegt,  so  pflanaen 
sich  in  dem  letsteren  elektrische  Wellen  fort,  welche  in  dem  des  Magnetis* 
mos  filh%en  Körper  wieder  magnetische  WeUen  wecken  (Durch  Wirkung). 

*)  Obgleich  oa  „znr'W^ckung  des  Magnetismus  in  Eisen  nicht  absolut  notbwen- 
(lig  ist,  darts  der  elektrische  Strom  in  isulirtcn  Windungen  das  Eisrn  umkreise,  son- 
dern derselbe  nucli  tuimittclbar  durch  das  Eisen  geführt  werden  kann.  £s  ist  aber 
ein  Naturgesetz,  dass  der  elektrische  Strom ,  dem  keine  Richtung  nm  das  Eisen 
aufgedrungen  ist ,  an  der  näclisten  getroffenen  Stelle  in  das  Eisen  eintrete  ,  dasselbe 
in  Westen  aufsteigend  und  in  Osten  tiiedcrsteigend  umkreise  und  im  Eisen  seinen 
elektrischen  Wellen  parallele ,  aber  entgegengesetzt  geratete  magnetisebe  WeUen 
wecke.  (Magn.  S.  2tt0 


Digitized  by  Qopgle 


Literaturztiitung.  51 


Folgepnnkte  entstehen ,  Sebald  in  den  eupelBaa  Querschnitten  des  8takTi 
nngleieh  intensive  Schwmgaiig«n  hervorgertifen  werden."  Weim  Kobida 
vöB  einer  Wechselwirkung  zwischen  „ElektricitMt  in  der  Bpanniing  und 
Magnetismns"  spriclit  (§.  II,  I.),  so  deutet  er  das  Experiment*)  ganz  falsch 
und  verwccliselt  Anziehung  in  Folge  elektrischer  Influenz  mit  einer  An- 
ziehung zwischen  elektrischen  Körpern  und  Magneten.  Die  Erklärung  der 
Wechselwirkung  zwischnn  stiümcn^liM-  Elektricität  und  dem  Mngnet  (§.  11, 
II.)  und  die  der  magnetoolektrischen  Indnction**)  (§.  12)  leidet  an  der  ge- 
wohnten Unklarheit,  wenn  mau  überhaupt  eine  Erklärung  herauszufinden 
im  Stande  ist.  Die  Erklärung  der  magnetischen  Declination  (§.  13)  und 
Inclination  (§.  14)  stützt  sich  auf  die  Annahme  einer  Resultirenden  der  To- 
talelektricität,  steht  und  f.illt  mit  dieser.  Aher  (§.  15,  erdmagnetische  In- 
tensität) „nicht  nur  eine  freibewegliche,  sondern  auch  die  Declinations- 
Nadel  wird  von  der  ganzen  Intensität***)  der  Totalelektricitftt  in  die  Ver- 
ttealebene  der  Resultirenden  (eleo  naeb  den  Frttberen  in  den  geograpbi* 
Mben  Keridian)  abgelenkt  und.  darin  festgeheltan,  weil  die  UnterattttaMg«" 
teti  der  DeoHnklioiienndel  die  "Wlriauig  der  ReraMrenden  der  Tetaleleirtri« 
eitSt  nur  iaaofera  cnfhebi,  als  sieb  die  xnagnetisebe  Axe  der  Nadel  mit  der 
Biebtang  der  ResaHlrenden  in  der  Ebene  des  maguetiseben  (also  decbmebft 
geograpbischen)  If eridianes  niebt  parallel  stellen  kann/*  Zum  Ueberflass 
maebt  Rebida*  noeb  ansdraekllek  darauf  aafiaMrksani  (§.  16,  Erdmagneti«:- 
mua),  dasB  in  seiner  Abbaadlnag  die  TiBtalelekIrieitilt  der  Erde  dem  Erd- 
magnetisaiwt  snbstitnirt  (in  gutem  Dentseb  wttrde  es  heisseni  mit  iba 
verwecbselt)  wurde  nnd  dann  sebfiesst  er  mit  den  letsten  Proben  Ten 
Oonse^ttenri  in  der  Willkttr  und  TottKlairbeit  im  Ausdrack,  in  den  BegrifiPen 
und  BeiftoisMt     Urnen  etf  htutkmia  v9lmUt9i  Dr.  ZatsAcBB. 

*^  i»D*r  svladeae  Condnotor  siohtr  ja  stets  den  n  &c b s te n  Pol  au,  und  die  Nad«! 
stellt  sich  senkreebt  anf  die  beiden  mit  dem  Oendnetor  und  dem  Beibzeug  yerbond«- 
nen  Polplatten,  ohne  Unterschied,  ob  dem  Nordpol  der  Nadel  der  positiv  oder  negaMr 
lpol«deaen  Platte  «i|(ekebrt  war.'* 

**)  UeberreM&end  ist  es,  das«  ^<Ke  i^Miietiseben  FIfissigkeiton  geradlinig 
fortschreitende  Wellen  beben,  welche  die  FlSsi^keitsÜiencben  in  der  LSngenriebtuDg 
•aeinaader  dsttagen.  (Magn.  8.  48.) 

'  ***)  Nicht  bloaron  der  borisontalett  Gomponente ;  „denn  die  Schwingungsdaner 
einer  Dcclinationsnadel  wird  um  so  kürzer,  Je  n  ihcr  man  sie  r  ineiii  freundschaftlichen 
Magnotpole  bringt.  Also  mftsste  die  horisontale  Intensität  des  Erdmagnetismus  am 
86  mehr  wsehsen,  je  nKher  man  ■mn  mafnetischen  Erdpole  kommt.  Ab  diesem  strebt 
aber  jede  ^r.-i;riH'tnadel  ihre  magnetische  Axc  vertical  /,n  .su  llt  u.  Somit  \^\.  die  im 
Waclisen  begriffene  horizontale  Componente  des  Erdmagnetismus  ohne  hinreicliende 
Ursache  plötzUeb  Tersehwimden.  Dara«8  sebeint  mir  klar  an,  folgen ,  das«  die  De- 
clinationsnadel  niclit  von  di  r  liorizontalen  Componente  allein  {jerichtct  wird.  Dem- 
nach kann  die  in  Physikwerken  angegebene  Formel ,  in  weicher  die  Intensität  mit 
der  Sdiwingungsdaner  des  Ablenkungstabsa  im  reciproken  YerbXItnisse  steht,  aar 
Bcrcchnunc:  der  horizontalen  CoVriponente  des  Erdnagnetismu.'?  im  absoluten  Afnnssc 
nicht  seeiguet  sein,  und  wir  sind  einstweilen  geni^Mrigt,  uns  mit  der  relattreu 
Totalelsktrtcitit,  wel^  mittelst  flebmagimgen  denelheB  Oecltaationsoadel 
amittelt  wird,  sa  begnügen."  Leider  f 

'■II  
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Dm  Mittolmeer.  Eine  Darntellung  soiner  physikalischen  Geograpliif,  nebst 
anderen  geographischen,  liistorischen  iiiiJ  nautisclien  Lutersncli- 
ungen.  Von  Dr.  C.  Böttgkii,  Professor  am  (Tyinnasiurn  zn  Desnan. 
Mit  0  Karten  und  4  Holzschnitten.  Leipzig,  Verlag  von  Gustav 
Mayer.  1859. 

Seit  den  alteston  Zeiten  ist  das  Lehen  der  europaischen  Culturviilker 
so  eng  mit  dem  Gestade  des  Mittelnieeres  verbunden,  dass  für  historische, 
geographische  und  nautische  Untersuchungen  kaum  ein  reicherer  und  in- 
teressanterer Stoff  gedacht  werden  kann,  als  jenes  Jtfeer,  an  dessen  Küsten 
die  Bildung  einen  Kreislauf  von  swei  Jilirtaiisendan  snrflcklegte ,  umzieh 
dann  von  alternden  Xftlioncn  liinweg  nach  Novdm  sn  wenden.  GleiekwoU 
existtrt  in  dm  deutschen  Literatnr  kein  Werk,  velehes  da«  genannte  Theoui 
einigemnsaen  erschöpfend  liehandelt,  and  nnir  bei  den  awdemen  PhSnisimi 
finden  wir  anne^  sahlrieiehen  Monographien  eine  onfaMekideM  Darstellung^ 
der  physischen  Geographie  des  Hittelmeers,  nXmlioh:  ttTke  MtdHmranetm» 
J  Mtnmir  PhytietU  Eittoricti  and  NifuHeäl  iy^Eeär-AdmM  W.  B.  Smiftk, 
IsnäaH,  Pmrker  18M.  "Bm  war  daher  jedenlUls  ein  sehr  glttckliehar  Gedanke, 
«ns  den  verschiedenen  Quellen ,  sowie  ans  eignen  Stndien  eine  nöglickat 
▼oUstAndige  Darstellung  des  Gegenstandes  Bttsammensttarbeiten,  auch  ist 
Ref..der  Uebenengung,  dass  hieran  sich  gerade  der  Verfasser  besondma 
gut  eignete,  da  ihm  ausser  seinem  Fache  (Mathematik  und  Phjdk)  tttchtiga 
philologische,  historische  und  geographische  Kenntnisse  an  Gebote  stehen, 
wie  derselbe  schon  früher  hei  seiner  deutschen  Bearbeitung  ▼enManry*s 
physikalischer  Geographie  des  ^feeres  bewiesen  hat. 

Das  ziemlich  nmfangveiche  Werk  (610  Seiten  gross  8.)  beginnt  mit 
einer  Einleitung  („die  geschlossene  Thalassa  nnd  der  offene  Okeanos*')  and 
zerfällt  im  Uebrigen  in  acht  Cnpitol  folgenden  Inhalts.  Cap.  I  giebt  eine 
Eintheilung  des  Mittelmeeres  in  drei  Hauptbecken  und  charakterisirt  im 
Allgemeinen  die  Confignration  der  Küsten  längs  derselben.  In  Cap,  IT 
erhalten  wir  einen  chorographischen  Ueberblick  des  gesammten  Littorals 
mit  Berücksichtigung  der  Produkte  und  des  Handels.  Die  historischen 
Verhältnisse  sind  hier  ebenso  gewissenhaft  wie  die  geographischen  behan- 
delt; bei  jedem  einzelnen  Küstenstriche  wie  bei  jeder  Insel  werden  nicht 
nur  Beschaffenheit,  Cultnr  und  Erzeugnisse  des  Bodens,  Fischerei,  Export- 
artikel und  Handel  der  Bewohner  geschildert,  sondern  auch  genaue  Nach- 
weise über  die  früheren  (auch  arabischen)  Namen  der  Landschaft,  der 
Städte,  Flusse  u.  s.  w\  gegeben ,  desgleichen  über  Verändernngon  in  den 
Lagen  der  Wohnsitze  u.  dergl.  Cap.  III  hat  es  mit  dem  Becken  des  Mittel- 
meeres au  thun,  also  mit  der  eigentlichen  unterseeischen  Topographie,  den 
Meerestiefen  und  den  Veränderungen,  welche  das  Becken  tbeils  durch  nep- 
tonische ,  theils  vtAkanisclia  Krifte  erlitten  haC  In  Oap.  IV  werden  die 
Gewisser  des  Mittelmeeres  betrachtet,  nllmlich  Zufluss  oder  Flussgebiet 
nnd  sonstige  Quellen  des  Meeres,  Wasserbestandiheile  und  deren  DÜforen- 
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zeii,  Toinperatur,  Farho  und  Lcucbteu  des  Mcerwasstib ,  Ebbe  mul  Flutli, 
Strömungen,  Strudel,  Flora  und  Fauna  des  Meere«.  Cap.  V.  bescli;iftigt 
sich  mit  der  Atmosphäre  über  dem  Alittclmeere ,  woiiiu  ausser  Wind  und 
Wetter  auch  das  Küstenklima  und  die  Krankheitserscheinungen  (z,  Ii.  dio 
uuäitria)  gerechnet  sind.  Cap.  VI.  schildert  die  Verhaltnisse  der  Schiff- 
fabrt  und  des  Handels,  zunächst  die  AVasserstrasseii  und  die  Dampfschiff- 
fahrtHÜuien,  sowie  die  anliegenden  Kanäle,  Eisenbahnen  und  Caravanen- 
»trassen.  GMcbiolitliche  Rückblicke  auf  den  Handel  von  Phönizien,  Grie* 
cb«ikittd>  Kartbago,  £U>m,  Amalfi,  Pisa  etci,  sowie  Notizen  über  de»  gogen- 
wKitifea-  Haadel,  Kriegs-  «od  Haadelaaeriue,  Telegrapbenlinien  «to.  sind 
gleicJilillc  gegebMi^  Cep.  Vn.  eniUh  Bekriige  sor  Goltargesebichto  dee 
MiileiiBeeiee  in  AUgiemeineB,  sowie  i«r  OesobichUi  der  ICesningett  und. 
geogrspliisQiMi  UnlersiichaiigeB  iasbesondere;  endlich  Oep.  VULL  die  geo- 
gff^UseliMi  Orisbestimninigeii  der  Bevesten  Zeit.  Neeli  fiedea  sieh  einige 
Afüiinge,  weleiif  eiaselne  Fnnkto  betreffen,  s.  B.  die  Orahaminsel,  dem 
$«ei*Knnal,  die  StMSsen  nesli  OeatcalefriliA  «.  s.  w. 

Scben  diese,  bei  weitem  aicbt  rellstftndige  iBbeltsengebe  beecMgt  den 
Rdiebtbnni  des  Werkes;  rechnet  m«a  liienn  die  055  Noten  unter  dem  Texte, 
in  denen  eile  möglichea  alten  und  nenen  Schriftsteller  figuriren ,  so  glanbt. 
mnn  gern,  wenn  der  Verfasser  versichert,  seit  20  Jehren  Stndien  über  des 
Meer  gemacht  m  beben.  Wir  halten  ee  für  unsere  Pflicht ,  uuüerc  Leser 
nnf  dieses  gediegene  Werk  aufmerksam  zn  machen,  welches  Gelehrsamkeit 
und  anziehende  DarsteUong  glücklich  vereinigt.  Die  typographische  Ans« 
ateltnng  ist  gleichleUi  rofsttglich.  ficoLöiuMiB. 


Logtrithmisch-trigonometmches  Handbuch  von  Dr.  Ii.  G.Köiii.£&.  Sechste 
Stereotypausgabo.  Leipzig,  Tauchnitz  1859. 
Ein  in  sechster  Auflage  erscheinendes  Buch  bedarl  selbstverständlich 
keiner  üesprecliuiig  und  es  bleibt  daher  nur  zu  erwähnen,  worin  sich  die 
neueste  Auflage  von  den  früheren  unterscheidet.  Ks  betrifft  dieas  hier  nur 
eine  Anaalil  von  Verbesserungen  in  der  letzten  Decimale  der  Briggischeu 
Logarithmen  von  102001  bis  10799Ö;  die  genannten  Correctionen  sind  von 
Jeu  Herreu  Lefort,  Ingenieur  in  Pari»,  und  Dr.  Hoüel  iu  Caen  durch 
Vergleicbung  mit  den  Catastertafeln  der  Pariser  Sternwsrte  gewonnen  wost 
den.  Fär  den  Solkulgebraucb  hat  übrigens  Ref.  die  X.öhler*scUen  Tafeln 
deswegen  lieb  gewonnen,  weil. sie  Viele«  enthalten,  was  fci  dftp  übrigeu 
T afoln  fehlt,  9kw  beim  Usterriehte  grosse  SfMshlerungeu  ▼ersehest,  a.  B. 
die  Potonsentafel,  die  Tafel  der  Quadrat-  und  Cnbikwuraeln ,  die  natilr- 
lichen  LogarithoMa,  dio  Cocfficienton  verschiedener  unendlicher  Heihen 
u.  dergl.  m>  8cHL9Mir«CH.  - 
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IHnftteUige  logarithmitch  -  trigonometriiche  Tafeln  von  Profebsur  i>r. 
Wittstein.  Hannover,  Halin  1859. 
Gewiss  nicht  mit  Ünreclit  bemerkt  der  Verfasser  (in  Uebereinstim- 
mini^  mit  Schulrath  J.  JL  T.  Müller),  dass  siebenstellige  Tafeln  für  don 
Unterricht  einen  ganz  überflüssigen  und  schwerfälligen  Bnllast  bilden  und 
selbst  in  den  meisten  praktischen  Fällen  eine  ganz  nnnöthige  Genanig- 
keit  darbieten.  Ebenso  wird  mm  dem  Verfasser  beistimmen ,  wena  er  ffir 
den  ereten  Unteniehti  in  der  TrigeiiMBetrie  den -TirfSoln  der  ii«t1lrH- 
eheii  trigonometrieeken  ZMen  den  Vorzug  einrXiimt.  Nack  dieeen  Ab> 
siekten  ist  das  Torltegende,  nar  182  Seiten  nmfaseende  Werkehen  neaai* 
meagestellt.  Es  eatiiXH  1)  die  ftnfsteUlgen  Logarkkaen  der  Zeklen  ron 
1  kis  MOO)  S)  die  natttriicken  trigonometris^en  ZaUen  Ten  15  s«  15  Miontea 
(eatspreckend  der  Seknentafd  des  Ftelemaens;,  8)  die  Legaritkiqm  der 
trigonemetrisehea  Fanctioaeu  ron  Ifiante  zu  Minute,  4)  die  Lftngen  der 
KrdsbSfen,  5)  die  Ganss'seken  Logaritkmen  für  Svaunea  und  Ditferensett 
(nack  einer  nenen  empfeklenswerthen  Anordnung),  0)  eiae  kleine  IMel  der 
naMrUeken  Logaritkmen  ^  7)  eine  Formefaisammlttng.  Zwei  Vonittg«  die- 
ser Tafeln  fallen  anf  den  ersten  BHek  in  die  Angan,  uttnlieh  kleines  Yaln- 
men  und  eine  gern  ansserordentlicke  Dentliohkeit  der  Ziffern,  velcke  Uieils 
dnrcb  deren  ungewöhnliche  Grösse  und  Stärke,  theils  dnrek-den  aÜ^ngli- 
.  sehen  Typenschnitt,  theils  durch  den  reichlicli  gesperrten  Bata  erzielt  wor- 
den ist.  Sollten  sich  die  Tafeln  als  correct  erweisen,  woran  wir  bei  der 
bekannten  Genauigkeit  des  Verfassers  nicht  zweifeln ,  so  sind  sie  naeh  un- 
serer Uefoerzengung  in  j  ed  e  r  Beziehung  die  besten  für  Scküler,  Teckniker 
und  tiberkaupt  f(lr  Alle ,  deren  Arbeiten  nicht  gerade  unumgänglich  eine 
-  Genauigkeit  von  sieben  Decimalen  erheischen.  SomlÖmilch. 


TaUei  d'int^grales  d^finies.  Par  J).  Bierens  de  Haan.  Publiees  par  f  Aca- 
demie  Roy^üe  des  Sciences  ä  Amileräam.  Amsterdam.,  Va»  der  Post. 
1858. 

Durch  die  Bemühungen  einer  ziemlich  langen  Reihe  von  Mathemati- 
kern aller  Nationen  iet  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  z*i  einem  ^ 
sehr  ansehnlichen  Theile  der  Analysis  ausgebildet  worden,  der  sich  haupt- 
sächlich durch  eine  grosse  Mannichfaltigkeit  von  Methoden  auszeichnet. 
Dieser  Keichthum  hat  freilich  für  den  heutigen  Leser  auch  eine  ünbequem- 
liohkeit  zur  Folge;  da  nämlich  znr  Zeit  kein  besonderes  der  Empfehlung 
werthes  Werk*)  ttber  jene  Theorie  existirt,  so  bleibt  dem  I/eser  nickte 
librig,  als  das  Btudnnn  der  Originalquellen,  die  aber  aus  einer  Ünsakl  von 

*)  In  der  allgomeinen  Encjclopädie  von  Ersch  uod  Gr  über  hat  Ref.  vor  eini» 
gen  Jahren  den  Artikel Bestimmtes  Integral**  bearbeitet;  derselbe  entfaiUt  angef&lir 
soviel  als  man  auf  deutschen  Universitilten  in  einem  halbjährigen  Coilegiam  Uber 
bestimmte  Integrale  vorzutragen  pflegt,  macht  aber  auf  Voilständigkeii  durchaus  ket-  ' 
aen  Anspruch, 
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AbkMidlnafcn  bertdMD.  Je  lehwerer  denuMli  die  Ueberiielit  Uber  m 
grosses  Gkbiet  ist,  deite  denk—weilher  nmss  es  inerkttiiit  werdea,  4ms 
der  YerfMser  msielist  eine  tabellarisehe  ZnsammensteUnng  der  Besnltete 
gef«bea  «wl  Vei  jedem  derselben  die  Quelle  namhaft  genraeht  bat»  Bie 
Arbeit  selber  mag  nicht  gering  gewesen  sein,  denn  die  Anaabl  der  vom 
Verfasser  darabgegangenen  Abhandlangen  beträgt Uber  960,  die  Anzahl 
der  Resultate  gegen  3200,  gewiss  Zahlen,  nach  denen  man  den  Fleiss  des 
YerAMsers  bewundern  muss.  Dass  e»  bei  dem  enermen  Umfange  des  Ma- 
teriales  einer  guten  Anordnung  bedurfte,  nra  dem  Leser  den  Ueberbliek, 
mithin  auch  die  Aufsuchung  einer  geirlMchten  Formel  sn  erleichtern,  ver- 
steht sich  von  selbst,  und  Referent  ist  der  Uebereeugung,  dass  der  Verfas- 
ser auch  in  dieser  Beziehung  etwas  Tüchtiges  geleistet  hat.  Das  Werk  zer- 
fällt zunächst  in  drei  Hauptthcile,  jenaclidem  unter  dem  Integralzeichen 
nur  eine  Function,  oder  zwei  oder  mehr  verschiedene  Functionen  vorkom- 
men. Jeder  Theil  ist  wieder  in  Abschnitte  getheilt,  welche  in  den  üeber- 
schriften  die  vorkommenden  Functionen  angeben;  im  ersten  Theile  findet 
man  z.  B.  die  Abschnitte:  I.  Algebraische  Functionen,  II.  Exponential- 
grössen,  III.  Logarithmen  u.  s.  w.;  im  zweiten  Theile  sind  die  Ueberschrif- 
ten  die  Combiuationeu  zu  je  zweien  aus  den  Ueberschriften  im  ersten  Tlieile 
u.  s.  w.  Die  Abschnitte  endlich  zeifallen  in  die  einzelnen  Tafeln,  von  de- 
nen jede  ihren  besonderen  Titel  hat ,  welcher  die  vorkommende  Speeialität 
bexeicbnet  {z.  B.  rationale  oder  irrationale  algebraische  Functionen)  und. 
sngleieb  die  Integrationsgrenzen  angiebt. 

Der  Torliegende,  Wi  Seiten  nlUilende  Qnartband  enthfttt  nur  dnfaebf 
bestimmte  Integrale;  Tielleicbt  beptinnnt  die  AnarlLeniiiing,  welehe  derselbe 
ttbemll  finden  wird,  den  YerfBfitex  m  einer  Fortsetinng  seiner  Arbeit.  M 
phTStknliscben  und  meebsniscben  Problemen  Icommen  doppelte,  drei*  und 
mebrfnebe  Integrale  Mi  liXi|Üg  Tor,  desf  eine  Tafel  fIHr  diese  gans  besondev 
wlintebenswerth  ersebeint;  dieselbe  würde  ttbrigens  von  bjsden^nd  gerin- 
gerem Unfange  sein.    *  .       .  ^  SCHI.6lUI.0B.. 
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Becensionen. 

Onindsftg^  einer  Elementar  -  Arithmetik.  Ein  Lebrbuch  für  Gymnasien 
und  höhere  Bürgerschulen  von  Dr.  Hermann  Schwarz.  HageO} 
Druck  und  Verlag  von  Gustav  Butz.  1859. 
••  Nach  den  verschiedenen  Schriften,  mit  welchen  der  Verfasser  die 
mathematische  Literatur  schon  bereichert  hat ,  and  unter  welchen  gleich 
der^fVeraneh  einer  Philosophie  der  Mathematik,"  Halle  1853 ,  beim  ersten 
Eneh^en  die  Mgite  AnftnerkMunkdt  erweekt  hat,  war  et  dam  Beferenten 
iaterefsant,  aacb  die  elementaraa  Hiaile  dar  ICaÜhamatik  von  deivellNHi  An- 
aaluMMiig  aaa  bearbeitet  sa  aebe»,  welahe  in  dam  genannten  Bnebe  fireüieb 
Boeb  in  etwaa  geawongener  Spraebe  darebdringt  Bieeas  YorlXofige  Inteieese 
bat  sieb»  irir  beeilen  nna  es  an  sagen,  bei  der  genaaen  IieetOre  des  Torlie- 
genden  Werkehans  im  ▼ollaten  Maasse  geraebtfertigt,  nnd  mit  wabremVet- 
goilgen  sind  wir  den  logiseb  strengen  Entwiekelongen  gefelgt,  die  in  ange- 
nehmer, von  Hegel*seben  Hoskeln  gereinigter  Spraebe  dem  Leser  entge- 
gentreten. Befepent  glaubt  deshalb  aneb  nieht  anstehen  an  dürfen,  in  «ine 
etwas  geaanete  Bespredinng  eines  Buches  einangoben,  welches  bei  der  nnr 
an  leicht  begretfliehen,  durchaus  onwissenscbaftlleben  Anfregnag,  welche 

  • 

alle  Theile  unseres  Vaterlandes  erfasste  nnd  in  Spannung  erhält,  gar  leicht 
weniger  bekannt  werden  dürfte ,  als  es  gewiss  sollte.  Es  kann  dabei  der 
anparteiisehen  Würdigung  des  Werkchens  kein«!  JEUnteag  thttn,.dass  das- 
selbe, wie  der  Verfassw  aa  firenndlich  war,  gegen  mich  zu  äussern,  zum 
Tbeil  unter  Benntaung  meiner  Schrift  desselben  Titels  entstanden  ist. 
Im  Gegentheil  wird  diese  theilweise  Uebereinstimmang ,  und  um  so  mehr 
theilweise  Abweichaogen  Gelegenheit  bieten,  manche  Bemwkiuig  aasaa- 
spreohen. 

Der  reiche  Inhalt  des  etwa  25  Bogen  starken  Buches  umfasst  weit 
mehr,  als  früher  unter  doni  Namen  Elementarmathematik  vereinigt  wurde. 
Die  wissenschaftliche  Bcbandlung  der  Elemente  geht  in  neuerer  Zeit  mit 
Kecht  von  der  Ansicht  aus,  dass  es  nicht  ein  blos  äussorlicher  Unterschied 
ist,  der  zwischen  niederer  und  höherer  Mathematik  existirt,  dass  die  Ver- 
schiedenheit vielmehr  eine  in  der  Sache  selbst  begründete  ist,  und  deshalb 
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« 

auch  die  Nothwendigkeit  bedingt,  schSrfer  als  sonst  zu  trennen.  Dai 
sonstige  Kiiterium  der  Trcnnttng  des  Leichteren  von  dem  Schwierigeren 
ist  geschwunden,  und  ia  Gefolge  des  Tieuen  Sonderungsgrundes  der  Be- 
trachtung des  Gewordenen  und  des  Wcidonden}  des  Constanten  und  des 
Veränderlichen,  des  Discreten  und  des  Oontinuums  mnssten  ganze  Capitel 
der  früheren  Analjrsis  den  heutigen  Elementen  eingefügt  werden.  Es  gilt 
dieses  n.araentlich  für  die  Lehre  von  den  complexen  Zahlen,  welche  sich 
ihre  natürliche  Stellang  täglich  mehr  sicliert,  sowie  auch  von  den  zahlen- 
theoretlschcn  Untersuchungen,  welche  kaum  mehr  entbehrt  werden  können. 
In  beiden  Bezieliungen  hat  der  Verfasser  den  strengsten  Anforderungen 
genügt,  in  dem  letzteren  Capitel  fast  mehr  als  genügt. 

Der  Grundgedanke,  von  welchem  der  Verfasser  ausgeht,  und  welcher 
gleichfalls  ein  den  besseren  neueren  Elementarwerken  gemeinsamer  ist, 
steht  im  Wesentlichen  in  der  allmüligen  Erweiterung  des  Zahlbegrifles 
von  der  absoluten  ganzen  Zahl  ausgehend ,  bis  zuletzt  der  Veränderliche 
erhalten  wird,  welcher  jede  Grösse  sowie  jede  Siebtung  annehmen  kann. 
Es  werden  nitniieli  die  emnelnai  Operationen  der  Arithmetä  in  der  Art 
an  einander  gereilit,  dass  je  swei  iaverse  Opera^nen  auf  einander  folgen, 
das«  die  aweite  immer  die  UninlIngliefalEeit  des  Zalileabegriffes  beweist, 
weleber  in  der  eisten  vorlag,  dass  somit  eine  VerSaderang  jenes  Begriffs» 
nothwendig  wird ,  welebe  rtckwftrts  wieder  auf  eine  VerallgemeiBemng 
jener  ersten  OperaUon  dritngt,  so  dui  dieselbe  an  den  neuen  Zahlen  ge^ 
prüft  werden  mnss.  Unterseheidend  dttrfte  Dir  da»  TorUegende  Werk  dia 
frtthxeüige  Einltlbrnng  des  Begriffes  der  Incemmeasniabilitit  sein,  weMiev 
ans  dem  Yerbttltaissbegriffe  hergeleitet  wird,  bevor  die  Ansiiehnng  irratio* 
naler  Wnraeln  ihn  nothwendig  maebt.  Allein  abgesehen  Ton  dieser  prin- 
eipieli  gewiss  weniger  bedeutenden  Abweiehnag  ist,  wie  gesagt,  der  Oang 
des  Verfassers  der  seit  xoiner  Seihe  von  Jahren  in  der  strengen  Wissen* 
sebaft'eii^ebürgerte.  Referent  selbst  folgt  diesem  Gange,  der  in  analyti- 
schem Fortschreiten  vom  Emfaehen  lum  Complioirten  seine  grossen  didae- 
tischen  Vortheile  besitzt. 

Eine  andere  Frage  ist  alsdann  die,  ob  nach  der  analytischen  Ent- 
wiekelung  es  nicht  zweckmässig  erseheinen  dttrfte,  sämmtliche  Operationen 
der  Arithmetik  nochmals  synthetisch  zusammenzufassen,  und  wie  sie  jetzt 
in  allgemeinster  Form  nach  allgemeinster  Definition  bekannt  geworden,  sie 
alle  gleichmässig  aus  einem  Gedanken  herzuleiten.  Die  Frage  dieser 
Zweckmassigkeit  schien  mir  aber  immer  nur  mit  der  Frage  der  Möglichkeit 
zusammenzufallen,  und  seit  mir  diese  letztere  sich  herausstellte,  hatte  ich 
mehrfach  Gelegenheit,  diese  Art  von  synthetischer  Kecapitulation  in  mei- 
nen Vorlesungen  zu  benutzen.  Es  möge  mir  daher  gestattet  sein,  hier 
wenigstens  eine  Andeutung  dieser  methodisch  wohl  neuen  Auffassung  zu 
geben.  Die  Bildung  der  Zahl  wird  dabei  als  erste  Operation,  als  Indivi- 
dualisirung  von  einer  oder  mehreren  Einheiten  bezeichnet.    Von  diesem 
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AiAiiig«  Magtbea^  «gMb*  siek  di«  alelMto  Aafinbe,  ms  swe!  Zthka  •ine 
w  liildan,  iiad'awar  «ntirAder  ao,  d«M  das  Geaels  der  BUdang,  wie  et 
in  der  eraten  Zefal  aelioB'  exiitirt,  betbehalten  viid,  und  die  s  weite  £aU 
dieaes  Gesetz  aar  in  voigeadniebener  Anadefanong  weiter  anwendet  (Ad& 
tion)  oder  ae,  deaa  die  a weite  Zahl  daa  Qesetz  yorschreibt,  wie  mit  der 
ersten  verfahren-werden  soll.  Dann  kann  aber  mit  der  ersten  Zahl  ent- 
weder additiv  so  verfahren  werden,  wie  die  zweite  voraehreibt  (Multiplica- 
tion)  oder,  nachdem  diese  Operation  zur  Kenntniss  gelangt  ist,  multiplicatiT 
(Potenzirung).  Auf  diese  Weise  erhalte  ich  8(^lei«ii  die  allgemeinsten 
Definitionen  der  einzelnen  Operationen  nebst  ihrer,  in  ihnen  einbegriffenea 
Inversen,  ohne  eine  na(;hträgliche  Erweiterung  noch  vornehmen  zn  müssen. 
Ich  wiederhole  übrigens  ausdrücklich,  dass  ich  diese  8y nthesis  nicht  der 
auch  vom  Verfasser  benutzten  Analyse  sobstituire,  sondern  imr  naclitrag- 
lich  ihr  folgen  lasse,  ich  benutze  sie  gewisserraassen  nur  als  mnemonischen 
Kunstgriff,  um  die  allgemeinen  Kegeln,  die  in  ihr  so  prägnant  als  kors  ent* 
halten  sind,  in  einem  Satze  vereinigt  zu  haben. 

Mit  Recht  wohl  hat  der  Verfasser  sich  erlaubt,  einfache  geometrische 
Begriffe  bei  der  Darstellung  der  Aritiunetik  zu  benutzen.  Es  kommt  nur 
darauf  an,  djiös  mau  Zahllioie  und  Zahlebene  als  Bild,  als  Beispiel  ge- 
braucht, und  dann  ist  es  sicherlich  wahr,  was  in  der  Vorrede  ausgesprochen 
wir:  daaa  man,  wenn  die  Einflilirung  jener  geometrischen  Begriffe  nmgan- 
gen  werden  soll,  „eatweder  genStbigt  ist,  denselben  andetn,  gleichfalls  der 
„Empirie  eAtB0BUn«nfl«i.9egrü(>  au  anbatitniean  oder  dett  tfermuthlieh  we«» 
nig  dankbaren  Veianoh  maeben  mnssi  dureb'  metephysiaeiie  Srtfiieraagen 
den  Gang  der  aaatbematiaehea  Bntwioicelnng  an  nnterbreebai.**  Bei  dieeer 
Awifaaa— g  ala  bloaaeaBeiapiel  Hatten  «neb  yoii  aelbat  dieEiflfwfuCa,  welobe 
i»  neneater  Zeit  gegen  die  Tbeene  der  eemplexen  Zablen  erbeben  weiden 
woHen,  welelie  iadeaaen  aiieb  .in  andever  Weiae  an  entluiftea  abid.  Sfan 
banftaiablieher  Einwarf  beaiebt  -aieb  nimlieb  daamf,  daaa  afaie  eoaae- 
qneote  Weiterfttbreng  der  Zahlwriinie  vnd  Zablenebene  netbwendig  Baiui- 
aaUan  etgeben  mttaate,  daaa  aber -die  biaberigen  yeMNiebe,(dieae  Yerallge- 
aaeinarnng  wiiUficb  dlaaebanAibMn,  wir  Widereprtehe  berrorbraebten.  Baf 
gegen  können  wir  ann  fti^ich  bemerken,  daaa  eineatheile  bisherige  Frnebt- 
loaigkeit  nicibt  den  Scblusa  auf  absolute  Unfrnebtbarkefit  einer  Methode  aa- 
liaat,  daas  aber  überdies  eine  solche  Ansdehnang  niebi  einmal  nothwendig 
iat,  um  die  Richtigkeit  der  bisher  erhaltenen  Resultate  zn  ,erhArten.  Kommt 
es  doch  so  bii^  in  der  Mathematik  vor,  dass  bei  Auadebnnng  eines  Be- 
grifiPea  eine  ganz  andere  Gedankenreihe  auftritt,  als  man  Ten  Torn  herein 
an  vermählen  berechtigt  schien.  So  lässt  sich  ein  einfaches ,  ein  doppelt 
bestimmtes  Integral  durch  rflumliche  Vorstellung  versinnlichen;  beim  drei- 
fachen Integral  muss  schon  der  der  Räumlichkeit  fremde  Begriff  der  Dich- 
tigkeit hinzutreten,  wenn  man  eine  Versinnlichung  beabsichtigt;  bei  noch 
mehrfachen  Integralen  endlich  muss  man  auf  eine  aolohe  VeraumUchung 

6» 
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gaiiB  TersieliteB.  MttHten  «iisere  Oegner  im  Gebiete  der  eottplexen  Seh- 
len ,  wenn  aie  consequent  sein  wollten ,  niekt  aach  sagen :  die  Dentnng, 

welebe  man  dem  einfachen,  dem  doppelten  Integ:rale  beilegt,  kann  nicht 
fUr  gerechtfertigt  gelten,  weil  sie  beim  dreifachen  Integrale  schon  niekt 
mehr  allein  ausreicht,  beim  vierfachen  uns  ganz  im  Stiche  lässt? 

Ich  wMide  mieh  sn  Einselheitcn ,  welche  in  nicht  geringer  Zahl  eine 
Erwähnung  verdienen,  so  dsss  ich  nur  eine  knappe  Auswahl  des  Wich- 
tigsten zn  treffen  gedenke. 

Gleich  am  Anfange  des  Buches  bei  der  Definition  der  Grösse  und  nicht 
miiyier  im  grösstcn  Theile  soincH  Verlaufs  vermisse  ich  das  Unendlich- 
grosse. Es  ist  sicher  keine  Vergesslichkeit  des  Verfassers  die  Ursache 
dieser  Auslassung,  allein  mir  wenigstens  i.st  es  nicht  möglich,  einen  Grund 
abzusehen,  wesshalb  dieser  der  ganzen  Mathematik  so  wesentliche  Begriff 

aas  den  Elementen  entfernt  gehalten  werden  soll;  warum  man  seine  Ent- 

n 

Btehnng  ans  der  Division      ignoriren  toU,  wenn  man  ihn  dock  spHter 

braucht,  wenn  man  (S.  207)  x"*  für  ar>  1  bei  wachsendem  n  eine  unendlich 
grosse  Grösse  nennt,  und  auch  den  Begriff  des  sogenannten  Unendlichklei- 
nen in  Betracht  sieht.  Es  klingt  dieses  gans  besonders  wunderbar,  wenn 
man  besonders  (S.OM  ig.)  die  Theorie  der  unendlichen  Beihen  in  strengster 
Weise  angehehnt  indet,  weldie  weit  eher  den  Elementen  Arensd  ist,  wenn 
man  besonders  (B.  Sil)  anf  des  ▼<MrtrellBieh  ansgedrfiekte  Fnndaniental- 
theorem  der  Reikenentwiekhing  triil:  „Beeeieknet  Ä  irgend  einen  ge- 
„sehlossenen  Ansdmek,  and  ist  es  dorek  hgendweloke  ariÜinetiselie  Ope- 
„rationen  mOgliek,  denselben  in  swei  Tbeile  en  lerl^n,  von  denen  einer  • 
„eine  Beike  ist,  deren  OMederiakl  beliebig  gross  genenmen  werden  kann, 
„nnd  der  andere  eine  Grösse,  die  ndt  waeksender  Gliedersehl  der  Belke  nm- 
„begrenit  abmmmt,  so  kann  man  den  sweiten  Tkeil  yernaeUgssIgen,  sofern 
„die  GliedereaM  der  Beike  mibegrsnst  «ngenonmen  wkd|  d.k.  der  Ansdraek 
„Z  ist  die  Summe  der  anf  diese  Art  residtirenden  unendlwken  Belke.** 

Hingegen  kann  iek  nur  beifklllg  erwiknen ,  dass  (S.  2)  ansdrficklieh 
besprochen  wird,  dass  die  Eins  eine  Zahl  sei.  Haben  doch  bis  in  die  lotsten 
Jahre  einzelne  Autoren  die  Behauptung  des  GegenthMls  wieder  aufgestellt. 
Giel>t  es  doch  noch  immer  Leute,  die  mit  dem  Kopf  gegen  die  Felswand  an 
rennen  venmhen  nnd,  während  sie  mit  blvtender  Stirn  snriioktaumeln, 
noch  lllngnen,  dass  der  Monolith  eine  Mauer  gewesen,  weil  sie  es  mit  Ge- 
mMner  verwechseln,  weil  sie  nicht  an  den  Unterschied  von  Anzahl  nnd 
Rfehrzahl  denken.  Es  war  deshalb  wohl  zweckmSssig,  mit  klaren  Worten 
jener  unrichtigen  Ansicht  entgegenzutreten ,  deren  ganze  heutige  Berech- 
tigung nur  darin  liegt,  dass  sie  in  früheren  Zeiten  bcriilimte  Verthoidiger 
besass,  von  denen  ich  nur  B oethius  und  ganz  besonders  Lucas  Pac  c  i o  1  i 
nennen  will.  Letzterer  sagt  am  zuversichtlichsten:  Numero  r  unn  mulliluiiinr 
de  unita  c^mposia,  et  essa  unüa  non  e  numero  :  ma  ben  principio  de  ciaacun  numero. 
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Wenn  (8:  8)  di«  doppelte  AnlAweang  der  S«il»trektiea  dahin  Mfge* 
ifiroelien  vird,  dem  luui  entireder  frage,  wie  Tiek  Binheiten  den  Minnem- 
doa  abfeaKUt  werden,  damit  der  Subirahendna  übrig  bleibe,  oder  wie  Viele 

Einheiten  dem  Bnlitrahendus  zugezählt  werden  rnttssen,  damit  der  Hinnen- 
dvs  heranfkomine,  so  ist  diese  Anadrneksweiae  doch  wohl  nicht  Iilar  genug. 
Mir  scheint  die  Unterscheidung  präeiser,  wonach  das  eine  Mal  gefragt  wird, 
wie  viel  Einheiten  übrig  bleiben,  wenn  der  Subtrahendns  Yon  dem  MinueB- 
den  al^taftfalt  wird  nnd  das  andere  Mal ,  wie  viele  Einheiten  dem  Sabira- 
henten  zugezählt  werden  müssen,  damit  der  Minnendns  herauskomme. 
Jedenfalls  ist  aber  überhaupt  anzuerkennen,  dass  die  doppelten  Auffassun- 
gen der  Subtraktion  und  der  Division  (S.  51)  so  ausdrücklich  erwähnt 
werden.  Letztere  ist  ganz  besonders  hübsch  charakterisirt ,  wie  die  ganze 
Division  zu  den  gelungensten  Theilou  des  Boches  gehört,  mit  einziger  Aus- 
nahme einer  Stelle  (S.  00),  wo  irrthümlich  angegeben  ist,  es  t^ei  nicht 
absolut  notbwendig,  Uivision  and  Dividend  nach  demselben  Gesetze  zu 
ordnen. 

Im  Gefolge  der  Subtraktion  treten  natürlich  die  entgegengesetzten 
Zahlen  auf,  welche  auch  zu  I3etrachtungen  über  algebraische  und  über  ab- 
solute Zahlen  fübren.  Von  dem  vielen  Vortrefflichen,  welches  in  diesem 
Oapitel  sich  findet,  hebe  ioh  die  Bemerkung  hervor,  wonach  die  absolute 
Zahl  die  Einheit  in  einem  bestimmten  Sinne  setzt,  ohne  dass  man  sich 
deeMB  bewnsst  ward,  daia  die  Einheit  aiieli  ein  Setzen  im  entgegengesetzten 
Sinne  Knlaese,  dagegen  die  potiUve  Zahl  das  Bewwstaeln  dieser  Möglich-  ^ 
kett  eineeUieaee  {S.  13,  Anmerkung).  £nd|ieh  erwihne  ieh  noeh  den  Be> 
weif,  dasB  dieeelbe  Zahl  dnreh  die  Differens  a  —  b  wie  dnreh  die  Svmme 
dea  potitiyen  m  und  des  negativen  h  erhalten  wird  (8.  M),  weleher  die  Be- 

merknag  reehtfortigt,-  daaa  es  gleiehgfiltig  ist,  ob  man  die  Zeiehen  -|  als 

lieehnnngsaeiehen  oder  als  Yoraeiehen  faasft  (S,  M,  34).  Nnr  mk  dieser 
Beehlfortignag  ist  ein  derartiges  Schwanken  der  Bedentnng  aneh  theore- 
tisch an  rertkeidigen,  während  sonstige  Autoren  oftpraktisek  nnd  unbe« 
wasst  an  dieser  Zeidenligkeit  gelangten,  weleker  gegenüber  es  dann  ge« 
wiss  Torsasielien  ist,  wenn  man  die  Zeiehen  «f*  —  nur  in  einer  einsigen 
Bedeutung  benntat.  Analog  an  diesem  bei  strenger  Entwickelang  also  un- 
entbehrlichen Satz,  den  ich  noch  in  keinem  andern  Werke  in  solcher 
Durchführung  antraf,  ist  auch  bei  der  Bechnang  mit  Brüchen  besonders 
nachgewiesen  (S.  140),  dass  MnltipUcation  mit  einem  Bruche  d«r  DiTisien 

a  1 

gleichbedeutend  ist,  oder  in  Zeichen,  dass  a : »  =  —  ss  a .  — ,  indem  a :  n 

fH  It 

und     die  swei  yerschiedenen  Auffassungen  der  Division  beseichnen,  auf 

welche  ich  schon  aufmerksam  gemacht  habe. 

Eine  eigenthümliche  Stelhmg  nehmen  die  zahlenthcorctischen  Unter- 
suehangen  ein,  welche  noch  vor  der  Bxachrechnung  auftreten.  Doch  möchte 
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loh  ei  nioht  gerade  eia  Vorgreifeii  nennea, indem  atterdngi  di^  Sitae  Ton  der 
TheilbiulMil  der  Zi^Uen  die  Aiuf&liniag  einer  DiYia»>B»  weldie  in  gmiseD 
Zebles  nieht  a«%eht,  aiebt  roranaansetken  .branebi,  iaden  srir  die  Beate 
«Itter  aolelieii  DiTisioa  berOdinolitigt  werden;  and  was  tos  Petonarcsten 
gegeben  iat,  bezieht  aiob  auob  nur  auf  Potenzen  mit  ganzen  positiyen  Bx- 
ponenten,  wie  sie  schon  (S.  42)  als  abgekttrste  Multiplicationsbezeichnnng 
eingefUlirt  werden.  „Das  Unentbehrlichste  ans  der  Zablentbeorio"  (S.  91 
bis  185)  dürfte  demnach  einen  zwar  weniger  gewöhnlichen ,  aber  deshalb 
grade  nicht  mgesebicktea  Pinta  einneluneai  nnd  auch  darüber  wird  mit  dem 
Verfasser  kanm  za  rechten  sein ,  was  aus  diesem  Kapitel  als  unentbehr- 
lich, was  als  entbehrlich  anzusehen  wäre.  Das  zu  Viel  ist  dorn  zu  AYenig 
sicherlicli  vorznzielien ,  und  so  wollen  wir  dem  Verfasser  die  vielen  Kenn- 
aeicheu  der  Tlieilbarkeit  durch  U,  11,  durch  7,  11,  13,  durch  73,  137  u.  s.  w. 
(S.  199  Hg.)  nicht  zum  Vorwurfe  machen,  da  sie  ganz  hübsche  l^eispiele 
eines  Priucipes  abgeben,  welches  dorn  Schüler  eingeschärft  zn  werden  ver- 
dient. 

"Wenn  ich  soweit  in  voller  principieller  Uobercinstimmung  mit  dem 
Verfasser  stelie,  so  muss  ich  mich  jetzt  über  einen  Punkt  aussprechen,  in 
welchem  derselbe  gt'<j;en  mich  zu  poleniisiren  scheint.  Der  Begriti'  des 
Buches  wird  (S.  137,  Anmerkung)  aus  dem  der  Veränderlichkeit  der  Einheit 
abgeleitet,  wozu  das  ganz  passende  Boi.spiel  gewählt  ist,  dass  42  sowohl  als 
42  Einsen  wie  auch  als  7  Sechsen  aufgefasst  werden  kann.  Darens  er- 
gebe sieh,  dass  bald  die  primäre,  bald  die  secundäre  Einheit  als  Einheit  für 
den  eenereten  Fall  genommen  werden  kl^nne,-  dass  alsdann  die  seenndire 
.  Einlieit  entweder  als  Vielfaches  der  primären,  oder  die  primäre  als  aliquo- 
ter Theil  der  secnndttren  auftrete.  Non  heisst  es  weiter:  „dass  nicht  jed« 
t^pirische  Einheit  getheiH  werden  kann,  kommt  sieht  in  Betracht,  ja 
„(wenigstens  iHr  die  Theorie)  nicht  einmal,  dass  andere  empiriscke  Ein- 
„heiten  die  Eigenschaft  nnbegrenster  Theilbarkeit  haben.  Vielmehr  b»- 
„giüflieh  genügt  ei,  dass  die  abstrakte  Embeit  sich  im  Verhmfeder  wia- 
„sensehaftlichen  Entwickelnng  als  Teränderlieh  aelgt  nnd  daher  als  abtf»- 
,4iite  an  gdten  anfhOrt.*«  Es  seheint  damit  anf  die  Entwiekelnng  des 
Btaekbegfilfos.'  mm  der  nnendfiehen  Theflbarkeit  der  Haterien  angespielt 
an  sein,  wie  andere  Antoven  nnd  auch  ieh  sie  geben.  Ich  darf  dieselbe  da- 
her wohl  einigermassen  vertheidigen.  Zuerst  könnte  ich  mich  auf  die 
aehon  angeführten  aus  der  Vorrode  des  Verfassers  beaiehen,  in  weichen  er 
die  Nothwendigkeit  zugiebt,  Begriffe  aus  der  Empirie  zu  entnehmen,  nm 
sie  als  Bild  zu  gebrauchen.  Sodann  aber  muss  ich  besonders  hervorheben, 
dass  bei  der  frühzeitigen  Berufung  auf  die  unendliche  Theilbarkeit  auch 
der  Begriff  des  Continuums  frühzeitig  geweckt  wird,  nnd  somit  bei  der  Ent- 
wickelnng des  Bruches  das  Verstandniss  der  Incommensorabilität  von  Grös- 
sen derselben  Art  vorbereitet  wird,  ein  Vortheil,  den  man  entbehrt,  wenn 
mau  das  Verfahren  einschlägt,  welches  den  Inhalt  der  erwähnten  Anmerk- 
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ung  bildet,  uad  dem. auui  an  sich  die  scharfnmuge  £rfindaDg  nicht  abspre- 
chen kann. 

Aus  dernselbon  Capitpl  möchte  ich  noch  lobend  liervorbeben ,  dass 
beim  Keducireu  eines  Biiichos  (S.  155)  zuerst  bewiesen  ist,  dass  es  wirklich 
immer  eiuea  reducirten  Bruch  giebt.    Ferner  den  allgemeinen  Satz ,  dass 

^-—^  zwischen     und  1  liegt  (S.  172),  welcher  in  dieser  Fassung  am  lelir« 

reicluiten  ist,  mhmI  er  die  Unterscheidung,  ob  a  ^  6  überflüssig  macht.  Die 

o  c 

Division  der  Brfiche     :  —  wird,  wie  gewöhnlich,  so  gelehrt  (8. 161),  dass 

e  d 
man  sagt,  um  von     anr  1  Überzugehen,  bedarf  es  der  Mnltiplication  Dut~. 

Von  1  >a     fahrt  MultipUcation  mit       Folglich  führt  von  ^ 
.da 

tiplication  mit  —  »"r,  -welches  daher  der  gesuchte  Quotient  ist.  Etwas 

natdrli<%her  ei;giebt  neb  ylelleiebt  die  Regel,  wenn  man  aneb  hier  wie  bei 
Ihausen  Zahlen  die  Diviaion  als  fortgesetate  Snbtraetion  anfiTasst,  wie  ieb 
auf  die  BemerlKnng  einea  meiner  Zuhörer  es  sehen  seit  einigen  Semesten^ 
au  tbnn  pflege,  und  wie  es  namentlich  mit  der  Ansicht  des  Verfassers  über 
Entstehung  der  Brfiebe  übereinstimmen  wflrde.  Ich  frage  nämlich,. wie  oft 
c  tt 

-T  sich  von  -r  abziehen  ISsst  und  bringe  dazu  die  beiden  Brttche  auf  ge- 
a  V 

raeinsamen  Nenner:  dann  wird  bei      und       der  Nenner  eben  nur  eine 

bd  bd 

Benennung  der  Einheit  sein,  wie  Fuss,  Zoll  u.  s.  w.,  es  wird  also  der  Quo- 
tient ~  erscheinen  rntteteii. 

b  c 

Als  speciollere  Brüche  werden  in  weiteren  rar;i;zi  aj  licn  die  Decimal- 
brüche,  sowie  die  Kettenbrüche  vorgeführt.  Bei  ersteren  vermisse  ich  den 
Grund,  wesshalb  bei  der  Addition  (S.174)  nicht  erst  auf  einen  gemeinsamen 
Nenner  rcducirt  wird,  wie  es  doch  bei  Brüchen  Kegel  ist;  einen  Grund,  der  ' 
eben  so  einfach  ist,  wie  er  selten  angegeben  wird,  und  der  darin  besteht, 
dass  jene  Zurückführung  durch  bloses  Anhängen  von  Nullen  erreicht  wird, 
welche  alsdann  bei  der  Addition  irrelevant  sind,  und  darum  in  praxi  nicht 
geschrieben  zu  werden  brauchen.  Die  abgekürzten  Methoden,  worunter 
Fourier*8  geordnete  Division,  lehnen  sich,  wie  der  Verfasser  ausdrücklich 
bemerkt  (S.  190)  an  den  bezttgliehen  Abtebnitt  Yon  J.  H.  T.  Hüller*! 
Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  an  nnd  verbreiten  sich  Uber  diesen 
Gegenstand  mit  notbwendigcr  Ansftthrlichkeit.  Die  Theoriis  der  Ketten- 
brUehe  (S.  215)  ist  mit  gans  besondererer  Vorliebe  bearbeitet  nnd  findet 
aneb  spiter  (S.  284—301)  noch  Anwendung  auf  Wnnelanssiehnngen ,  wia 
in.  Elementarwerken  wohl  selten  gelehrt  wird. 
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Die  nächste  Folge  von  dem  tieferen  Eingehen  in  die  Lehre  von  den 
Kottenbrüchen  ist  aber  die  Erklärung  der  incomracnsnrabeln  Grössen 
(S.  235),  welche  als  unendliche  Kettenbrüche  aufgefasst  werden,  deren  Vcr- 
bältniss  zur  Einheit  also  weder  durch  eine  ganze  Zahl,  noch  durch  einen 
Bruch  genau  dargestellt  werden  kann.  Auch  hier  herrscht  durchaus  die 
erforderliche  Gründlichkeit,  welche  zumal  in  dem  Satze  (S.  245)  an  den 
Tag  tritt,  welcher  die  Ausdehnung  auf  incommensurable  Verhältnisse  aus- 
spricht, wofern  Etwas  für  alle  möglichen  commensurablen  Verhältnisse  gilt. 

In  Beziehung  auf  den  ganzen  folgenden  Abschnitt  (S.  247  —  33;i) ,  der 
mit  eigentlichen  Irrationalzahlen,  sowie  mit  complexen  Zahlen  sich  beschäf- 
tigt, kann  ich  Nichts  weiter  bemerken,  als  dass  der  Verfasser  hier  durch- 
aus auf  dem  neueren  Standpunkte  steht,  dass  also  dieser  Theil  sich  wenig 
Yon  den  entsprechenden  Theilen  anderer  Werke  unterscheidet  i^e  densel- 
ben Anstellten  huldigen.  Nor  in  Znsammenhang  mit  der  Theorie  der  alge- 
braisehen  Gleichaogen ,  welche  bis  snm  Tiertra  Grade  genauer  (3.  833  bis 
978),  dann  ftir  höhere  Grade  nach  Fourier 's  geordneter  Division  mit  Ter- 
ftnderlichem  Divisor  (S.  878  —387)  gelehrt  wird,  ronss  ich  noch  auf  eine 
Veigesslicfakeit  anfinerksam  machen.  Der  YerfnMer  itellt  nlmlieh  (8.80) 
den  Sats  anf :  „Dnreh  ^e  Gleichung,  sofern  dieselbe  keine  identisohe  ist, 
wird  der  WerÜi  einer  Unbekannten  ToUstlhidig  bestimmt,'*  wXhrend  er 

doch  schon  froher  (S.  386)  das  Beispiel  ^3«  —  1  — y"« — |  —  ](/7«  +  f 
anfuhrt,  welches  einen  vWiderq^rach  enthiUt  nnd  deshalb  keine  Anflösnng 
erlaubt,  worauf  er  dann  (S.  336  und  347  flg.)  nochmals  mrttckkommt.  Es 
wftre  daher  auch  bei  dem  Ausspruche  jenes  Satsas  neben  der  Ausnahme 
identischer  Gleichungen  noch  die  widersprechender  Gleichungeii  einsn- 
schalten. 

Wenn  ich  mir  hiermit  erlaubt  habe,  Manches  ans  dem  Znaammenhanga 
SU  reissen,  mitunter  auch  Bemerkungen  einfliessen  au  lassen,  welche  nicht 
gerade  direct  auf  das  besprochene  Buch  dch  beliehen,  sondern  nur  an  das 
Material  desselben  sieh  ansehliessmi,  so  wird  doch  die  getroffene  Auswahl 
schon  gentigen,  um  darzuthun ,  dass  der  Verfasser  einen  wirklich  glückli- 
chen Wurf  gethan^  und  ich  bedauere  nnr,  neben  dem  Inhalte  nicht  auch 
gleichmässig  die  Sorgfalt  des  Druckes  loben  zu  können.  Auf  der  letaten 
Seite  ist  eine  stattliche  Anzahl  von  Druckfehlem  bereits  angegeben  nnd 
noch  einen  nicht  unbodcutondon  Zuwachs  derselben  wird  Jedem  das  auf- 
merksame Studium  dos  Werkes  selbst  liefern.  Möge  diesem  Mangel  bei 
späteren  Auflagen  abgeholfen  werden.  Cantob. 
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Tkttila  ier  VetUfkilt  gegen  dM  Zeiftaiektn,  nebst  UntennehnDgen  Aber 
die  Tenefaieden^B  inneren  Spannungen  gebogener  Klfarper  vnd 
Aber  andere  Problraie  der  Biegnngstheorle,  mit  praktiaeben  An- 
wendungen; Ton  Dr.  Hbbmahit  SoHBFFLiit,  B Anrath.   Hit  84  in 
den  Text  eingedmekten  Holasebnitten.   Braonacbwelg,  Verlag 
der  SebnlbnehbandlnBg,  MOä, 
Die  ▼orUegende  Selwift  dea  dnroh  nebrftwbe  yerdiensttiebe  Arbeite« 
anf  deoi  Gtol>iete  der  reinen  nnd  angewandten  MaliieBiatik  bereits  rUbmlieb 
bekannten  Verfassers  gewftbrt  noch  mdir,  ab  der  etwas  nmUbigliehe  Titel 
verspricht;  sie  enthält  anf  138  Seiten -eine  mit  Rücksicht  auf  das  praktische 
Bedttrfbiss  ziemlich  voUstlnd^e  Theorie  der  Gleichgewichtsfortnen  und 
Spannnngsverhftltnisse  gebogener  prismatischer  Körper.  Unter  Zugrunde« 
l^inng  der  bei  der  Theorie  der  sogenannten  relativen  Festigkeit  gültigen 
Annahmen  werden  die  bei  Einwirknng  beliebig  gerichteter  Kräfte  eintre- 
tenden Biegungen  genauer  untersucht,  wobei  sieh  eine  Heibe  zum  Theil 
neuer  wichtiger  Fragen  eigiebt,  die  mittelst  der  Grundgesetze  der  Elastici- 
tät  ihre  Erledigung  finden.    Die  folgende  Inhaltsangabe  soll  dazu  dienen, 
die  Keichhaltigkeit  dieser  Untersuchungen  näher  darzulegen. 

Da  die  usuellen  Formeln  der  Biegungstheorie  liauptsachlich  in  dem 
Falle,  wo, prismatische  Körper  von  Longitudinalkräften  affizirt  werden,  mit 
den  Erscheinungen  der  Wirklichkeit  nicht  nur  nicht  übereinstimmen,  son- 
dern theilweis  damit  in  oflFenbarem  Widerspruche  stehen,  so  zieht  der  Ver- 
fasser zuerst  die  sogenannte  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken  unter  An- 
wendung neuer  Hülfsmittel  in  den  Bereich  seiner  Betrachtung.  Es  wird 
dabei  die  gewöhnliche  Voraussetzung,  dass  die  neutrale  Fiberschicht  gebo- 
gener Stäbe  dnrch  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Querschnitte  gehe,  eine 
Annahme,  die  sich  nur  für  den  Fall,  wo  die  biegenden  KrSlIe  normal  auf 
der  Lingenriehtnng  des  Stabes  stehen ,  aufreeht  erhatten  lisst,  Tdllig  bei 
Seite  gelegt,  nnd  annftehat  die  Form  der  die  Schwerpunkte  aller  Qner« 
schnitte  enthaltenden  geometriseben  Axe  genauer  nntersncht.  Die  §§.  3—5 
geben  die  Formeln  ffir  die  geometrischen  Eigensdhaften  dieser  krummen 
Linie,  sowie  die  dwauf  beaogene  Lage  der  neutralen  Curve  nnd  £e  GrOsse 
der  biegenden  Kraft,  abhlbigig  Ton  der  GrSsse  der  Biegung.  Hierauf  wen- 
det lach  die  Unteranehnng  an  dem  Bruche  durch  Zerknickung  nnd  ftihrt  an 
dem  Schlüsse,  daas  in  allen  FXllen  der  Wirklichkeit,  wo  der  Bruch  mit 
einer  Biegung  von  fest  beatinunter  GrOsse  Terbunden  ist,  die  brechende 
Kraft  nicht  genau  durch  die  Schwerpunkte  der  äuasersten  Querschnitte 
gehen  kann  (§.  0).  Der  Verfasser  stellt  daher  rüekalchtlich  der  Lage  der 
AngrifijBlinio  der  biegenden  Kraft ,  welche  Lage  wegen  Compression  der 
Enden  des  gebogenen  Stabes  mit  der  Länge  desselben  und  der  Grösse  der 
Kraft  veränderlich  sein  ronss,  eine  Hypothese  auf,  durch  welche  die  Ke- 
sultate  seiner  rationellen  Formeln  mit  den  Ergebnissen  der  bekannteu  Hodg- 
kinson'sehen  empirischen  Fortneln  in  eine  fUr  die  Prau»  ausreichende 
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Uebereiaatimnuiag  gebraoht  werden.  Durch  rier  fttr  die  am  hKofigaien 
TorkommeBden  prektischen  FftUe  berechnete  Tabellen  wird  diese  Ueberein- 
stimninng  naobgewieaea  (§.  7),  so  dass  nnn  an  die  Tozber  bereolineten  For- 
mein  die  nöthigen  Correkttonen  angebracht  werden  können  (§.  S — 10).  In 
cäner  den  vorhergebenden  Betrachtnngen  analogen  Weise  werden  in  §«11 
nnd  12  die  Biegungen  und  der  Bruch  nnter  der  Wirkung  sehrlger  Druck- 
kräfte (wo  der  Winkel  awischen  der  Biehtnng  der  biegenden  Kraft  nnd  der 
Axe  des  Stabes  <90''),  nnd  im  §.  13  nnter  der  Wirkung  schräger  Zugkräfte 
(für  Winkel  >  90")  untersucht,  woran  sich  im  §.  14  der  für  die  Praxis  wich- 
tige Fall  eines  durch  zwei  parallele  Kräfte  gebogenen  Stabes  anreiht,  von 
denen  die  eine  drückend,  die  andere  ziehend  wirkt.  Endlich  knüpfen  sich 
hieran  einige  Bemerkungen  Über  den  Fall ,  wo  ein  Stab  von  melireren  iso- 
lirton  oder  auch  von  stetig  über  seine  Länge  vertheilten  schrägen  und  in 
bolioblj^on  Iliclituiigon  wirkondon  KrHfton  affizirt  wird  (§.  15).  —  Die  bis 
hierher  gewonnenen  tlieoretisclien  Kesultate  werden  in  den  §§.  16  — 19  auf 
die  in  neuerer  Zeit  zn  Eisenbahnbrücken  so  vielfach  benutzten  schmiede- 
eisernen Gitterhalken  angewendet.  Neu  sind  dabei  namentlich  die  Unter- 
snchungen  über  die  in  den  Gitterstäben  vorhandenen  Sj)annungen,  aus  wel- 
chen rationelle  Formeln  fiir  die  Dimensionen  dieser  Stabe  liervorgehen. 
Naturgemäss  schliessen  sich  hieran  die  analogen  Betrachtungen  über  die 
inneren  Spannungen  in  gebogenen  Körpern  von  zusainmenhängender  Masse, 
z.  B.  in  den  beim  Brückenbau  ebenfalls  häufig  verwendeten  Blechbalkeu 
(§.20 — 25),  woraus  theilweis  neue  Resultate  für  die  Dimensionen  der  BlecU- 
wlnde  gewonnen  werden.  Da  bei  diesen  Untersuchungen  die  gebogenen 
Balken  immer  als  in  awei  Enden  untemtstat  angesehen  wurden,  so  leitet 
der  Verfasser  noch  in  höchst  einfacher  Weise  aus  der  bekannten  Abhängig- 
keit des  ElnsticitStsmomentes  nnd  desKrOmmungshalbmessers  der  neutralen 
Linie  eines  gebogenen  Stabes  mehrere  SXtee  ab,  mittelst  deren  jedes  fttr 
einen  Balken  mit  awei  unteratütsten  Enden  gflltige  Biegnngsgesets  anf 
einen  Balken  mit  mehreren  Btittapunkten  erweitert  werden  kann  (§.  30). 
Diese  Sfttse  werden  zur  allgemeinen  Bestimmung  der  Widerstände  der 
Statzpunkte  (§.  87),  sowie  aar  Lösung  der  Au%abe  benntat,  die  Kräfte 
au  bestimmen,  durch  welche  die  Biegung  eines  Balkens  nach  einer  ge- 
gebenen Ourre  ermöglicht  wird  (§.  28)/ —  Den  Sehluss  der  Schrift  bildet 
eine  ErSitemng  des  Einflusses,  welchen  die  Yerschiebnng  der  LXagen- 
fibem  eines  gebogenen  Körpers  auf  dessen  Biegungs-  nnd  Brechnngs-- 
erscheinungen  ansaht.  Da  nttmlich  die  Theorie  der  inneren  Spannun- 
gen eines  gebogenen  Körpers  von  susammenhUngender  Masse  das  Vor- 
handensein von  Kräften  nachgewiesen  hatte,  Avelche  auf  Verschiebung  sei- 
ner Längenfibern  wirken,  so  konnte  die  gewöhnliche  Annahme  nicht  länger 
aufrecht  erhalten  werden,  dass  ein  nach  der  Biegung  normal  sor  neutralen 
Linie  gelegter  Querschnitt  nur  solche  Punkte  in  sich  enthalte ,  welche  be- 
reits vor  der  Biegung  in  einer  normal  aar  Axe  gelegenen  Ebene  enihaltea 
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wMen.  Der  Verfasser  unterwirft  deehalb  die  Deformationen,  welche  die 
Normakciniitte liater  VersebiebvBg  der  Lftngcnfliem  erleiden,  sowie  die 
dadarok  bediagten  AbUidemngen  der  Biegangs-  and  BreehaagsrerhiHaisse 
einer  strengen  niatlienMttlsttlieB  Uatar«nch«Dg  (§.  M  — •  M).  Wenngleieh 
bierbaä  das  Betnltat  gewonnen  wird,  dass  die  Versebiebang  der  Fibern 
eiaen  so  nnerfaebUehen'  Einflnss  aaf  die  Biegang  and  Tragftlbigkeit  der 
'Balken  itassert,  dass  dadarcb"  die  gewObnliebe  AnnabaM  als  eine  fBr  die 
Praxis  aasreiehende  Approximatfcm  gereebtfertigt  ist,  so  beblllt  doch  die 
kiarker  gehörige  Untersnebnng  den  bohea  Werth,  die  SSalSssigkeit  dieser 
Annibemag  an.  die  Wahrheit  aar  Eridena  gebracht  an  faab^. 

Man  wird  ans  dieser  Inhaltsangabe  ersehen,  dass  der  Terftwser  einer- 
seits den  ihm  vorliegeaden  StoiT  so  yoUstftndig  beherrscht,  dass  wohl  kanm 
irgend  eine  bedentsame  aaf  die  Biegnagstheorie  besiigliche  Frage  setner 
Aafmeiksamkeit  entgangen  sein  dürfte,  andererseits  aber  die  Resultate 
seiner  theoretischen  Erörterungen  in  fortwährende  Beziehung  zu  d6n  An-  ' 
fesdernngen  der  Praxis  an  bringen  weiss,  so  dass  dem  Inhalte  seiner  Schrift 
ein  gleicher  Werth  in  wissenschaftlicher  wie  in  praktischer  Beziehung  an- 
kommt. Für  Leser,  welche  den  technischen  Anwendungen  der  Mathematik 
näher  stehen,  hat  Referent  nicht  nötliig,  nach  dieser  Seite  hin  die  Wichtig- 
keit des  SchefUcr'schen  Buches  besonders  hervorzuheben,  da  sich  bei  ilmon 
der  Name  des  VcMfassers  bereits  einen  guten  Klang  erworben  liat.  Aber 
auch  der  Tlieoretiker  wird  dasselbe  nicht  unbefriedigt  aus  der  ITand  legen; 
er  wird  darin  neben  vielen  neuen  Gesiclitsjninkten  und  einer  durch  Eleganz 
und  Strenge  sich  empfehlenden  matboinatischen  Analyse  mancherlei  An- 
regung zu  weiteren  theoretischen  Untersuchungen  finden.         O.  Fort.  • 


Uft  Aviifluig  dar  «Ig^bniioliaA  ud  trauaaaiffitan  CHdiiivBgan  mi% 
einer  nnd  mäkunn  VabokMurttn  in  xaellaa  ind  ooifliaMi 
EaUan  nnoli  nönta  nnd  mu  praktkobtti  Amweadiag  gaeigiia- 
tea  MetlM^dia.  Von  Dr.  Herharn  Scbbfflbb,  Banrath.  Brann- 
eehweig,  Sebnlbaabhandlaiig  (Vieweg),  ittO. 
I&unitlelba^  nach  dem  Erscheinen  des  vorliegenden  Werkes  aebsieb 
Herr  Profiassor  Spitserandie  Redaction^  dass  die  Methoden  des  Verfaseers 
im  Wesentlichen  mit  denen  übereinstimmten,  die  er  im  Jahre  1851  bekannt 
gemacht  babei  gleiabamtig  Übersandte  Herr  Banrath  Saheffter  folgende 


*)  Nur  gegen  die  Begrflndniig  der  Formel  (50),  sowie  der  hieraus  abgeleitete  (130) 

kannten  cini^j^c  l^erlonlcen  erhohen  werden,  tlie  sich  jedoch  erledigen,  wenn  man,  was 
wohl  auch  mit  der  Auaicht  dea  Verfasserd  übereinstimmt,  erstere  als  eine  blosse  Hy- 
pothese ansieht,  welche  aufgestellt  ist,  um  die  theoretischen  Besoltate  mit  den  Ergeh- 
nissen der  Hodgkiaeonechen  Versaehe  in  Einklaag  sa  bringea. 
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„UTAcbdciii  leb  Tom  Herrn  Begievanganith  t.  Ettinghanaen  su  Wien 
beneehriehtigt  bia,  dass  Herr  FrofeMor  Spitser  daielbst  tieb  daräber  be- 
sebwere,  daas  ieh  in  meiner  yor  Knrsem  enobienenen  Sebrift  ftber  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  seiner  früheren  Arbeiten  fiber  diesen  Gegenstand, 
welche  in  einigen  der  K.  K.  Akademie  der  Wissenschaften  überreiehtea 
Abhandlungen,  insbesondere  aber  in  der  Sebrift  über  die  allgemeine 
Auflösung  der  Zahlongloichungen  Tom  Jahre  1851  niedergelegt 
seien,  nicht  erwähne,  obgleich  ihm  doch  für  gewisse  Operationen  das  Prio- 
ritätsrecht der  Erfindung  gebühre;  so  beeile  ieb  mieb,  hierauf  folgende  Er- 
klärung abzugeben: 

Die  fraglichen  Arbeiten  des  Herrn  Professor  Spitser  waren  mir 
nicht  bloss  ihrem  Inhalte  nach  völlig  unbekannt;  ich  hatte  aucli  nicht  eiu- 
mal  Kenntniss  von  ihrer  Existenz  überhaupt.  Ob  dies  mehr  durch  eine  un- 
vollkommene  buchhändlcrische  Verbrcitun«^  jener  Schriften,  oder  durch 
eine  ephemere  Besprechung  derselben  in  den  Journalen ,  oder  durch  die 
allgemeine  Ablenkung  der  Aufmerksamkeit  in  jenen  politisch  bewegten 
Zeiten  veranlasst  ist,  muss  ich  dahingestellt  sein  lassen,  und  kann  nur  be- 
dauern, dass  es  unter  solchen  Umständen  für  mich  eine  Unmöglichkeit  war, 
die  Verdienste  des  Herrn  l^rofessor  Spitzer  hervorzulieben. 

Was  die  Sache  selbst  betrifft,  so  überaeuge  ich  mich  durch  die  mir 
jetzt  vorliegende  oben  «rwftbnte  Sebrift,  dass  in  Besiehnng  auf  die  Verall- 
gemeinerung der  Homer'ediM  Metbode  b^uf  Berechnung  der  complexen 
'  Wuraelu  einer  Gleiobuag  ntit  einer  Unbekannten  und  der  Wuraeln  elnea 
Systems  von  Gleiebnngen  mit  mebrerea  Unbekannten  dem  Herrn  Pirofessov 
Spitser  die  Priorität  gebührt.  Ob  nun  die  Unbekanntsehaft  mit  den  Un- 
tersuebungen  des  gedaebten  Herrn  binsicbtlieh  derjenigen  Partieen  meiner 
Sebrift,  welehe  mit  jenen  Grundgedanken  kongruiren,  fttr  die  Wissenschaft 
insofern  tou  Nutsen  gewesen  sei,  als  swei  selbststftndige  Forsebungen  auf 
demselben  Gebiete  eigentbttmliebe  Details  der  EntwiekluDg  darbieten,  ttber- 
lasse  leb  der  kritiseben  Vergleiebnng  der  Saebkenner. 

Braunsekweig,  den  9.  Juni  1880. 

Dr.H.«cheffler.** 
Hiemacb  durfte  eine  ausftlbrHcbe  Besprechung  des  vorliegenden  Wer- 
kes ftberflttssig  erscheinen.  Dass  von  einem  Plagiate  nicht  die  Kede  sein 
kann,  yersteht  sieb  bei  dem  durchaus  ehrenwerthen  Charakter  des  Verfas- 
sers von  selbst  und  es  ist  nur  zu  bedauern,  dass  die  Spitzer'sche  Schrift 
ausserhalb  Oesterreich  so  wenig  bekannt  geworden  ist,  wie  dem  Unter- 
seichneten  auch  von  anderen  Seiten  her  mehrfach  bestätigt  wurde. 

SOHLÖXlItCH. 
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Bm  Anwendong  der  Algebra  anf  Geometrie.  Eine  Anleitung  zum  Auf- 
lösen geometrischer  Aufgaben  vermittelst  der- algebraischen  Aoa« 
lysis.  Von  W.  Berkhan,  Oberlehrer  am  Oymnasiiim  m  BlaBkeii> 
bürg.  Halle,  Schmidt. 
Der  Natur  ^er  Sache  nach  wird  man  von  fitnera  Buche,  welches  „Leb* 
rem  und  Schülern  hinlängliches  Material  liefern"  soll,  keine  besondere 
Originalität  verlangen;  stufenwcisor  Fortschritt  vom  Leichten  zum  Schwe- 
ren und  gute  Darstellung  dürfton  die  einzigen  ganz  berechtigten  Forderun- 
gen sein.  In  der  ersten  Beziehung  haben  wir  nichts  gegen  des  vorliegende 
Werkchen  zu  sagen,  mit  der  Darstellung  aber  sind  wir  nicht  durchweg  ein- 
verßtaudeu.  Sehr  häufig  stellt  der  Verfasser  mehrere  ganz  verschiedene 
Lösungen  einer  und  derselben  Aufgabe  neben  einander,  wie  es  kommt, 
ohne  den  inneren  Zusammenhang  derselben  nachzuweisen.  Ein  solcher 
Nachweis  ist  aber  gerade  das  pädagogisch  Wichtigste.  Wenn  bei  der  einen 
Behandlung  eine  complicirte,  bei  der  andern  eine  ebfaelie  Endformel  snm 
Vorschein  kommt,  eö  ist  dies  doeb  kein  Zufall  and  die  Aofsaebnng  des 
Grandes  dieser  firseheiaiing  hat  gerade  sehr  yiel  Lebrreielies;  bei  einiger 
TJebmg  darin  lernt  man  nimlieh  eine  Aufgabe  gesehiekt  anfassen.  Anf 
8. 88  erklftrt  der  Verfasser  sogar  bei  derselben  Anfgabe,  die  man  auf  8.  IM 
ia  Jabrgaag  I.  der  Zeitsclirift  findet,  die  algebraisehe  AnflSsnng  sei  an 
eomplieirt  nnd  folgende  geometrische  einfaeher.  Bas  heisst  fireilieh,  sieh 
die  Saehe  compilatorisch  leidit  machen,  wMhrend  es  Pflicht  des  Verfassers 
gewesen  wAre,  diejenige  algebraaseheLAuflSsong  an  suchen,  welche  der  geo- 
metrischen Losung  adliq^aat  ist.  —  Einen  besondem  pftdag ogischen  Werth 
kiBnneu  wir  hiemach  der  Berkhan*schen  Sehtift  iMA  anerkennen,  sie  ent- 
hSlt  indessen  anf  kleinem  Räume  aiemlich  viel  Hsterial  (88  Auijgpaben),* 
weldies  manchem  Lehrer  willkommen  'sein  wird. 

S'chlOmiloh. 
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Ueüftitrttiif  prriülrnilirrtiiiim 

gediegener  Werke  aoe  dem  Bereiche  der  \ 

Physik  und  Teeknologie, 

im  Verl^Ke  yon  J.  L.  Sohras  im  JUeipsig, 

Bonst  in  NOmbeig. 


4  * 

iiie  nadifolgendeii  Preisemässigungen  gelten  nur  auf  koxM  Znt ; 
die  Vetlagahandlung  behilt  aifiih  vor,  sie  «iraij^winehmea  liiid  die 
eigenüiflhea  LadenpreiBe  wieder  einMea  tu  leiten. 

Jede  BeehhendfaBg  itt  in  den  Stand  gceetak,  dieae  Wedn  an 
den  be^Seaetatenfkeiaen  an  C^fbm. 


'    •  <■    .  '     .  '  . 

io  Ycrbiadaag  adt  BMhfana  CWalurtMi  horaiiafagalMB  ^en 
•r.  I.  W.  C.  laalMr. 

1.-18.  Band  oder  Jahrgang  1824—1829.  Ladenpreis  48  TUr. 

jetzt  G  Thlr.  20  Ngr. 

EjeatÜB»  Bände  aoweit  der  Vorrath  reicht  k  16  Ngr. 


1 . 

Joonial  für  CSiemia.  und  PJbjraik 

In  Tttllindang   mit   mehreren   Gelehrten    herausgegeben  von   J.  8. 
• Srkweigger.  1—30.  Band,  oder  die  Jahrgänge  1811— 1820. 

N«ne  Reihe,  auch  anter  dem  Titel:  Jahrbuch  der  Chemie  und 

Physik.   HeraoBgeg.  von  Schweigger  und  lieineclie.   1 — 9.  Baad, 

od«r  die  Jalirgänge  1821, 18391  und  1833. 

I»«  18  JalDi«li«e^tilS~lB38  In  U  Bietai  Lalaayilli  IQA  TUr. 

JeMia  TUr.  10  Byr. 

EtaMfeM  laloflafe  itaa  § VUr.  asTl  TUr.lOirfr.i  arft  Ananalaw  im' 

Jahrgangs  1812,  der  nicht  einzeln  n  haben  ist 

nnaibMBiBde^3TUr.30Ngr.  anfSOllgr. 


Digitized  by  Google 


auf  ttfockucni  "Wree.  Dontsdi  btarbeikt  von  C.  H artm an ii.  Mit  13  lithogr. 
Talclu.  ö.  {blliogi-u.)  1834.  Früher  4  Thlr.  15  Ngr- 
•  '    •  '    ■        jetzt  20  Ngr. 

Q  f    Bancrolli  Ed.,  Unies  enelif^es  /orbflmt^, 

onpr  gründliche  Uiitersuehung  über  die  Natur  beetändij^'cr  Farben  und  der 
besten  Verf&hrungsart,  solche  in  der  Färberei  und  Cattuud ruckerei  hervorzu- 
bringoi.  l^twrNftf  iqofi  Str.  J.  A.  Ba«hn«r,  uA%  Anncriupf  ii|ui  Zvaataen 
von  l>r.  D  i  n  gl  e  r  und  W.  TT.  v.  K u  r  re  r.  Zwei  Thdle.  ' 
gr.  8.  (.90  Bogeu.J  181Ö.  Früher  G  Thlr.  22'/,  Ngr. 

jetzt  20  Ngr. 

Neue  Deiikselirifleii 

ücr  Dl)jvikali^h-)iH-(ru  inisriien  Sociotät  zu  Krlangen.  1  Band.  |f it  6  Kvpfere. 
•    "      '  gr.  4.  ^46  Bogen.)  UVi.  Früher  2  Thlr,  ' 

•  jetzt  10  Ngr.  ' 
Frank,  Oth.,  ^tx^tn  wnb  ' 

<lr  ypj»  dar  yhyaiacban  firdlMraitt»  uuü  Lei^iuÜKta  aar  Kjanntnisa  der  Erde  in 
einam  Saiaaehralbeii  an  Alexander  v.  Hnnboldi  8.  (9'/«  Bogen.) 
.  .  1813.  Mber  18*/«  Ngr. 

GehlMD»  A*  'En  jinlcititii0 

rar  ErMogiilig  und  Gewinnung  des  Salpeters.  2^  Aufl.  gr<  8.  (8  Bogen.) 

1833.  Früher  15  Ngr. 

jetzt  %  Ngr. 

Grotthus,  Th.  v.,  .^I)i)(ifd)-d)fmifd)e  4for|'d)uu0en. 

Erster  fiaod,  mit  2  Kupfart.  gr.  4.  (22  Bog.)  1820.  FrOher  1  Thlr.  26V«  Ngr. 

«    jetzt  15  Ngr. 

Günther,  J.  J.,  J3l)i)(ircljc  (Sff(i)itf)tc 

ansarer  Erda  und  dar  Tonflgliehsten  Länder-Entdeoknigim  8.  (10'/«  Bogen.) 

.  .  I  ..  .  .  1833.  Früher  18'/«  Ngr. 

'.   ;    .  jetzt  3  Ngr.     •  •  • 

für  alle  Hüidwerker,  die  SStte,  Iß'onneii  md  llnaaen  gebraaehen.  oder  eine 
AmantU  von  600  verschiedenen  Recepten,  alle  Arten  Kitte,  Leuna  e(Qi  s« 
▼erfortigen.  8.  ClÖ  Bogen.)  1812.  Früher  26  %  Ngr. 

ietzX4Ngr- 


der  Körper  nach  allen  UniPtfinden  unteraucht  und  erläutert.  Fünf  Abhand- 
lungen, gr.  4.  (83  B»»giu.j  lüll-  1820.  Früher  6  Thlr.  27'/,  Ngr. 

jetzt  1  Thlr. 

einer  metallurgisch-technologisehen  Reise  durch  Mähren,  Böhmen,  eiueu  Theil 
Ton  DentBchland  und  der  Niederlande.  Ifit  28  lithographirton  T^eln. 
gr.  8.  (3.1V,  Bogen.)  1824.  FrttlvprSTW^ 

jetrtl5Ngr. 

.  •  '       «  « 

Hollunder  C.  F.,  Scrfuil^ 

einer  Aiileiliiiig  zur  miner«lm't^idilieii  Probir -Kunst  auf  trocknotn  Wege. 
Ein  Handbuch  l'Ur  angehende  Prabirej*.  rationelle  UUttenleute,  Analytiker, 
Apotheker,  Fabrikanten,  Metallarbeiter/  Teebn^lo^a  «nd  fttr  Freunde  der 
angewandten  Natnr*Wissenschafteu  (iberhaupt.  3  Theile  gr.  8.  (67*A  Bogen.) 

18!16.  FrJlht-r  4  Thlr.  5  Ngr. 

r     •       jetzt  ;M)  Ngr.    '  .  - 

Kurrer,  Dr.  W.  H.  v.,  jBif  ^ftunf! 

vegrtabilisch-aninialisolie  und  rein  ßiiimaliache  StofTe  zu  bleichen. 
MitÖ  Kupierl.  und  5  Tab.  gr.  ».  (29'/,  Bogeu.j  1831.  l  i  iihm-  2  Thlr.  lö  Ngr. 

.         '    •  •  ■      jetzt  15  Ngr. 

Kurier,  Dr.  W.  H.  v.,  Bit  neitf|ltH  (Srfai^rungen  in  htv 

all  Snpj^ment  zu  des  Verf.  Kunst  vegeUbilische  Stoffe  etc.  zu  UÜdMB. 
Mit  2  lithogr.  Tafeln,  gr.  8.  (8  Bogen.)  1838.  1  Thlr. 

jetzt  ü  Ngr. 

Kurrer,  Dr.  Wt  H.  ▼.,  (&tf^\^\t  Itx  Jfugbrudterei 

der  daan  gehörigen  Maachinen  und  Hlüfswerkaenge  und  den  Erfindungen 
im  Qebteta  dea  Golorila  fllr  4en  Bamnwolkn-,  LeineB*,  Seiden*  wad  Sehaf- 

woUendmck  bis  auf  die  neueste  Zeit.  Neu  umgearbeitete,  vennehrte  und  ver- 
beaaerte  Auflage.   Mit  2  Kupfertafeln,  mehreren  Holuchnitten  und  Tab. 
gr.  8.  (227,  Bogen.)  IMl  FrakeraTy& 

jetzt  1!^  Njgr. 
Lagerhjelm,  F.,  I^er^f 

inir  'BeiMnlnang  der  Dichtheit,  Gleichartigkeit,  Elaaticitftt,  Selnidadbarkeit 
und  Stärke  des  gawaltten  und  geschmiedeten  Stabeisens.  Aus  dem  Sdiw«- 
diaehen  tlberaetat  von  Dr.  J.  W.  Pf  äff.  Mit  11  Kupfiartafeln.  gr.  i. 

(36  V,  Bogen.)  1829.  Früher  4  Thlr. 

jetzt  20  Ngr. 
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Aber  Nfttor  «Ad  Geist,  abgehalten  ror  einem  gebildeten  FlkbiilLum  zu  Nttrnberf . 

8.  (7*A  Bogen.)  1847.  FraherUKil 

Ohm,  Dr.  8.,  jltitri^c  |itr  |iatcf«Ur-|)i)i)flli. 

Bnter  Band,  enthaltend  einen  Grandriss  der  aaaJtirflachen  Geomittll  im 
Büiiuiie  am  aeliiefwinkllchen  Coordinatensysteme.  gr.  4.  151  Bofm  wi^ 
.  IKupfertafei  1849.  Früher  4  Thlr.  ,  ^  :  : 

j.,i-M.:.}ir."..  !  ''(  ^-  ■jetBt20  Ngr.  n  r' 

Äiaff,  I.  W.,  bif  l)öl)frf  iorbenrnde 

oder  Sir  Isaac  Newtons  Seifenblasen,  gr.  8.  1820.  Fräber  7*/«  Ngr. 

)Qtal  2  Ngr. 

Sobmöi^ri  F.       Qtafdn  für  bie  i$eob44U(  bt»  d^naui- 

4.  <5%  Bogen.)  1829.  Früher  15  »gr. 

jetEtSNgr. 

Schweigger,  J.  S.  C,  ^fber  bie  Mmbrtljung  ber  (frbpolf, 

und  ein  daron  abgeleitetes  Gesetz  des  Trabanten-  und  Planeten-Umlaufes, 
in  nritlbB  an  W.  Pf  äff,  nebst  einem  Sehreiben  des  letstecn  überKeplera 
WdtiMimoBie.  gr.  8.  (6  Bogen.)  1814.  Fxtffaer  li%  Mgr. 

,  jetzt  2  Ngr. 

Schwaigger,  J.  S.  Ct  .Keto  btc  äiU^t  |9f)i)|lk 

md  den  Ursprung  des  Heidenthums  aus  einer  missverstandenen  Natnrweisheit. 
2  Abhandlungen  gr.  8.  (10'/.  Bogen.)  1821. 1823.  Früher  22'/,  Ngr. 

.  :  ;  •  ;  jetet  4  Ngr. 

Torosiewicz,  Th.  v.,  bie  iBampftoäfd^e 

und  Vurbeugung  des  Gelbwerdeiis  der  Wäsche*,  nebst  Beschreibung  nnd  Ab- 
bUdong  fyt  CNJI'sehen  Dampf- WaschapparatM.  13.  (1%  Bogn.) 

1844.    Flüher  7'/,  Ngr: 
Je(zl,  2  Ngr. 

Wemeburg,  Br.  J.  F.      medtiDüflitge  Jßl^immm 

an  und  durch  verschiedene  Prismen.  Zur  richtigen  Würdigung  der  New» 
i  0  n'tchea  und  rta.  G  ö  t  h  eischen  Farbenlehre.  Mit  8  iliwu.  Kopfettaftln. 
8r.4.(5BQgen.)  1817.  Prtlkefd6'/«Nge,/  . 

'  •  .  •  ^    .  jeiBtBNgr. 

.  •  •  •  .  •  "  ' 

Im  l^iticben  Verlage  ist  erecLienen  : 

Ohm's,  Br.  6.  S.,  (^ntnbjügc  ber  jai)t)ftk, 

•Ii  Compandium  zu  seinen  Vorlesungen.  Lez.-8.  (38  Bogen.)  In  2  AbthaiL 
geheftet  mit  159  Holzschnitten.  2  Thlr.  18  Ngr. 

.  . .  Obiges  Werk,  dessen  Verfasser  sieh  eiaM  bedenlendeit  Rvfti  irfireot, 
•wud«  Mihim  fiellMhiA  bflbeitii  LebiwMrttlt»  «iififlUurk. 
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JEiecensioueu. 

L»  iL  Solimftka'i  Bawlimg  T^n  Anf^^n  tob  te  Dübamtial-  «ad 
falegratewihnuiig.    Zweite  rerbemerte  md  Termelirte  Auflage, 
heransgegeben  von  Dr.  H.  J.  Boksitblbr,   Halle,  Druck  und 
Verlag  tob  H.  W.  Schmidt,  1859. 
Schon  die  erste  Auflage  dieser  Sammluiig  wurde  bei  ihrem  Ersohemen 
mit  einstimmigem  Lobe  der  Sachkenner  begrfisst.    Sie  wurde  seither  viel- 
fach als  Lehrmaterial  benutzt,  zum  Theil  flOgar,  wie  wir  hören,  in  einer 
Weise  benutzt,  welche  eigentlich  das  genauere  Citiren  des  Werkes  zur 
Ehrensache  machen  müsste,  wenn  nicht  mitunter  beim  Abdrucken  sich  Irr- 
thümer  einschlichen,  welche  es  für  das  Original  schmeichelhafter  machen, 
nicht  gmannt  zu  werden*.  Die  zweite  Auflage  konnte  sonach  nur  erwünscht 
sein,  zumal  die  Sorgfalt,  welche  der  neue  Herausgeber  auf  dieselbe  ver- 
wandte,  eine  bedeutende  Anzahl  von  Vorsehen  und  Druckfehlern  besei- 
tigte, Avelchc  das  erste  Mal  stehen  geblieben  waren.    Man  wird  diese  ver- 
bessernde Hand  an  vielen  Stellen  bemerken,  wenn  auch  nur  bei  aufmerk- 
Bamerer  Vergleichung. 

Wenn  nun  Referent  nach  diesen  allgemein  anerkennenden  Bemerkun- 
gen noch  weiter  über  das  vorliegende  Werk  sich  aussprechen  soll,  so  kann 
dieses  nur  in  der  Weise  geschehen  ,  dass  eine  Parallele  zwischen  dieser 
Sammlung  und  anderen  ähnlichen  Inhaltes  gezogen  würde.  Unter  diesen 
sind  aber,  wie  es  aeheint,  „die  Ifateriatien  mih  Gebrauche  bei  und  nach 
dem  XTnterriekte  ava  der  höheren  Analyais  Ton  J.  Bogner.  Gratz  1853, 
«weite  Anflage  185S"  Vor  allen  Anderen  Tonnsiehen,  und  es  möge  ein  wei- 
terer  Beweia  fttr  äen  Beifall  sein,  den  wir  dem  Torliegenden  Bnehe  schen- 
ken, dass  WUT  es  nnr  mit  dem  anletit  genannten  in  Vergleich  bringen  wollen. 

Ein  mehr  ftosserlicher  als  innerer  Unterschied  der  beiden  Sammlun- 
gen besteht  darin,  dass  Herr  B.  nicht  Ton  allen  Aufgaben  die  AnflOsong 
giebt  und  sKmmtliche  Antworten  an  das  Ende  susammenstellt,  während 
Herr  8.  an  jede  Aufgabe  sogleich  das  Resultat  anknttpffc.  In  dieser  Be« 
siehang  sind  wir  mit  Herrn  S.  gani  eiuTerstanden,  indem  der  Bequemlich* 
keit  der  Benutanng  doeh  auch  Rechnung  getragen  werden  muss ,  wo  sie 
keinem  sonstigen  Einwände  Baum  bietet.   Und  ein  solcher  lässt  sich  hier 

Liicnrtvritff.  d.  Z«itoehr.  f.  «Ulh,  m.  Vkj»,  IV.  0 
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kaum  erhoben.  Wer  das  Resnltat  wissen  will,  ohne  selbst  zu  rechnen, 
scheut  auch  die  Mühe  nicht,  den  Anhang  noch  aufzuschlagen.  Ganz  bc» 
sonders  aber  müssen  wir  uns  dagegen  als  unzweckmässig  verwahren,  dass 
Herr  B.  die  betreffenden  Auflösungen  mitunter  nicht  blos  wegen  der  Ein- 
ftiehbeit  äet  Aufgabe  weglässt,  sondern  mn  dem  Lehrer  dadmreb  anznden- 
ten,  dass  er  die  Bebandlang  auf  mancberlei  Weisen  nntemebmoii  aolle. 

Der  Inhalt  beider  Werke  ist  ein  in  manchen  Theilen  Teraehiedener. 
Znnftcbst  enthSlt  die  R.*9che  Sammlang  einige  Kapitel,  in  welchen  Aufga- 
ben aus  der  Gleichungen  und  aus  der  sogenannten  algebraischen  Analysis 
vorgelegt  werden.  Dass  diese  eigentliche  Materialien  der  Analysis  in 
einer  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung 
Dahlen ,  kaan  der  letsteren  nicht  sum  Vorwurfe  gemaeht  werdea.  ABein 
auch  in  den  Aufgaben,  welche  der  Tendena  beider  Werke  entsprechen, 
zHhh  die  R.*Beh6  Sammlung  bei  Weitem  mehr  Nummern. 

Trotzdem  dttrfte  ihr  die  S.'sche  Sammlung  an  Reichhaltigkeit  kaum 
nachstehen,  indem  in  ihr  die  Beispiele  unter  sich  wesentlicher  verschieden 
sind  nnd  kaum  Eines  ein  liesultat  liefert,  welches  aus  früheren  Beispielen 
fast  ohne  weitere  Rechnung  sich  darstellen  Hesse,  wie  a.  B*  bei  R.,  wo 

unter  einander  die  Tier  Differentialquotionten  von  a^.y^x^  von  von 
 jj—  und  von  —  gesucht  werden,  denen  dann  zum  weiteren  Ueberfluss 


Einen  wirklichen  Hangel  bemerkte  ich  unter  den  sogenannten  unbe- 
stimmten Formen,  unter  welchen  bei  S.  nur  8  Beispiele  von  (fi  (Aufgabe  70, 
84,  86)  angeführt  nnd,  welche  sämmtlich  den  Werth  1  besitzen,  wShrend 
man  vei^ebens  nach  den  freilich  selteneren  F&llen  sucht,  in  denen  ein  an- 
derer Werth  auftritt.  Femer  vermisse  ich  ungern  jede  Anwendung  des 
Taylor'schen  Satzes  auf  Reihenentwickelung,  sowie  endlich  bei  den  Auf- 
gaben aus  der  Integralrechnung  die  Integration  von  Differentialgleichun- 
gen. Lauter  Gegenstände,  deren  Uebung  von  unbedingter  Nothwendigkeit 
ist,  und  welchen  auch  Herr  K.  den  gebührenden  Raum  gewidmet« 

Andererseits  sind  die  nicht  minder  wichtigen  Anwendungen  auf  Geo- 
metrie nur  in  der  S. 'sehen  Sammlung  in  schönster  Auswahl  vorhanden, 
wiilircncl  sie  bei  R.  gänzlich  fehlen.  Und  auch  die  Auswerthung  bestimm- 
ter Integrale  bildet  eine  hervorragende  Zierde  unseres  Werkes. 

Man  kann  daher  die  Pavjillele  wohl  dahin  zusammenfassen,  dass  beide 
Sammlungen  einander  vollständig  ebenbürtig  sind  ;  dass  keine  die  andere 
unnöthig  macht,  indem  hie  einander  ergänzen,  und  dass  nur  ein  gemein- 
samer Gebraneli  die  beiderseitigen  Vorzüge,  aber  auch  die  beiderseitigen 
Schwächen  erkennen  und  vermeiden  lässt.  Camtok. 


4C*».  /sc 
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Dm  ThaalMi  in  iB^radirftbiliMi  im  te  Plifiiki  Von  Ph.  Spillsr  In 
Posen. 

Ißt  gvffaseiv  TJauicIit  und  KbvliAit  als  Bobid«  (vevgL  Literatimei- 
tong  S.  »  ff.)  tritt  Ph.  fipiller  als  Kftnpfer  gogen  die  HateriaUtitt  der 
Wiraey  der  Ekktricitltt  und  des  Uagnetisnma  auf  in  einem  gegen  Ende 
des  Terflossenen  Jahres  essehienenen  Sehrilteben,  welches  den  Titel  führte 
Das  Phantom  der  Lnponderabilien  in  der  Physik.*) 

Die  äassere  Form  der  Darstellung  könnte  etwas  strenger  geregelt,  die 
häufigen  Wicderholangen  vermieden  nnd  einaelne  UngenanigkMten  -im  Ans« 
dmek  beseitigt  sein.  * 

In  einer  kurzen  Einleitung,  nennt  SpUier  den  Zweck  des  angegebe- 
nen Schxifkehens:  einen  Beitrag  zu  liefern  zur  Beantwortung  der  Frage, 
worin  das  Wesen  des  Magnetismus  und  der  Elcktricität  be- 
stehe. Dann  weist  er  darauf  hin,  wie  die  wunderbare  Opkonomic  der  Natur, 
welche  mit  wenigen  Mitteln  so  unendlich  viel  zu  scliaffen  verstehe,  die  Auf- 
findung der  Gesetze  und  des  Wesens  der  Erscheinungen  so  schwierig 
mache,  wie  aber  das  Käthselhafte  an  jeder  einzelnen  Erscheinung  um  so 
mehr  verschwinde ,  je  mehr  wir  sie  im  Zusammenhange  mit  anderen  That- 
sachen  betrachten;  wir  müssen  daher  nach  den  gemeinschaftlichen 
Principien  forschen,  um  Einheit  in  die  Mannigfaltigkeit  der  Erscheinun- 
gen zu  bringen.  Nun  haben  wir  aber  Ursache,  Zweifel  an  der  Mate- 
rialität der  Wärrae  dca  Magnotismus  und  der  Elektricitat  zu  hegen**)  j 
wir  finden  dagegen,  dass  Schall,  Wärme,  Licht,  Magnetismus  und  Elcktri- 
cität durch  gleiche  Mittel  entstehen,  dass  eine  innige  Verwandtschaft***)  zw!« 


*)  Posen  18«^,  bei  Gebr.  Scherk.  —  Schon  1855  hat  Spill  er  seine  Ansichten 
der  Hauptsache  nach  niedcrjrelegt  in:  „Gemeinschaftliche  Principien  für  die  £r- 
scheinoBgen  des  Schalles,  des  Lichtes,  der  Wärme,  des  Magnetismns  and  der  Elek- 
tricitat.**   Posen,  Mittler*itche  Buchhandlung. 

**)  Die  meisten,  welche  Spiller  anftührt.  sind  unter  denen  enthalten,  welche 
8.860 — 366  des  III.  Jahrg.  d.  Zeitschr.  besprochen  worden  sind;  die  übrigen ,  soweit 
sie  nieht  xlire  Widerlegung  dureli  den  Einwand  der  DnaKsten  finden  kSnnen,  dass  bei 
der  Erregung  der  Elektricitftt  die  elektrischen  Materien  nicht  erzeugt,  sondern 
bloe  geschieden  werden,  Isaten:  Legt  man  Eis  auf  die  LöthstcUe  einer  Wismnth- 
Antiraonkette,  so  erhitH  man  In  der  Kette  Hi^etisnins ;  nimmt  man  statt  des  Eises 
eine  glühende  Kohle,  ho  erhält  man  ebenfalls  Magnetismus.  —  Pi  '  Wirkungen  des 
•lektriachen  Stromes  (und  der  Warme)  sind  so  ge^waltige,  als  von  einem  unserer  Wabr- 
nelmiung  sich  gänzKeb  entsiebenden  Stoffe  wobl  sebWerlieb  ansf^ben  kSnden.  — 
Rein  mechanische  Vorgange  erzeugen  zugleich  oder  nucheinandcr  Töne,  Wärmei 
Lieht  und  unter  Umständen  Elektricitftt  und  Mi^netiHmuH ;  wie  können  durch  densel- 
ben rein  meebaniseben  Vorgang  (s.  B.  den  der  Bewegung,  wie  bei  der  Beibnng  oder 
lieim  T'^rTick)  verscliicdcnc  Stoffe  zugleich  entstilicn?  Jlas  K;>rj)erliclir'  kann  man 
nicht  schaifen,  sondern  nur  in  einen  Znstand  versetzen;  wenn  nun  Bewegung  am 
Snbenden  den  Znstand  Kndert,  obn6  tSn9  f6rt8ebr<iitende  Bewegung  zn  ersengen, 
so  kann  es  nur  ein  B  e  w  e  g  u  n  gs  z  u  3  t  a  n  d  der  Moleküle  sein.  —  Die  Materiali- 
tät der  Wärme  und  Elektricitat  würde  dem  Gesetz  der  Undurchdringlicbkeit  seine 
Allgemeinbeit  nehmen. 

***)  Vcrgl.  S.  360—377  des  III.  Jahrg.  dirscr  Zeitschrift.  Ausserdem  heben  wir 
noch  hervor:  werden  StAhlstabe  durch  einen  elektrischen  Strom  dieeontinuirlich  mag- 
nettsSrt,  so  tSnon  do,  ebenso  dioFlasdien  einer  NebenbaMerie,  wem  die  Ledm^ 
dnreh  dnen  Fonkenmesser  geschieht  (wobei,  weil  des  Glos  in  Longitudinalschwiag- 
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sehen  ihnm  beetelit,  tiisofeni  «jedes  von  IhneB  nicht  nur  sieh  seihst  gewis- 
sermassen  als  Resonanz,  sondern  auch,  die  anderen  mit  oder  ohne  einen  ir« 
dischen  ZwischenlettTper  eraengt,  oder  doeh  gteiehaeitig  mit  anderen  anf- 
tritt;**  es  mnss  daher  „etiras  Gemeinsames  in  ihnen  existiren,  dessen  Uns- 
serliohe  Verscliiedenheit  nicht  in  dem  Givndprfaicipe,  sondern  nnr  in  der 
Verschiedenheit  der  Ktfrperirelt  nnd  der  Intensität  der  err^enden  Kräfte 
an  suchen  ist,"  es  kann  auch  in  den  verschiedenen  Mitteln  der  IBrieagnng 
für  jedes  Einzelne  die  Verschiellenheitnur  eine  scheinhare  sein,  nnd  weil 
nun  Töne  nur  «ladurcli  entstehen,  dass  die  kleinsten  Massentheilchen  einen 
Körpers  in  schwingender  Bewegung  sind,  und  da  durch  Wanne,  Magnetis* 
mns  und  Elektricität  Töne  eraengt  werden ,  so  sind  diese  Erscheinungen 
nnstreitig  auch  Bewegnngs-  und,  weil  keine  fortschreitenden,  so  M ol oku- 
lar be^vogungs  er  sehe  in  ungen.*)  Das  rege  Molekularleben  können 
wir  sehen  bei  louclitonden  Körpern,  hören  bei  tönenden  und  fühlen  bei 
warmen.  Wenn  eine  der  fünf  Erscheinungen  die  anderen  erzeugt,  ko  ist 
dies  nur  als  ein  ,,  U  in  w  a  u  d  1  u  n  g  s  p  r  o  c  e  s  s  **)  für  die  V  e  r  ä  u  d  c  r  u  n  g 
des  ZuStandes  anzusehen.  Die  Verschiedenheiten  sind  nur  durch  die 
Körper,  welche  die  Uebertragung  vermitteln,  bedingt.  ,,Bei  jedem  Körper 
haben  nUmlich  die  Massentheilchen  im  Gleichgewichtszustande,  eine  be- 
stimmte und  bei  verschiedenen  Körperu  eine  verschiedene  Lage.  Bei 

ungen  geräth ,  das  Ohr  am  hesten  in  der  Sfehii»^  der  OlBsfliebea  an  hatte«  .ist) ; 

der  Scli.'vU  wird  in  der  Nähe  eines  kr;irti<jeii  Eloktroraagneten  vorstärkt.  —  Sowie, in 
verscliicdenen  (jascn  die  Schallgeschwindigkeit  verschieden  ist  und  daher  eine  be- 
stimmte Pfeife  mit  versohiedeiMB  Oasen  eilSUt  anoh  T4sr»ehi«dene  T3ne  giebt,  so  ist 
auch  das  elektrisclic  Licht  in  vorscliiodenen  Dämpfen  und  Gasen  verschieden  gefärbt 
(d.  h.  hat  verscliiedene  ächwingungszablen) ,  s.  B.  im  Alkohol-  oder  Aetherdampf 
grünlich,  im  Kohleortoregas  lebhaft  grttnliohblan,  im  WassOTStoÜB  karaioisin  nnd 
matt,  im  StickstofTe  purpurroth  oder  intensiv  blau,  in  Salzsäure  fast  weiss.  —  So  wie 
die  Luft  den  Suhall  entweder  nur  fortptlauzt  oder  selbst  schallt  (in  Pfeifen),  so  ist  es 
auch  in  Beiiehnng  auf  das  Licht  im  Aether  der  Fall :  er  pflanst  s.  B.  das  BomienUoht 
im  Welteuranmo  und  in  allen  für  weisses  Licht  durchsieht! tr-  n  Körpern  fort,  aber  er 
leuchtet  auch  selbst  im  elektrischen  Funken,  wie  im  elekirischen  Eie,  oder  bei  der 
Compression  von  Luft,  ^^'as3er  u.  a.  In  beiden  Fftllen  sind  dori  fortsehreltende,  hier 
stehende  Wellen.  Seihst  die  kurze  Dauer  (^y^oö  Secunde)  de«  Rlitzes  ist  hinreichend, 
eine  grosse  Menge  (800  Millionen)  äusserst  rasch  aufeinanderfolgender  Schwingungen 
geschehen  zu  lassen.  Dass  in  elektrischen  Funken  der  Aether  selbst  leuchtet, 
d.h.  in  8  te  h  e  n  d  e  n  S  c  h  w  ingu  n  ge  n  begriffen  ist,  <xeht  daraus  hervor,  dass  der 
elektrische  Funke  sich  auch  da  zeigt,  wo  eine  eigentliche  Verbrennung  unmöglich  ist, 
z.  n.  im  Stickstoffe,  im  koUensaaren  (2aM,  in  Aetherdibnpfen  (mit  den  bekannten 
Schichtungen),  im  Wasser. 

*)  Die  Molekularkräftc  äussern  sich  ohne  Uücksicht  auf  die  Schwere  und  stehen 
m  den  Schwerkräften,  denen  alle  Körper  als  solche  unterworfen  sind,  nur  insofamin 
einer  gewissen  Beziehung,  als  sie  sich  dann  nicht  auf  mes8bare  Entfernungen 
wirksam  äussern  können  (V) ,  wenn  ihre  Summe  die  Smume  der  Schwcrkriifte  der 
Atome  des  afficirten  KSrpert  nteht  übersteigt,  (i^lektrisehe  nnd  magnetische  An- 
siehnng.)  Die  Wirkungen  auf  u  n  m  e  b  s  b  ;i  r  e  k  1  o  i  n  e  Entfernnnpren  sind  oft  bedeu- 
tend: sie  sind  theils  mechanische  (Capilluruttraction  sprengt  Felsen^,  theils  chemi- 
sche.   Vergl.  Jahrg.  IV  d.  Zeitschr.,  S.  151  ff. 

•••)  Die  S.  17  angeführte  „Umwandhuif;  der  Wärme  in  Spannnnfjselektricität" 
selgt  nur,  dass  die  Wärrae  das  Auftreten  der  lieibungselektricität  in  dem  auf  eine 
helHse  Ofenkaehel  gelegten  nnd  mit  der  trockenen  Hand  gestrichenen  Papiere  er- 
leiehterU 
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Kdxpera  init']a7«ta)liattohemQ«fllge  iSttt  ndi  dietes  an  «lemBlättonlareh- 
gange  leicht  Xnsserlioh  8<^^  warnelimexi  vmä.  Itt  htA  aadecen  m»  dm-Licbt- 
brechangs-  und  PolarisationsgeBetMii  au  fohliessen/*  nach  welchen  ^die 
Lage  der  Molekel  eine  solche  sein  miuf ,  daae  sie  den  Lichtschwingongen 
bei  der  Brechung  den  Eintritt  gestatten,  waa  nw  geeehehen  kann,  wenn 
die  Schwingnngen  in  der  Kichtung  der  Lagemngen,  also  mit  ihnen  parallel 
geschehen,  während  bei  der  vollständigen  Polarisation  dnrch  Re- 
flexion  die  Lichtwellen  senkrecht  auf  jene  Schichtungen  (nicht  anf  die 
Begrenzungsfläche  des  Körpers)  treten  müssen,  nm  vollständig  polarisirt*) 
zu  werden.  Bei  jedem  krystalHuischen  Körper  müssen  also  die  Schichtun- 
gen der  aus  Atomen  bestehenden  (?)  Molekel  gegen  die  natürlichen  Grenz- 
flächen stets  einen  Winkel  bilden,  der  die  Ergänzung  des  Brechungswinkels 
zu  90  Graden  ist.**)  So  wie  nun  eine  Kraft  die  natürliche  Anordnung  der 
aus  Atomen  bestehenden  Gruppen  der  Moleküle  bei  ii^end  einem  Körper, 
mag  er  in  seinem  natürlichen  Zustande  erscheinen,  oder  durch  künstliche 
Mittel  dargestellt  worden  sein  (Glas,  Papier,  Siegellak,  Stahl)  vorüber- 
gehend ändert,  so  treten  je  nach  den  Umständen  und  der  Tsatur  der  in 
Wechselwirkung  stehenden  Körper  die  Erscheinungen  des  Schalles,  der 
Wärme,  der  Elektricität  und  des  Magnetismus  auf  und  sind  unter  allen 
Umständen  weeendich  eine  Folge  des  Bestrebens  aller  Massentheilchen 
ein^r  jeden  ctmatitnirton  Mawe,  in  der  Öieiehgewiehtslage  an  yeriiarren, 
worauf  sieh  nur  eiafaehe  oder  Baaammengesetate  oseillato- 
riache  Erscheinungen  ergeben  kennen.  Je  gleiehmlssigar  fomer 
ein  Medium  tat,  und  je  weniger  von  fremdartigen  Körpern  unterbrochen, 
desto  besser  pflaaat  es  ^e  Erscheinung  fort  In  dm  sdilechten  Leitern 
sind  die  Holekularbeweguagen  einem  htnfigea  Wechsel  ausgesetat,  wo- 
durch  sie  abgetndert werden^ in  den  guten  nicltt.  Dort  werden  stehendeBe- 
wegungen gebildet,  luer  sind  nur  fortschreitende.*****)  Der  Aether  kann 
seine  Schwingungen  durch  eine  fortdauernde  Einwiirknng  auf  die  Theilr 
eben  der  ▼ersehiedenen  Körper  Ubertragen;  der  Orad  aber,  in  welchem 
dies  geschieht,  hängt  won  der  Natur  des  Stoffes,  Ton  der  inneren  Struktur 
und  von  der  Oberflächenbeschaffenheit  wesentlich  ab;  je  rauher  besonders 
die  Oberfläche  ist,  desto  leichter  nimmt  der  Körper  von  aussen  kommmido 


♦)  Da  nun  Elektricität  und  Magnetismns  die  Polarisationsebcne  drehen,  so  be» 
weisstdiess,  dass  sie  die  Gleichgewichtslage  der  Molekel  ändern. 

*•)  „Die  merkwürdip^e  Erschcinttn|f ,  dass  *ine  Glasscheibe  doppelt  brechend 
wird,  wenn  sie  durch  Longitudinalachwlng'nngen  zum  Tönen  gebracht  wird,  lässt  sich 
aus  diesem  GcHichtspunkto  leicht  erklären.  Die  durch  das  Tönen  der  Scheibe  er- 
•  seeglca  Schwingungen  der  Moleküle  gestatten  dem  auf  sie  fallenden  Lichtstrahle  * 
MUMr  dem  gewohiüiehen  Wege  der  Befraetion  noch  «of  einen  «weiten  den  Dnreh- 
gang." 

***)  Und  docli  sollte  im  elektrischen  Fanken  der  Aether  selbst  (für  sich  oder  in 
Nichtleitern?)  in  stehenden  Schwingungen  begriffen  sein.  —  Damit  bringt  Spill  er 
auch  das  Auftreten  der  magnetischen  (am  Stahl)  und  elektrischen  (am  Harz)  Zonen 
in  Yerbiadiing  nad  leitet  es  ans  der  Unfithigkeit  des  SteUs  nnd  des  Usises  la  leg- 
ten ab.  - 
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Bcliwi^ttngfen  auf,  desto  leiebter  giebt  er  aber  auch  seine  eigenen  nacb 
Mflsen  ah.  Nach  Maasgabe  seiner  Natur  also  wird  jeder  Körper  die  an  ihn 
gelangenden  Schwingungen  aufnehmen  oder  nicht,  ungeändert  lassen  oder 
in  andere  umwandeln.  Für  den  Schall  aind  nur  die  irdischen  Körper 
Träger,  für  die  Übrigm  Erscheinungen  aber  ist  auch  der  kosmische 
Aether  ein  Fortpflanzungsmittel;  demnach  ergeben  sich  aosser  demSohaU 
bereits  folgende  Schwingungsarten: 

Licht  ohne  AViirme,  d.  h.  bloso  Aotherschwingungen ; 

Wärme  ohne  Licht,  d.h.  Schwingungen  irdischer  Körper  mit  einer 
für  Licht  noch  unzureichenden  Schwingungssahl  des  den  Körper  durch- 
dringenden Aethers. 

Licht  mit  Wärme,  d.  h.  vereinte  Schwingungen  des  Aethers  und 
der  von  ihm  durchdrungenen  Körper. 

Als  Träger  der  Lichtschwingungen  kann  nur  der  Aether  angesehen 
werden;  als  der  der  Wärme  der  Aether  und  die  irdischen  Körper ;  die  Ver- 
breitungsweise der  Wärme  in  jenem  nennt  man  Strahlung,  in  diesem 
Leitung.'^')   Der  leere  Kaum  kann  also  nicht  leiten,  sondern  nur  strahlen. 

Der  Unterschied  zwischen  der  Wftrme,  der  Elektricität  «ad  dam  If ag- 
netismna  liegt  in  der  Form  der  Schwingungen;  die  G^talt  der  Seliwiiig- 
ungsbahn  aber,  ist  dabei  nnr  insofern  von  Einflaas,  als  sie  eben  die  Bahn 
einer  einfaaheii  Schwingung  oder  einer  ausammeageietatea  ist.  WShrend 
nXmlieh  beim  Sehall  und  beim  Liebte  nichta  Aber  die  Lage  des  Pnnktes 
▼oransgesetat-  wurde,  nm  welchen  die  Theilchen  schwingen  (wir  wollen  ihn 
mit  Spiller  den  Gleiohgewichtspnnkt  nennen),  ankommt flir Wirme, 
ElektricitJU  and  H^^etismns  die  Bedingnng  hinan,  dass  der  Olelehge- 
wichtspnnkt  anaserhalb  ider  natflrlichmi  Gleiehgewtchtalage  des 
Körper-  oder  Aethertheilchens  liege,  in  weleher  das  Theilchen  aar  Rvhe 
gelangen  wfirde.  Wenn  mgi  der  Gleichgewichtqpnnkt  mit  dem  Theilehen 
sogleich  nm  die  GleiehgjBwiehtslage  schwingt,  so  ist  jede  Sohwingong  des 
Theilchens  eine  Wärme  Schwingung;  macht  der  Gleichgewichtspnnkt 
mit  den  nm  ihn  schwingenden  Theilchen  selbst  eine  Yieirtelscbwingnng,  so 
bedeutet  jede  Schwingung  der  Theilchen  einen  Torttbergehenden, 
momentanen,  die  Aufeinanderfolge  der  Schwingungen  aber  einen  dan- 
ernden  elektrischen  Strom;  schwingen  endlich  die  Theilchen  um  den 
in  irgend  einer  Lage  ansserhalb  der  Gleichgewichtslage  fixirten 
Gleichgewichtspunkt,  so  sind  dies  magnetische  und  statisch  elek- 


*)  Dieser  Unterschied  zwischen  Btrabinng  und  Leitung  lässt  sich  auch  iiir  die 
Elektricität  beibehaltf n  ,  indem  irinn  zugleich  annimmt,  dass  das  Klcktrißchsein  ein 
Schwingen  der  Kürpertheile  voraussetze,  wiUirend  in  der  elektrischen  Strahlnng  nur 
die  Aethertheilchen  schwingen.  Weil  aber  bei  letzterer  die  elektrischen  Nichtleiter  nn- 
olektrisch  bleiben,  so  muss  man  wohl  die  durchsichtigen  Körper  mit  den  Nichtleitern".' 
«af  gleiche  Stufe  stellen,  nicht  mit  den  Leitern,  wie  es  Spiller  (S.  12)  thut.  Für 
das  lacht  giebt  es  in  diesem  iSinue  keine  Leiter,  da  bei  ihm  Stets  UcS  4er  Aether 
schwingt.   YcrgU  372  des  Jahrg.  m  d.  Zeitacbr. 
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tficohe  Stkwingangeii ,  welolio  «atev  sieb  ganz  gleieh  bedentoiid  aiud.*) 
Schall,  Lieht  und  Wärme  berahen  also  auf  Schwingungen  um  die  Gleieh- 
gewiehtilage,  der  MagnetiBBinB  and  die  SpannnngselektrioiUlt  auf  Sehwiag- 
nngen  um  einen  aiuaerhalb  der  Oleichgewichtdage  fixirten  Gleiehgewiehto- 
pnnkt  und  der  eldctrisehe  Strom  auf  Schwiagonge»  nm  einen  eelbit  wieder 
um  die  Gleichgewichidage  acfiwingenden  Gleiehgewichtsponkt.  Hören  wir 
»w  aanlehat,  wie  Spiller  an«  diesen  ErklXmngea  die  Einadnheiten  ab- 
leitet,  um  daran  einige  Bemerknngen  an  reihen. 

1.  Wärme. 

Unter  Zurückweisung  der^nnabme  besonderer  Wärmesphären,  welche 
die  ruhcnileu  Atome  wirbelnd  umkreisen,  giebt  Spiller  folgondc  Er- 
klärung: „Durch  Druck  oder  lieibuug  kommen  die  Molekel  der  Körper 
iius  ihrer  natürlichen  Gleichgewichtslage  und  vollführen,  indem  sie  wieder 
in  dieselbe  zurückkehren  wollen,  so  lange  oscillatorlschc  Bcwogungen  nicht 
um'*'''')  ihre  GlcichgewiclitspunktOi  soudoru.  mit  diesen  Punkten,  bis  das 

*)  Spillcr  glcbt  weder  eine  Zusammenstellung  der  Verschiedenheiten ,  noch 
für  jede  Scliwingung.sart  eine  ausführliche  und  erschöpfende  Angabc  ihrer  charakte- 
ristischen Merkmale ;  die  obige  ZosaoimensteUttng  ist  den  an  verschiedenen  Öteilen 
mit  nicht  allxugrosser  Klarheit  seratreuten  Andeutungen  über  die  Eigenschaften  der 
Schwingungen  augepasst  worden  und  hoffentlich  der  Ausdruck  der  Ansicht  S  p  i  U  c  r  s, 
obgleich  sie  von  den,  in  seinem  um  1  Jahr  früher  erschienenen  Grundrisse  der  Physik 
(Triest  1857)  aufgestellten  ErklXmngen  etwas  abweicht.  Dort  sagt  Spill  er:  bei  dem 
Schalle,  dem  Licht  und  der  Wärme  sind  die  Schwingungen  fortschreitend;  daher 
ist  in  dem  fortpflanzenden  Medium  ein  Widerstand  vorhanden ;  es  entstehen  Maxima  und 
Minima  der  Verdichtung  (?);  die  Fortpflanzung  ist  eine  allmälige.  Bei  dem  Magne- 
tismus und  der  Elcktricitlit  sind  stehende  Schwint;ungen  der  untrennbaren  Ma.sson- 
theilchcn  um  ihren  Sohwerpnnkt;  daher  ist  der  Widerstand  unendlich  klein,  und  die 
BdiwiaguDgen  mfitsen  sieh  in  einem  KSrper,  welcher  ein  unontethroehenes  Ganxe 
bildet,  fast  momentan  fortpflanzen.  CohüsionsverhiiltnisMe  und  die  Natur  c  im  s  ,Stof- 
fea  können  es  bewirken,  dasa  die  in  ihm  beginnenden  Oscillationon  fixirt  worden;  so 
ist  es  beim  Magnetismus ;  er  ist  eine  fizirte  ^Oseillation  sSmmtlieher  Massen- 
tlieilclien  um  ilii  cn  (J 1  o  i  i: h  g  e  w  i  l  Ii  t  s  im  k  t  nach  ehiei  loi  Richtung,  so  dass  die 
OsciUatiouen  aller  mit  ihren  gieicligorichteten  Kaden  nach  einer  gowisiien  Richtung 
dort  den  Nordpol,  die  Oselllationen  naeh  der  entgogengesetsten  Seite  den  Südpol  ge- 
ben. Die  Welte  der  Schwingung  bedingt  die  Stilrke  des  Magnell.smus.  ])ei  Zustand 
bei  Magnetismus  und  elektrischen  Spannungserscheinungen  ist  ein  statischür;  in  den 
elektrischen  Stromeracheinnngen  findet  ein  fortwährendes  O«  etil  Iren  jen- 
seits und  diosseitK  der  Gl  c  i  c  h  g c  w  i  c h  t  s  1  a  g- c  ^^tatt  ,  i  s  ist  ein  oscillatori- 
sches  Erzittern  jenseits  und  dieser  Lage,  eine  thuilwcise  und  zeitweise  Fixirung  der 
e&iseitigen  Lage  und  dessbalb  erfolgt  aneh  ein  Hagnetisiren. 

**)  Ich  vcrmuthe  fMt ,  dass  Spillcr  hat  schreiben  wollen :  nicht  allein  um 
etc. . .  *  Was  sollte  num  sonst  unter  einer  Schwingung  eines  Theilcheus  mit  seinem 
Oleiehgewiditspnnkte  Terstehen?  Und  welche  Lage  haben  dabei  die  Theilohen  gegen 
ihre  Gleichgewiclit  punkte  ?  S  piller  giebt  zwar  im,, Phantom"  keine;  Erklärung  des 
Wortes  Gleichgcwicbtspunkt,  doch  geht  aus  der  Erklärung  der  Form  der  elektrischen 
Sehwingung  (8. 34)  deutlich  gsnng  hervor,  dass  der  Mittelpunkt  der  Schwingung  darun- 
ter zu  verstehen  ist.  Wenn  aber  dieTheilchen  nicht  auch  um  ihre Gleichgewiehtspunkte 
schwingen,  so  ist  es  ganz  überflüssig,  zu  sagen,  dass  sie  mit  ihren  Gleichgewichts- 
pnnkten  schwingen,  denn  dann  treten  eben  überhaupt  keine  Gleiehgowichtspnnkte 
auf  oder  sind  wenigstens  von  den  Thcilchen  selbst  nicht  zu  sondern.  Wenn  ferner  ,,die 
Wiirmc  in  Schwingungen  der  lilolekülc  jenseits  und  diesseits  ihrer  natürlichen  Gleich- 
gewichtslage, Elektricitüt  in  Schwingungen  jienseits  oder  diesseits  dieser  Lage  bo- 
siehiH  (8. 46)  nnd  bei  den  elektrischen  Schwiugnngen  ,tdio  MolekUe  um  Ihr«  Oleiob- 
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Gleichgewicht  Aller  denelbeii  Kdrpers  und  selbst  der  umgebender  K9rper 
wieder  hergestellt  oder  bis  Temperaturausgleichung  erfolgt  ist.  Die  Br- 
seheinungen  am  Thermophon  dienen  su  einem  direeten  Beweise  davon, 
dass  die  Wlirme  in  Sehwingungen  der  Irdisehen  Körper  be- 
steht, wobei  die  Gleiohgewiebtspankte  der  Molekel  selbst 
nach  jenseits  und  diesseits  der  Glei*ch^ewichtsl«ge  in  allen 
beliebigen  Ebenen  schwingen."  Allein  die  CkiineidensstSsse  nnd 
Tdne,  welche  am  Thermophon  entstehen,  beweisen  nicht  mibedingt,dass  die 
WSrme  ans  Schwingungen  besteht,  sondern  nur,  dass  sie  Schwing[angen 
▼eranlasst;  denn  die  Ursache  der  StOsse  nnd  TSne  kSnnte  auch  eine  ab- 
wechselnde Ansdehnnng  nnd  Znsammenaiehnng,  Hebnng  und  Senkung  der 
von  den  kalten  Theilchen  zunächst  berflhrten  warmen  Theilchen  sein ,  wo« 
dnrtfh  eben  die  kalten  in  Schwingungen  versetat  werden.  Die  $chwing- 
nngsform  aber  lässt  sich  vollends  daraus  nicht  entnehmen,  wenn  man  nicht 
etwa  die  Wärmeschwingangen  als  mit  den  tönenden  gleichbedeutend  gelten 
lassen  will,  sie  nicht  als  ansammengesetate,  sondern  als  einfache  Schwing- 
ungen 'betrachtet. 

Nun  folgen  dio  Erklärnngen  der  WSrmeerscheinungen. 

ö)  ,,l)ei-  Tcinperaturgrad  ist  proportional  der  Schwingungszahl." 

c)  ,,Die  Amplitude  der  Wärmeschwingnngen  ist  bei  einer  bestimm 
ten  Temperatur  vou  dem  Stoffe  abhängig  und  wächst  mit  wachsender  Tem- 
peratur nn  einem  bestimmten  Stoffe,  d.  h.  dehnt  ihn  mehr  und  mehr  aus." 

c)  ,, Jeder  Körper  befindet  sich  nach  der  Xatur  seines  Stoffes  und  nach 
«einem  Aggregatzustande  in  einem  gewissen  thermischen  Schwing- 
zustande, oder  er  hat  einen  gewissen  Grad  g e  bu nd  e n e  r  W  är  m  e  ,  d. h. 
er  hat,  wenn  auch  die  W  ärmeschwiugungen  in  ihm  ruhen,  eine 
gewisse  Fähigkeit  durch  eine  gewisse  WUrmet^uello  zu  verschiedenen 
Wärmeschwinguugen  angeregt  zu  werden." 

Da  jeder  Körper  immer  irgend  eine  Temperatur  bat,  so  ist  er  demnach 

gewichtspnnkte  jenseits  oder  diesseits  der  Gleiehgewiehtslsge**  (S.  36)  schwingen, 
wenn  endlich  kaam  ireendwo  mit  Bestimmtheit  die  Wärmeschwingiuig«n  als  einfache 
beseiohnet'werden,  so  liegt  es  nicht  eben  fern,  bei  den  „doppelseitigen  Wärmeschwing- 
iingen  mit  wachsender  Elongation"  (S.  45)  auch  an  ein  ßcliwingen  der  Th6il<^en  nm 
4ie  Gleichgewichtspunkte  zu  denken,  weil  sonst  nicht  Schwingungen  jenseits  und 
Behwingungen  diesseits,  sondern  nur  Schwingungen  nach  jenseits  und  diesseits  der 
Gleichgewichtslage  vorhanden  wären,  die  sich  in  Nichts  von  den  Schall-  und  Liclit- 
srawingungen  unterschieden.  Auch  stimmt  die  Krkbimng  mit  der  Lesart:  nicht 
allein  um  besser  zudem  daraus  gezogenen  Folgirungen  besonders  zu  S.  87:  „der 
elektrische  Strom  enthält  ferner  die  Bedingungen  r.n  Würmeschwingungen;  denn  die 
ausserhalb  des  Gleicheewiohtsponktes  der  Molekel  liegenden  Atome  sohwingen  jedes 
fSr  sich  jenseits  und  diesseits;  Ja  es  iSsst  sich  denken,  dass  bei  einer  bedeutenden 
elektromotorischen  Kraft  die  Gloichgcwichtspnnkte  selbst  fiuoli  in  Schwingungen  ge- 
ratbea,  wodurch  die  Temperatur  erhöht  wird;'*  zu  S.  48:  „bei  der  Abgleichong  der 
elektrischen  Gegensätze  (+  und  — )  sciiwingen  die  Moleküle  zu  beiden  Seiten  der 
Gleichgeu  ioht^ilatron  der  Act  der  Neutralisation  ist  daher  eine  Umwandlung  von  Elek- 
tricität  in  Wärme;'*  und  zu  Seite  51 :  ,,su  dass  die  ausserhalb  der  Gleichgewichtslage 
Bchwingenden  Atome  der  Holekfilc  (!)  die  Wilrmeerscbeinnngen  herrorrnfen ,  welche 
aodaan  die  Molekttle  mit  Ihren  OleiclHpirichtzpuDkten  erfaszt." 
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beständig  in  WUrraoschwingungon  begriffen,  gelangt  nie  zurKuhe,  höch- 
stens zur  Beharrung,  und  dann  bedingen  die  Temperatur  und  die  lieschaf- 
fenheit  des  Stoffs  durch  iliren  Einfiuss  auf  die  Amplitude  das  Volumen 
und  bei  Temperaturveränderungen  die  relative  Ausdehnung.  Bei  ver- 
schiedenen Körpern  ist  also  bei  gleicher  Temperatur  das  Volumen  und  bei 
gleicher  Temperaturänderung  die  durch  deren  Einfluss  auf  die  Amplitude 
erzeugte  relative  Ausdehnung  verschieden.  Bei  gleichen  Körpern  von  ver- 
schiedener Grösse  und  bei  gleich  grossen  verschiedenen  Körpern  wird  also 
auch  durch  eine  bestimmte  ihnen  zugcfuhrto  Wärraemenge  (d.  h.  durch 
ein  bestimmteB  auf  sie  übertragenes  Schwingangsmoment) .  die  Schwing» 
nngszahl  in  Tortfebiedener  Weise  abgeändert,  also  eine  verschiedene  Tem->« 
peratnrerhObnng  hervorgebracht  werden,  es  haben  aho  die  Körper  Ter- 
schiedene  Wftrmeeapacität,'^)  aber  die  Atome  d6r  ehemiaehen  Ele- 
mente haben  aUe  dieselbe  WXrmeeapaeitKt  Der  Einfluss  dea  Stoffes 
auf  die  FttgUchkeit  der  Fortpflansnng  TOn  Wlbrmeschwingangen  in  ihm 
bedingt  die  Leiten gsfähigkeit;  Strahlnng  und  Leitung  nnterscheiden  * 
sieh  in  der  frfiher  angegebenen  Weise  und  der  Orad  der  Leitongsf^ihigkeit 
wird  nach  der  Geschwindigkeit  bemessön,  mit  weleher  die  Fortpflananng 
erfolgt.  Obwohl  Spille r  den  ursächlichen  Znsammenhang  swischen  Am- 
plitade,  Schwingnngssahl,  Temperatur ,  Ansdehnnng  n.  8.w.  nicht  weiter 
begründet  hat,  so  ist  es  doch  leicht  denkbar,  dass  ein  solcher  Torhanden 
sein  kann,  nnd  dann  sind  die  daraas  gezogenen  Folgerungen  richtig«  IGsS' 
lieber  steht  es  um  die  Erklärung  der  gebundenen  Wärme.  Zuvörderst,  wie 
soll  man  sich  den  thermischen  Sch  wingnngsznstand  des  Körpers  vor- 
. stellen,  wann  die  Schwingungen  in  ihm  ruhen,  weil  der  Körper  irgend 
eine  Temperatur  haben  muss?  Fällt  die  Erklärung  der  gebundenen  W^rme 
nicht  mit  jener  der  Wärmecapacität  ausammen?  Es  Hess  sich  aber  die 
Schwierigkeit  wohl  umgehen,  wenn  man  etwa  sagte:  jeder  Körper  bedarf 
au  seinem  Bestellen  in  einer  gewissen  Form  (Grösse  und  Aggregatzustand) 
einer  gewissen  Amplitude  und  Schwingungszabl  seiner  Wärmeschwingun- 
gen und  diese  sind  gebunden,  d.  h.  sie  können  ihm  nicht  genommen  wer- 
den, so  lange  er  in  dieser  Form  bestehen  soll  und  muss;  wird  ihm  WUrme 
genommen  oder  neue  zugeführt,  so  muss  sich  seine  Form  ändern;  wird 
durch  äussere  Kräfte  seine  Form  geändert,  so  wird  durch  die  äusseren 
Kräfte  das  Volumen  und  mit  diesem  die  Amplitude  vergrössert  oder  ver- 
kleinert, und,  da  das  Schwiugungsmoment  im  Körper  ungcändert  geblieben 
ist,  so  wird  die  Schwingungszahl  vermindert  oder  vermehrt,  d.  h.  die  Tem- 
peratur fällt  oder  steigt,  und  es  wird  entweder  von  der  Umgebung  aufge- 
nommen oder  an  sie  abgesetzt,  was  der  Körper  an  Wärme  bedarf  oder 
überflüssig  hat,  es  wurd  Wärme  gebunden  oder  frei.  So  ist  es  auch  bei  der 

*)  Die  Körper  von  grosser  W{irmecapacität  ähneln  dbn  elektrischen  Isolatoren  ; 
beide  lassen  sich  schwer  in  Sehwingaagen  V6rsets«n,  aohwingcn  dann  aber  auch  um 
so  länger. 
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Aendening  des  Aggregatzustandes  und  zwar  in  erböhtem  Maasse;  desglei- 
chen bei  cliemisclien  Veihiudungen  und  Zersetzungen,  bei  Losungen,  bei 
Auscheidung  oder  Aufiialmie  von  Wasser  bei  der  "Krystallisation  oder  bei 
chemisclieu  Vorgängen  (Krystallisations-  oder  Coustitutionswasser).  Daran 
schliesst  sich  endlich  ganz  natürlich  der  Einfluss  der  Wärme  auf  das  Zu- 
standekommen oder  die  Lösung  chemischer  Vorbindungen ;  es  regulirt  näm- 
lich die  Wärme  theils  die  Entferimug,  theils  die  Geschwindigkeit  der  Be- 
wegang  der  einulneii  Tfaeilchea  und  msolil  sie  Air  die  chemkcher  Ywbfaid- 
vog  loelur  oder  weniger  geeignet 

2)  Der  elektrische  Strom. 

Der  thermoelektrische  und  ehenso  der  eontaotelektrisehe  Strom  entsteht 
,,dvrch  den  Conflict  der  einander  entgegenkommenden  Wärme- 
Schwingungen  der  beiden  Metalle  miteinander  nnd  mit  der  in  dem  Behar- 
rungsvermögen der  Moleküle  des  Leiters  liegenden  dritten  Kraft  und  be- 
steht aus  zusammengesetzten  Schwingungen  der  Moleküle 
ausserhalb  (d.  h.  diesseits  oder  jenseits)  der  Gleichgewichtslage 
nm  ihre  Glcichgo wichtspunkte.  Es  entfernen  sich  also  zunächst 
die»Gleichgewichtspuukte  aus  der  Gleichgewichtslage  ab  (s. Taf. IV, Fig.  13) 
4n  eine  neue  Lage  cd  (Haupt Schwingung),  um  welche  dann  zwischen 
mn  und  op  die  Moleküle  schwingen  (Nebenschwingung),  „wobei  die 
Erlangung  der  von  ab  entfernteren  Lage  mn  die  Ladung  und  die  der 
näheren  op  die  angestrebte  Entladung  bedeutet,  indem  ab  die  voll- 
ständige Entladung  ist."  Diese  Erklärung"')  ist  oHeubar  der  Erklärung 
der  Wärmeschwingungen  nacbgebildot.  Dort  fehlte  die  Begründung  und 
selbst  die  Erläuterung  des  Schwingens  der  Gleichgewichtspunktc  um  die 
Gleichgewichtslage,  liier  findet  sich  eine  anderweitige  Unbestimmtheit. 
Das  Wort  ,,an8se  r  h  al  b"  scheint  nämlich  anzudeuten,  dass  cd  eine,  Ave- 
nigstens  lür  eine  gewisse  Zeitdauer  bleibende  Jjage  sei,  und  S.  47  sagt 
Spill  er,  dass  ,,bci  der  Reibungselektricität  die  Spannung  (Hauptschwing- 
uug)  grösser  sei,  d.  h.  die  Moleküle  auf  die  Dauer  weiter  aus  ihrer  Gleich- 
gewichtslage gebracht  seien,  als  bei  der  durch  Bertthrung  erseugten.*'  Da* 
gegen  Iftsst  die  Beseichnnng  als  „Hsuptschwingung"  und  die  Bemer- 
kung, dass  dieselbe  nait  der  Wärmedifferena  der  LOtbsteUen  wachse  (S.35), 

*)  Eine  Art  Beweis  folgt  S.  :  ,, Davon,  dass  der  elektrische  Strom  wirklich  in 
einer  lebeudi|;en  Oscillatiou  der  Moleküle  um  ihre  Oleichgewichtspnnkt«  jenseits 
oder  diesseits  l)e8telit,  iriebt  die  Erscheinnng  der  ElektrieltSt  an  den  Kaotenlinien 
der  Klanf^figuron  einen  l;lurcn  I>ewcis,  indem  zwei  durcli  eirip  Knoterilinie  f;f('scliie- 
dene  Tbeile  entgegengesetzte  ächwingungsphasen  besitzen,  die  für  die  Holeküle  i  n 
der  Knotenllttie  dnreh  Rflck:tnr1niBjf  der  CobXsion  und  ElasticitEt  des  Stoffes  nidit 
blos  einfaclie  Osc  ilI;iti.jiicn  (Hauptscliwinguncr)  bleiben  können ,  sondcn  ii  ausserdem 
iu  (Neben-)  ScUwiugungen  ausserhalb  der  Uleichgewichtslage  übergehen  müssen/' 
Hier  fehlt  es  wohl  an  Klarheit.  Die  Knotenlinien  sind  doeh  in  Bnhe,  da  sidi  in  ihnen 
die  cntgef;:engesetzten  Antriebe  zu  8eli winj^ungen  nuszuglcicben ,  oder  sind  sie  blos 
rüpksiübtlich  der  tönenden  öchwiuguugeu  in  lUahe  und  zugleich  in  elektrischen 
Schwingungen  begriffen? ' 
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verniTithen,  imv  cd  selbst  um  nb  schwinge.  Da  ferner  »der  elektrisctie 
Strom  in  Bewegung  begriffener  Magnetismus  sein,"  und  da  er  „durch  die 
während  des  Stromes  einseitig  bleibende  Hauptachwinj^ung  dargestellt 
werden"  soll,  da  endlich  im  Magnetismus  eine  Vierteloscillation  (Ilaupt- 
scbwingung)  fixirt  ist,  so  dürfte  auch  während  der  Dauer  des  Strome^^der 
Haiiptschwingung  vollendet  werden.  In  Fig.  13  wurde  cd  in  awei  fW- 
schiedenen  Lagen  gegen  ab  gezeichnet,  um  damit  die  Existenz  von  posi- 
tiven und  negativen  Htrömcn  anzndenten;  denn  wenn  die  Massen- 
theilchen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  natürlichen  Lage  schwingen,  so 
sind  die  Strome  entgegengesetzt.  Auf  Seite  40  ist  ein  momentaner  elek- 
trischer Strom*)  als  eine  einzelne  Schwingung  ausser  der 
Gleichgewichtslage  und  auf  S.  41  als  eine  einseitige  (d.  h.  |)  Oscil- 
lation  (der  Hauptschwinguug)  bezeichnet.  Endlich  sclieint  aus  der  Stelle: 
„bei  der  Untersuchung  der  Wirkungen  eines  solchen  Stroms  kommt  es  auf 
die  Elongation  der  Hauptschwingung  an,  oder  wie  weit  8icli«jedes  Molekül 
um  den  Gleichgewichtspunkt  dreht,  und  auf  die  Amplitude  und  Scliwing- 
nngssahl  der  Nebenschwinguugeu  '''"^'j  um  diese  neue  Lage.  Jene  bedingt 
die  aogenannten  Intensitttts*  (meebanisehe ,  physiologische  Wirkung), 
diese  die  'Qaantitstsersclieinungen  {chemische  Wirkong,  Lieht, 
WSnae)"  fast  m  folgen,  dass  Spill  er  weniger  jedem  Theilehen  eine 
selbelstättdige- Schwingung  zugesteht  als  vielmehr  In  üebereinstim- 
mung  mit  der  bildliehen  Darstellnng  in  Fig.  18  sich  eine  Reibe  binterein- 
anderliegender  Tbeilcben  wie  ein  Doppelpendel  scbwingend  TorsteHt;  dann 
würde  aber  wobl  jedes  solehe  Deppelpendel  beide  Elektricitftten  an  seinen 
Enden  nnd  daiwiscben  im  Dorcbsebnittspuilite  e  eine  IncBfÜBrensBone 
adgen. 

3)  Magnetismus. 

Auch  die  Erklärung  des  Magnetismus  leidet  an  Unbestimmtheit ;  sie 
laatet:  ,^ndlieh  liegt  in  den  Schwingungen  des  elektrischen  Stromes  noch 
ein  sehr  wichtiges  Moment.  Die  Atomgruppen  oder  Molekel  schwingen 
nämlich  nicht  blos  um  ihre  Gleichgewichtspunkte,  sondern  theils  jenseits, 
theils  diesseits  derselben f)  und  sind,  wie  lauge  der  elektrische  Strom 
durch  den  Leitungsdraht  geht,  so  lange  entweder  nur  jenseits  uudtt)  nur 

-         *  * 

*)  Eüae  Erklärung  des  eonttnidrlidiea  Strones  findet  sich  nirgends ,  blos  dl« 

Andeutung,  „d&ss  die  Moleküle,  so  lange  der  Strom  durch  (Icn  Draht  geht,  entweder 
nur  diesseits  oder  nur  jenseits  schwingen."  Wie  soll  man  nach  dem  Obigen  einen 
dauernden  Strom  ^Mfaiiren? 

**)  ,,Dms  Ml  jedem  Strome  auch  eine  gewisse  Schwinpuufj^szahl  der  Neben- 
sehwingungen  gehSrt,  beweist  der  Umstand ,  das*  nicht  die  Länge  des  von  disconti- 
mdriiehen  Strien  durehflossenon  Drahtes ,  sondem  die  IntensitXt  des  Stromes  die 
H5he  des  Tones  bestimmt," 

***)  Doch  haben  wenigstens  „alle  Moleküle  gleichseitig  dieselbe  Elongation  der 
nmptsdiwingang  nnd  dieselbe  AmpUtude  in  der  Nebcnisehwingung." 

t)  WusHcn?  der  GleichgewiditspQakte  odcr  der  CHwdhgewichts  lagef 

tt)  Soll  wohl  heisseu:  oder« 
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diesseits  jener  Lage.  Diese  vorübergehend  fixirto  Schwingung  ist 
der  Th  ermo  -  o d er  Elek  t r  om  n  e  t  is  inug,  und  wenn  die  Fixirunp;  die- 
ser Vicrteloscillation  auf  die  Dauer  gesc-hioht  und  nach  der  Natur  der  Körper 
ohne  neue  Erregungen  in  ihnen  festgehalten  wird,  der  gewohnlicho 
Magnetismus,  der  sich  aber  seinem  Wesen  nach  von  jenen  nicht  unter- 
scheidet. Die  Grösse  der  Elongatiou  bedingt  seine  Stärke."  Dass  hier 
nur  von  Fixirung  einer  Vierteioscillatiou  der  II  au pt  Schwingung  die 
liede  ist,  zeigt  S.  30.*)  Ist  denn  aber  eine  fixirte  Schwingung  überhaupt 
noch  eine  Schwingung?**)  Oder  fallen  die  Nebenschwingungen  weg? 
Dann  waren  aber  Magnetismus  und  Elektricität  wesentlich  verschie- 
den f.  was  sie  aber  nach  S.  42  nicht  sein  sollen.  Sie  stehen  vielmehr  in 
folgender  Weduelbesiehung :  „Der  elektriaclie  Strom  Ut  in  Bewegung  be- 
griffener Magnetismut  nnd  Magnetisrnns  igt  snr  Bähe  geibradite  Elektriei« 
tXt.***)  Dieien  S«ts  sacht  Spiller  aus  den  Indnctionserscheinungen  zn 
bewdsenj  all«in  es  kenn  auch  diesor  Versach  nicht  als  gelangen  und  gentt- 
gend  beieiehnet  werden.  Zaerst  nJbnlich  wird  doch  die  „zur  Rohe  ge- 
brachte iqagnetische  ^ertelosdllation**  bei  der  magnetomagnetisehen  Ih- 
dootion  nnr  dadorch  indactrt,  dass  sie  eben  gemacht  wird;  beTmr  sie  fixirt 
wwdeii  kann,  moss  sie  gemacht  werden;  während  sie  aber  gemacht  wird, 
ist  sie  Magnetismas  in  Bewegnng,  d.  h.  ein  momentaner  dektrischer  Strom. 
Wenn  dabei  ferner  in  der  angegebenen  Weise  dorch  rasche  Umkehrang  der 
z.  B.  den  durch  Erdmagnetismns  magneUsch  gewordenen  Stange  ans  einer 
Lage  ii^derlncUnationsrichtung  in  die  en^egengesetzte,  die  Theilcben  der 
Stange  selbst  „eine  einaeine  Schwingung  ausserhalb  der  Gleichgewichts- 
lage machen,  d.  i.  einen  momentanen  elektrischen  Strom  zeigen,"  so  müsste 
eben  dieser,  sowie  der  in  der  Stange  beim  ersten  Auftreten  des  Magnetis- 
mus entstehende  Strom,  wieder  in  einem  benachbarten  Leiter  zwei  Ströme 
wecken,  einen  bei  seinem  Beginn  nnd  einen  zweiten  bei  seinem  Verschwin- 
den; darüber  ist  nichts  bekannt;  vielleicht  heben  sich  beide  bei  ihrer 
schnellen  Aufeinanderfolge  wegen  ihrer  entgegengesetzten  Kichtung  auf, 
sonst  mussten  sie  wenigstens  einen  modilicirouden  EinHuss  auf  den  im  Lei- 
ter durch  das  Entstehen  des  Magnetismus  hervorgerufenen,  freilich  eben- 

l"'.  ,  *)  «iHan  kann  «Ich  vorstellen,  dass  die  tun  eine  '^erteloscOIatiott  ans  der  Gleich« 

gewichtHlag-e  gobrnchtcn  Äfoleküle  in  dioser  neuen  Laj^e  gewissermassen  arrotirt  wer- 
den;" „die  wUbreud  des  Stromes  einseitig  bleibende  Uaaptscbwingong  stellt  den 
Ifagnelisnras  dar.*«  „Die  WXme  loekert  die  Fixirong  mid  gMtattet  eine  Büekkehr 
aus  der  erzwungenen  zur  natftriiehen  Gleiebgewichtabge |**  „die  snm  KagiMtianaB 
uöihige  Viertelosciliation." 

**)  8p (11  er  sehetnt  selbst  daran  gedacht  m  haben,  weO  er  B.  40  tagt:  „der 
starre  Magnetismus  ist  einer  Hemmung  oder  Ableitung  durch  Berührung  unfähig," 
und  S.  47 :  „Beim  Magnetismus  kann  nicht,  wie  bei  der  Elektricität,  von  der  Geschwin- 
digkeit der  Fortpflaninng  die  Rede  sein,  sondern  nur  insofern,  als  er  naeh  den  allgo- 
meinen  «resetzen  eine  itiomcntane  Wirkung  auf  die  Entfernung  in  einer  beschränkten 
Sphäre  auBübt."  Der  letzte  Zusatz  war  uötUig  wogen  der  magneiisobea  Influenz  und 
Indnctton. 

***)  Ein  ähnlicher  Ausspruch,  aber  in  etwa»  versohiedenerBedoutwig  findet  ütik 
im  IV.  Jahrg.  d.  Zeitschr.  ü.  iöU 
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lUls  nnr  nuMnantenen  Strom  KaaBem.  Bei  der  BiUimog  der  ni«|^eto-elek- 
truchen  Indvetioii  atSrt  der  Mechl^meh,  dess  die-dvreh  den  bewegten 
Magnet  ens  der  Glelcbgewiehtslage  or  (Flg.  14*  Taf.IV)  ia  eine  nene  eä 
gerückten  Thefloben  des  Leiters  gerade  anr  mit  emer  %  Sehwingmig  eof 
nnd  drg  in  ihre  aatllrllche  Gleicbgewiehtdage  snrttokgeben*);  nnd  wenn 
„dies  ancb  einen  vorübergehenden  Strom  geben  kannte ,  indem  bei  dieser 
%  Sehwingnng  die  Bewegnagsrichtang  der  ersten  eine  andere,  als  die 
des  letzten  ^  ist,  was  einer  einseitigen  Oscillation  entspricht",  so  fragt 
man  doch  gewiss  mit  Recht,  wamm  der  Strom  „erst  beim  Aufhören  der  Be- 
wegung des  Magneten  durch  die  rückwärts,  also  entgegengesetzt  gerichtete 
Oscillation  eintritt",  und  warum  „die  durch  das  Hinhewegen  des  Magneten 
entstandene  Yiertcloscillation  von  or  bis  crf  nicht  der  Strom,  sondern  nur 
die  vorübergehende  S p annungslage"  sein  soll.  Eine  Oscillation  ist 
doch  sonst  keine  Lagel 

4)  Spannnngseloktricität. 

Das  Wesen  der  Spannungselektricität  erklärt  Spiller  wie  folgt:  In 
den  schlechten  Leitern  stauen  sich  gewisserinassen  die  elektrisclien  Schwing- 
ungen oder  werden  zu  fixirten.  Wenn  z.  B.  dio  beiden  J*ülJralite  eines 
elektromagnetischen  Inductionsstroraes  nach  einander  mit  den  beiden  Be- 
legungen einer  Lejdener  Flasche  in  Berührung  gebracht  werden ,  so  hin- 
dert der  swfsebealiegende  Is<dntor  die  For^flaniong  und  Ansglelebung  der 
beiden  Bewegungen,  es  haben  die  Moleküle  in  den  beiden  Belogungen  eine 
en%^;eages^ste ,  aber  auir  Rnhe  gehraebte  Schwingung  erhalten:  „es  ist 
eine  Spannaag  rerhandea,  die  aufhören  mnss,  sowie  die  beiden  Beleg* 
angea  darch  eiaen  gnten  Leiter  Terbandea  werdea.  Dieser  Zasfaad 
ist  Tollkommea  der  beim  Magaetlsmas,  bei  welchem  die  Aas« 
gleichnag  der  Spanaangmi  der  beidea  Pole  dareh  den  Aaker  aas  weichem 
Eisea  geschieht,  wXhread  Laft  aad  aadere  KOrper  sie  isoliren.  Der  üater* 
schied  wird  aar  dareh  die  Natar  der  Körper .herrorgebraoht,  aa  welchea 
die  rar  Bnhe  gebrachte  oder  iaBtehe  gdMlteae  Vierteloscillation  erseheint. 
Der  Kordpol  eines  Magneten  yerhJilt  sich  wie  positive,  der  Südpol  wie  ne- 
gatiTO  Elektricität.  Die  innige  Verwandtscha ft,  ja  Identität  des  Magnetis- 
mus und  der  Elektricität  zeigt  sich  auch  darin,  dass  die  Tragfähigkeit  daes 
Magnetpols  in  der  Nähe  eines  geladenen  Conductors  geschwächt  oder  ver- 
stärkt wird,  wie  wenn  man  ihm  beaiehnngsweise  den  ungleichnamigen  oder 
gleichnamigen  Fol  eines  anderen  Magneten  nähert.  Stellt  man  die  Glas- 
scheibe der  EIcktrisirmaschine  in  den  magnetischen  Meridian  (um  den  Ein- 
üuss  des  Erdmagnetismns  an  beseitigen)  und  dreht  sie  von  Sttd  nach  unten, 


*)  Auch  bei  der  elektro- elektrischen  Induction  soll  nur  eine  %  Sehwingmig  ge- 
sdiehen;  desgleichen  bei  der  Funkenentladoiig  in  dem  zwischen  den  beiden  ^  und  — 
elektrischen  Körpern  liegenden  Körper ,  es  wird  hier  aber  wenigstens  den  Theilchen 
noch  eine  nniaerkliche  Schwankuaf  um  die  Oleiehgewiohtslage  erlaubt. 
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ntoh  NotcI  n.  8.  iL ,  to  bekommfiii  die  MMBenthcilchen  des  Glases  durch  die 
Reibwig  in  der  SadhKUtc  der  Scheibe  sowohl,  als  aneh  aa  der  Ost-  und 
Westseite  eine  ßichtnng,  die  der  in  der  NordhJÜfte  entgegengesetzt  ist.  In 
dieser  daroh  die  Natur  des  Glases  fixirteu  Spanntingslage  mfissen  die  beiden 
Quadranten  der  Südhttlfte  auf  der  Ost-  und  Westseite  gegen  eine  mit  ihnen 
parallel  gehaltene  kurze  Magnetnadel  ein  «ndwes  Verhalten  zeigen,  als  in 
den  beiden  Seiten  der  Nordhälfte;  jene  ziehen  den  Südpol,  diese  den 
Nordpol  der  Nadel  an.  Dreht  man  die  Scheibe  umgekehrt ,  so  ist  auch  die 
Anziehung  umgekehrt*).  Bringt  man  einen  Tropfen  hcisson  Siegellacks 
auf  den  elektrischen  Conductor  einer  in  Thätigkeit  versetzten  Maschine,  so 
bilden  sich  Fäden  von  verschiedener  Feinheit,  die  man  durch  Wegziehen 
mit  einer  Sicgellackstange  vorl;ingprn  kann.  Die  feinsten  zeigen  unter  dem 
Mikroskope  hohle  Spiralen,  die  stärkeren  nur  an  der  Oberfläche,  und  zwar 
gehen  sie  auf  dem  positiven  Conductor  von  links  nach  rechts,  auf  dem  ne- 
gativen umgekehrt;  die  äusseren  Spiralen  zeigen  dort  breitere  eingedrückte, 
hier  breitere  erhabene  Windungen**).  Wird  gcschniolzoncs  .Siej^ellack  dem 
elcctrischen  Conductor  gegenüber  gehalten  und  zieht  man  Faden  aus ,  so 
sind  natürlich  die  Windungen  denen  im  vorigen  Falle  entgegengesetzt  ge- 
richtet. Erwärmtes  Siegellack  wird  negativ,  Qles  positiv ;  daher  giebt  jenes 
in  ausgezogenen  Fidea  ftsssere  Spiralen  von  rechts  nadb  links ,  diesef  nm- 
gekehrte^** 

Wenn  die  el)«n  mitgethefltenTliaAsaehea  streng  waJir  sind,  so  gewinnt 
die  Ansieht  8piller*s  aber  die  Ideotitftt  des  Hagnettsmns  und  der  Blektrieititt 
nine  grosse  Walirseheinlielikeit  Exp^mentell  nnelisnweiaen  bleibt  aber 
B.B.  inunsr  necb,  dass  der  Erdmagnetisams  niebt  allein  auf  von  Strome 
dnrebiossene  Iieiter^  sondern  anch  anf  poaitir  elektrisebe  oder  negatir 
eleetrisehe,  oder  wenigstens  anf  KSrper,  welcbe  positive  nnd  negatire  Elek- 
Irieitli  sngleieb  (mit  einer  IndiffBrenasone  daawisehen)  baben,  seina  Biekl- 
kraft  eben  so  gnt  inssert,  vie  anf  bewegliebe  Magnete. 

Obgleich  demnaeb  im  Vorbergebeaden  sattsam  nachgewiesen  wnrde, 
dass  Spiller  seine  Ansieht  Aber  die  Natur  der  Wärme,  der  elektrischen  und 
magnetischen  Schwingungen  nicht  allein  in  bestimmteren  nnd  erschöpfen- 
deren Definitionen  hätte  niederlegen,  sondern  dass  er  sie  auch  mit  grösse- 
rer Consequenz,  besonders  rücksichtlich  des  Untersebiedes  zwischen  Haupt- 
nnd  Nebenscbwingnng,  hfttte  durchfuhren  sollen;  obgleich  die  dynamischo 

*)  Es  ist  aber  doch  die  Scheibe  überall  gleichnamig  electrisch.  —  I^ic  Scheibe 
scheint  also  nicht  von  dem  Erdmagnetismus  magnetisch  infliionzirt  wordon  zn  sein. 

**)  Spillcr  erklärt  dies  als  natürliche  Folge  der  von  allen  Theilchen  nach  der- 
selben Kichtung  hin  ausgeführten  einseitigen  Schwingungen;  die  liotation  aber 
einer  Flüssigkeit  um  den  Leitungsdraht,  durch  welchen  der  Strom  geht,  als  Folge  der 
einseitigen  St«5fise  nach  derselben  Richtung.  Da  hierbei  die  Stösse  im  (^ticrschnitte 
des  Leiters  tangential  sein  müssten,  so' lassen  sich  beide  Erscheinungen  als  weitere 
Sttttspmkte  fSr  die  im  IT.  Jehi^psiig  dieser  Zeitsohrift  8;  159  snsgesproehene  Ansieht 
beantsea. 
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UrMebe  fttr  die  migenoiiinieae  Fmmi  der  SehwnigQi^e&  niebt  angegebeD, 
die  KrSfle  nicht  beseiehnet  wniden,  welche  die  TbeOehen  YeraiilMMn,  ge- 
rade BC  sm  Bchwiageo;  obf^leich  seihet  die  auf  die  Deftütienen  gesttttaten 
Brkläningen  nooh  so  Manches  an  wfinsclien  übrig  lassen  nnd  sogar  manche 
ErUlmng  hinsnsnfiBgen  witre  (a.  B.  Über  die  Beaiehang  der  po^ven  nnd 
negatiTen  Sldrtricitttt,  des  Kord-  and  des  Qadniagnetiswiis  an  einander; 
über  das  Anftrelen  beider  Elektrieitllten  bei  der  Inflneni;  ftber  den  Grvnd, 
weshalb  „die  elektrischen  nnd  magnetischen  Srsoheinnngen  nnr  an  der  Ober- 
fliehe  der  Körper  zur  WahmehmaDg  und  Wirkang  gelangen*'  können  nnd 
dennoch  die  magnetischen  Pole  nicht  in  den  Endflächen  liegen,  u. s.  w.); 
obgleich  daher  die  (indessen  anch  keineswegs  direct  widerlegte)  Ansieht 
Spiller's  uocli  nicht  gegründeten  Anspruch  auf  allgemeine  Anerkennung 
machen  darf :  so  liefert  dieselbe  doch  gewiss  manches  neue  gewichtige  Mo- 
ment für  die  Behauptung,  dass  die  Undulationsthcorie  zur  Anwendung  auf 
Elektricität  und  Magnetismus  nicht  allein  berechtigt,  sondern  auch  berufen 
ist.  Ich  meinestheils  habe  mich  gefreut,  als  ich  in  ,,dem  Phantom  der  Im- 
ponderabilien" rücksichtlich  der  Begründung  der  eben  wiederholten  Be- 
hauptung und  selbst  in  Ilinsicht  auf  niancUc  allgemeinere  Eigenschaften 
der  elektrischen  Schwingungen  eine  so  grosso  Ijobereitistimmung  mit  dcu 
kürzlich  in  dieser  Zeitschrifl  über  denselben  Gegenstand  veröffentlichten 
Artikeln  fand.  So  wenig,  als  Spiller  in  Posen  von  dem  Entstehen  meiner 
Arbeit  wusste,  so  wenig  war  mir  während  meines  Aufenthalts  in  Italien,  wo 
ich  jene  Artikel  schrieb,  etwas  von  seinem  bereits  erwähnten  Schriftcheu; 
„<7emeinschaftHche  Principien  u.  s.  w."  bekannt  geworden,  und  das  Erschei- 
nen des  „Phantoms"  fSllt  erst  nach  dem  Abschlöss  meinerArbeit.'— Wenn 
aber  einmal  die  Berechtigung  einer  Anwendung  der  Uadnlaüonstheorie  anf 
Blektrie^t  «nd  Sfagnetismns  aar  GenOge  davgethan  iat^  so  dürfen  wir  um 
80  getroster  an  die  nttchste  Aufgabe  gehen:  die  Hatnr  der  Schwingungen 
an  erforschen,  ans  welcher  sich  die  elektrisehen  nnd  magnetlsehra  Erachi^ 
nvngen  nngeawungen  erkliren  lassen.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  holfeii 
and  ecwartmi  wir  TO«  der  Zukunft. 

Kichtunbemeiltt  jedoch  möge  es  bleibeli,  wie  günstige  lV>lgerungen 
sieh  machen  lassen,  wenn  man  die  Eiklimngen  etwa  eo  formulirt: 

1)  Wenn  jedes  Theildien  um  einen  anaserhalb  4er  Gleichgewiditslage 
fizirten  Gleichgewichtspunkt  adiwingt,  eo  bedeuten  die  Schwingungen  If  ag- 
aetismüs  oder  Spannungselektricität. 

2)  Wenn  aber  jedes  Theilchen  nicht  blos  um  den  Gleichgewichtspunkt 
(Nebenschwingung),  sondern  dieser  selbst  zugleich  mit  um  die  Qlcich* 
gewiehtslage  schwingt  (Hanptschwiagmig),  so  bedeuten  die  lusammMi- 
gesetzten  Schwingungen: 

a)  Wärm  Ol  sobald  die  Gleichgewichtspunkte  yolle  Schwingungen 
vollbringen ; 

b)  einen  elektrischen  Strom,  sobald  nur  ein  Stück  der  Amplitude 
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bis  hOehstons  %  Behwingimg  mnfiunt,  welch«  naeh  einer  bestimmtaii,  un- 
verfiBdert  %eibehaltenen  Biehtnng  erfolgt;  die  ^ne  helbe  Sehwingang 
(Hei^puig)  ist  der  positive,  die  andere  halbe  Sehwii^ng  (Hingang)  ist 
der  negative  Strom;  mit  jedem  Biebtnngsweehsel  in  dftr  Haoptsehving- 
vng  sehlSgt  also  das  Voraelehea  des  Stroms  in  das  entgegengesetste  om. 

Jeder  Körper  ist  non  awar  ste^  in  WKrmeschwingiingen  begriffsn, 
allein  die  dadurch  ersengten  StrSme  von  yerschiedenem  VonBeichea  wecli- 
sein  80  schnell,  dass  der  Körper  anelektrisch  erseheint,  so  lange  er  Uber 
nnd  über  gleiche  Temperatur  hat.  Hat  dagegen  eine  Stelle  eine  hi^ere 
oder  niedere  Temperatur  als  die  andere,  so  bewegt  sieh  die  Wärme  vom. 
oder  zu  ihr ,  d.  h.  die  Amplitude  der  llauptschwingnng  wllchst  in  dieser 
Sichtang,  daher  zeigt  sich  ein  (.thermo-)  elektrischer  Strom.  —  Wenn  ein 
Strom  entsteht,  so  dauert  er  so  lange  als  die  %  Hauptschwingnng;  wird 
der  Gleichgewichtspnnkt  in  seiner  äussersten  Lage  fixirt,  so  ist  nicht  der 
Strom  mehr  vorhanden ,  sondern  Spannungselektricität  oder  Magnetismus 
(Polarität  des  l^eitungsdrahtes).  Ist  diese  tixirte  Elongation  der  Haupt- 
schwingung so  gross,  dass  die  Elasticität  der  Tlieilchen  ein  Zurückgehen 
veranlasst,  so  entstehen  ganze  Hauptschwingungen,  d.  h.  der  Strom  er- 
wärmt. Dabei  ist  der  Strom  selbst  nicht  mehr  vorhanden.  Magnetismus 
und  Spannungselektricität  können  nur  die  ihnen  innewohnenden  Schwing- 
ungen induciren,  elektrische  Ströme  aber  erst  dann  wecken,  wenn  die 
Bewegung  des  magnetischen  oder  elektrischen  Körpers  oder  die  Bewegung 
des  Schwingungszustandes  über  den  Körper  eine  Uauptschwingung  hinzu- 
fügt. Magnetismns  nnd  Spaonangselektrieität  müssen  alle  Wirkungen  des 
daaemden  (galTaniselien)  ' Stromes  herrorbringen  können,  so  die  ebemi- 
seben.;  Ansiehnng  oder  Abstossnng  in  die  Feme;  —  jparallele  oder  gleicb- 
geriebtöte  Ströme  Terhaiten  sich  an  emander  wie  swel  Magnete  mit  analo- 
ger Lage  der  Pole,  (yergl.  Fig.  15  Taf.  lY) ;  andere  Wirkongen  bringt  nnr 
d«r  momentane  (Beibongs-,  Indnelions- ,  Thermo«).  Strom  berror,  s.  B.  die 
mechanischen,  phystolo^^sehen.  Nnr  die  letsteren  Stoöme  inänciren  wieder 
Ströme;  jedes  Hacblassen  in  der  Intensitit  Ist  ein  Strom  nach  enlgegen- 
gesetater  Bicbtnng.  Beim  Anfhören  des  dauernden  Stroms  maoben  die 
Theilchen  annltobst  %  Hanptsebwiagnng  rflckwlfarts;  die  folgenden  Viertel- 
sebwingangen  beben  sieb  je  awei  nnd  awei  auf  nnd  die  ElongatloBen  neh- 
men dabei  nach  nnd  nach  bis  anf  Noll  ab  (Torgl.  16  Taf.  IV).  —  Liebt* 
erscheinangen  treten  anf,  wenn  die  (Hanpt-  oder  Neben-)  Schwingungen 
schnell  genug  anf  einander  folgen.  —  Zonen  entstehen ,  wenn  die  Hanpt- 
Schwingung  von  verschiedenen  Punkten  in  verschiedenen  Schwingungs- 
stadien fixirt  wird  (vergl.  Fig.  17  Taf.  IV);  bei  IsolatorM  pflaaat  sich  ja 
die  Elektricit&t  sehr  langsam  fort.  Dr.  ZBTseoHn. 
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Die  Potentüüfniiottoii  und  das  FotentUL  Ein  Beitrag  zar  mathematischen 
Physik ;  von  Dr.  Olavsjus,  ProfeBSor  an  der  Unirersitit  und  am 
eidgraössischen  Polytechnicnm  lu  Zflrich.   Leipäig,  Verlag  von • 
J*  A.  Barth. 

Je  mehr  es  gelingt,  die  physikalisehen  ErscheinuDgen  aus  den  Wirk» 

nngen  von  Elementarkräften  zu  erklären  and  damit  anf  einfache  mecha- 
nische Prineipien  zurückzuführen,  desto  ^richtiger  wird  auch  die  speeielle 
Untersuchung  solcher  Functionen,  die  bei  jenen  Arbeiten  eine  bevorzugte 
lioUe  spielen.  Ilioiher  gehören  besonders  das  Potential  und  die  Potential- 
function,  nnd  es  bedarf  nur  einer  flüchtigen  Ansicht  der  älteren  Untersuch- 
ungen von  Green  und  Gauss,  sowie  der  neueren  von  Neu  mann, 
Kirchhoff,  Helmholtz,  Thomson  u.  A.,  um  sich  vt)n  der  Kiclitigkeit 
dieser  Bemerkung  zu  überzeugen.  Andererseits  ist  nicht  zu  leugnen,  dass 
das  nöthige  Material  zu  einer  Theorie  jener  Functionen  etwas  zerstreut  um- 
herliegt, und  man  muss  es  dalier  dem  Verfasser  Dank  wissen,  dass  er  eine 
geordnete  Zusammenstellung  gegeben  hat.  Der  Vorrede  zufolge  macht  der 
Verfasser  keinen  Anspruch  darauf,  neiy3  Kesultato  mitzutheilen  ,  und  be- 
zeichnet nur  die  Art  der  Zusammenstellung  und  einen  grossen  Theil  der 
Bewcisfülirung  als  neu;  Referent  erlaubt  sich,  hinzuzusetzen ,  dass  aucb, 
wenn  letzteres  nicht  der  Fall  wäre,  das  Schriftchen  immerhin  eine  sehr 
willkommene  Erscheinung  gewesen  sein  würde.  Der  Verfasser  bemerkt 
ferner,  dass  er  hier  und  da,  den  Physikern  zu  Gefallen,  etwas  breitere  Aus- 
einandersetsungen  gegeben  habe,  als  es  für  Mathematiker  von  Fachnöthig 
gewesen  wäre  —  wir  glauben  aber,  dass  sieh  der  Verfluser  darttber  toU- 
ständig  beruhigen  kann.  B^event  wenigstens  Ist  mit  jener  Ansfahrliehkeh 
und  Weitltafigkeit ,  die  in  den  Werken  mancher  bekannten  Schriftsteller 
dem  Leser  snm  Ekel  wird,  ebensowenig  einverstanden,  als  mit  einer  neuer- 
dings Mode  gewordenen  Vomehmthuerei,  die  absichtlich  an  schweren  Stel- 
len mit  einem  „man  findet  leicht"  sich  den  Schein  der  Genialität  geben 
will.  Die  Mittelstrasse,  wie  sie  s.  B.  in  £ nler^s  Abhandlangen  dem  Le- 
ser  so  wohlthnend  wirkt,  ist  freilich  nicht  leicht  einzuhalten,  der  Verfasser 
des  ▼erliegenden  Schriftohens  dfirfte  sie  aber  recht  gat  getroffen  haben. 

SOHLÖMILCH. 
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HovFMAMx,  L.,  Mathematisches  Wörterbnchi  8.  liefenng.  Berlin, 
Bosselmann.  %  Thlr. 

Salomon,  J.,  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra.  6b  Auflage. 

Wien,  Gerold's  Sohn.  .  2%  Thlr. 

SiMERKA,  W.,  Lösung  zweier  Arten  von  Gleichungen.  (Akad.) 

Wien,  Gerolds  Sohn  in  Comm.  2  Ngr. 

Stubba,  A.,  Sammlung  algebraischer  Aufgaben  nebst  Anlei- 
tung zur  Auflösung  derselben  durch  Verstaudesschlüsse. 
4.  Aufl.  Sagau,  Julien's  Bnchhandhing.  %  Thlr. 

HERSCnFL,  J.  F.  W.,  Aufgaben  aus  der  e  n d liehe n  D  i f f  e re n z e n- 
und  Summenrechnung.  Deutsch  von  Scunusg.  Braunschweig, 
Leibrock.  iVi  Thlr. 

Mann,  F.,  Das  recht  win  klige  ParaUclcpiped.  Eine  Monographie. 
Frauenfeld,  Iluber  in  Comm.  6  Ngr. 
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Boymann,  J.  R.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  2.  Tbeil.  Ebene  Trigo- 
nometrie und  Stereometri«.  SdiwMin*8  Verlagshandlung  in  Cöln  nnd 
Neuss.  \  Thlr. 

KuBSBR,  F.  Die  ebene  Geometrie.  4.  Auflage,  umgearbeitet  ▼on 
BominrBBROnt.    Stattgart,  Oetinger.  %  Thlr. 

BumoB,  F., Lehrbaek  der  Elementargeometrie  mit  Sammlang 
Ton  Aufgaben.  1  Tb.  Ebene  Geometrie.  4.  Aufl.  Heidelberg« 
Ifohr.  i4Ngr. 

Spitz,  0.,  Lehrbneh  der  ebenen  Trigonometrie.  Leipnig,  C.  F. 
Winter*sehe  Verlagshandlnng.    .  14  Ngr. 

Anhang  dam,  Besnltate  und  AnflSsangen  enthaltend.  4  Ngr. 

NoMMHOUTH,  E.,  Leitfaden  fflr  den  Unterrieht  in  der  ebenen 
Trigonometrie.    Saarbrücken,  Nenmann.  '  %  Thlr. 

Ai»mHOLDT,  A.  £.,  Lehrbnek  der  snalytisehen  Geometrie.  Wei- 
mar, Böhlaa.  %  Thlr. 

Hechel,  C,  Die  ebene  analytiseke  Geometrie.  Riga,  Leipzig, 
Volkmar.  18  Ngr. 

A.  DüPRÄ,  Examen  d^une  proposHion  de  Legendre  relative  ä  la 
ihiorie  des  nombr es,  suivi  d''un  memoire  sur  la  resolu  Hott 
de$  dguations  numeriquet*   PariSf  Midkt-Bachelier*  4  Frcs. 

Angiwuidto  IbtiMBatik. 

Hessel,  J.  F.  C,  Die  merkwürdigen  arithmetischen  Eigen- 
schaften der  wichtigsten  NU  herungsreihe  für  die  Son- 
nenabs tändc  der  IManeten  und  die  ilinen  entsprcc  Ii  en- 
den as  t r  on  o  in  i.s eh en  Entdeckungen.  Marburg,  Elwert'sehe 
Universitätö-Buchhandlung.  %  Thlr. 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Ilimmels,  für  den  Anfang  des 
J.  1855  entworfen  anf  der  K.  Sternwarte  su  Bonn^  4.  Lieferung.  Bonn, 
Marens.  S  Thlr. 

HuBMAKN,  A.,  lieber  die  Bahn  der  Europa.  (Akad.)  Wien,  Gbrold*s 
Sohn  in  Comm.    ,  8  Kgr. 

Ehcikb,  J.  f.,  lieber  den  Läugennntersehied  iwiseken  den 
Sternwnrten  Yon  Brflssel  nnd  Berlin,  anf  telegraphisckem Wege 
abgeleitet  im  Jahre  1857.  (Akad.)  Berlin,  DOmmler  in  Comm.  22  Ngr. 

PusTBL,  H.  A.  F.,  Das  astronomische  Diagramm,  ein  Ihstroment 
nr  Bestimmung  der  Mittagslinie,  der  Zeit  etc.  Brannsckweig,yieweg 
&  Sohn.  3%  Tklr. 

STOSTnsAiiDT,  C.  H.,  Lehrbuch  der  Perspektive.  4.  Lief.  Berlin, 
Herbig.  1  Tklr. 

Winra,  F.K.H«,  Skissenbuch  fflr  den  Ingenieur  und  Masokinen- 
bau  er.  T.Heft  Berlin,  Ernst  &  Korn.  1  Thlr. 
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Fortschritte  der  Physik  im  .ralir«'  18r)().  DargcstoUt  von  dor  phy- 
sikalischen Gesellschaft  iu  Berlin,  lledigirt  von  A.  Kköaiu.  2.  Abth. 
Berlin,  Reimer.  2*^  Thlr. 

Bericht  über  die  32.  Versammlnu  <>  deutscher  Naturforscher 
SU  WSea  im  Stiptember  1860.  HerMhsgegcben  von  Htrtl  und 
SohbSttw.  Wien,  Gerold*«  Sohn  in  Conim.  5  Thlr. 

Lahont',  J.^  Untersnchnngen  über  die  Bichtnng  und  Stürke 
des  Erdmsgnetiarans  in  Norddentsehlandf  Belgien,  Hol- 
landiindDänemark,  im  Sommer  1858  w^gefBhrt.  Münehen,  Frans 
in  Comm.  2%  Thlr. 

DoTX,  H.  W.,  Optisches  tu  dien  (als  Fortsetsnng  der  „Farbenlehre**). 
Berlin,  6.  W.  F.  MttUer.  %  Thlr. 

Ha0bn,  6.,  Ueber  Ebbe  and  Fluth  in  der  Ostsee.  (Akad.)  Berlin, 
Dümmler  in  Comm.  %  8  Ngr. 

Lachmamr,  W.,  Die  Jahresceiten  in  ibrer  klimatischen  und 
thermischen  Begrenz.nng.  Ein  Beitrag  aar  Meteorologie.  Br  Aon- 
schweig,  Leibrock  iu  Comm.  12  Ngr. 

Abago*s  sKmmtliche  Werke,  heransg^g^ben  Yon  W«  0.  Hahkbe».  10. 
Bd.    Leipzig,  O.  Wigand.  1%  Thlr. 

Abaoo,  f.,  Oeuvres  complites,  pubH^  de  J.  A.  Barbal.  T.  All. 
Leipzig,  O.  Weigel.  2  Thlr. 

Bbcqukrel,  M.,  Re  rh  f  r  r  fi  r  a  sfir  Ics  catiscf!  dr  t'lectricite  almn- 
sph  erique  cl  ierr  e sire,  {ExtraU  des  Memoir^s  de  VJcademief  T,  27, 
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Recensionen. 

XlflBflBfte  der  Vtmtiiiiiigdnuulö.  Von  Dr.  C.  M.  Baubbnfbiiii».  1.  Bftnd. 
München.  Cotta.  452  S.  2  Thlr.  24  Ngr. 

Nach  der  Einleitung  zerfällt  dieses  Werk  in  folgende  drei  Hanpt- 
abtfaeiliiogeii:  L  Mittel  zur  Messung  oder  die  Meeeinttnimente,  II.  Die 
Anwendung  dieser  Mittel  oder  Bereclmang  der  Messungen,  III.  Herstel- 
ung  der  Pläne  and  Charten. —  Die  erste  Abtheilnng  bildet  den  ersten  Band, 
die  beiden  andern  fallen  dem  zweiten  zu. 

Der  erste  Band,  von  welchem  hier  znnäclist  allein  die  Rede  sein  wird, 
'  erörtert  in  der  vom  Verfasser  g;o,'wHhlton  Jveihenfnlfje  in  einzelnen  Kapi- 
teln: 1 )  D  i  0  B  e  s  t  a  n  d  t  Ii  e  ii  e  d  e  r  M  e  s  8  i  n  s  t  r  u  m  e  n  t  e ;  2)  d  i  e  M  i  1 1  e  1 
znr  Bezeichnung  der  Punkte  auf  dem  Felde;  3)  die  Instrumente 
zum  Winkel  messen,  4)  zum  Längenmessen  (Nivellirinstrumente, 
Barometer)  und  6)  die  Instrumente  zu  Geschwindigkeits-Messnn - 
gen.  Was  zunächst  die  Bilduii<^  der  drei  Hauptabschnitte  des  ganzen 
Werkes  betrifl't,  so  entspricht  dieselbe  durchaus  der  praktischen  Natur  des 
(iegenstandes ,  welche  bei  der  stets  waclieenden  Menge  der  Materien  eine 
strengere  Scheidung  derselben  erheischt  und  selbst  im  Unterrichte  die  bis- 
her nahezu  in  allen  Büchern  dieser  Art  gebräuchlichen  Mischungen  nicht 
mehr  zweckmässig  erscheinen  lässt. 

Beafiglich  der  Unterabtheilangen ,  in  welche  die  Materien  des  Torlie- ' 
genden  ersten  Bandes  an  bringen  sind »  kann  man  von  TerseUedeami  An* 
nobten  ausgeben,  je  naebdem  man  den  Zwaek  eines  eigaoflieb«»  Lehr- 
bnehes  niebr  oder  weniger  sebarf  ins  Ange  fasst.  Man  kann,  wie  in  an« 
gegebener  Weise  der  Verfaner  tUnt,  alle  diejenigen  Instrvmente  in  die 
gleiebe  Kategorie  bringen,  welcbe  flBr  denselben  Zweck  oder  mr  LOsang 
einer  nnd  derselben  Art  Ton  Aufgaben  dienen,  also  s.  B.  alle  InstniBMBte, 
welehe  anm  Winkeimessenf  sodann  alle,  wdebe  aam  LSngenmessen  dienen, 
rasammenstelleD.  Und  dieser  Gang  lüsst  sieh  gana  gut  befolgen,  obgleiek 
ea  sekwer  an  Termeiden  ist,  dass  in  der  Darstdlmig  Imtminente  Ton  gaai 
versebiedener  Oenanigkeit  imd  wesentlich  ▼erechiedenem  Bau ,  s.  B.  die 
Messsehnflre  and  der  Distanamesser  sich  begegnen,  oder  daas  gewisse  An- 
tieipationea  yorkommen,  indam  von  naBehen  Inatnimei(ten  die  Bede  sein 

UleraMrxtff.  S.  ZtlUehr.  f.  Htth.  n.  Pby«.  JV.  II 
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II111B8,  welche  ent  spXter  besehrieben  werden,  dass  die  MaasstSbe,  Hestketfe 
ete.  naeb  dem  Messtiscbe  und  TheodoliÜhen  anm  Vortrage  gelangen  etc. 
Obgleich  Referent  selbst  die  Erfahrang  machte,  dass  Tiele  dieser  kleinen 

UebelstSnde  wegfallen,  wenn  man  ttberlianpt  nnr  insoweit  an  einem  Ein- 
theilnngsprincip  festhält,  dass  stets  die  einfacheren  den  complicirtereu  In- 
stmmenten  vorangehen  und  mit  der  Beschreibung ,  Prüfung  nnd  Berich- 
tigung die  praktische  Anwendung  jedes  einielnen  Instrumentes  zur  Lösung 
der  elementaren  Aufgaben,  für  welche  es  vorzugsweise  dient,  unmittelbar 
verbunden  wifdj  so  ist  gleichwohl  über  diesen  Punkt  nicht  zu  rechten :  wer 
es  je  unternommen  bat,  eine  praktische  Disciplin,  wie  die  vorliegende,  ja 
selbst  nur  eine  besondere  Parthie,  wie  z.  B.  das  Femrohr,  vollständig  und 
als  Lehrgegenstand  so  zu  bearbeiten,  dass  ebenso  den  wissenschaftlichen 
Anforderungen  wie  den  nothwendigen  Rücksichten  auf  den  Lernenden  ent- 
sprochen werde,  hat  ohne  Zweifel  die.  hierin  liegenden  eigenthümlichen 
Schwierigkeiten  wahrgenommen.  Nun  scheint  das  vorliegende  Werk  sei- 
ner ganzen  Anlage  nach  keineswegs  als  Lehrbuch  bestiiiiait  zu  sein  und 
es  mochten  daher  die  für  andere  Leser  besonders  wünschenswerthe  üeber- 
sichtlichkeit  und  grössere  Vollstäudigkait  wichtiger  erscheinen,  als  gewisse 
pädagogische  Subtilitäten. 

Beziehen  sich  diese  Bemerkungen  auf  die  Anordnung  des  Werkes  im 
Allgemeinen,  so  muss  bezüglich  der  Darstellungsweise  der  einzelnen  Mate- 
rien anerkannt  werden,  dass  dasselbe  durch  Vollständigkeit  und  Gründlich- 
keit, sowie  durch  seine  vorzügliche  und  in  Hinsicht  der  in  den  Text  ge- 
druckten Abbildungen  durchaus  musterhafte  Ausstattung  alle  bis  dahin  in 
diesem  Zweige  der  Literatur  in  Deutschland  erschienenen  Werke  über- 
trifift,  und  dieses  Urtheil  erscheint  um  so  mehr  gerechtfertigt,  als  die  sorg- 
fältige und  erschöpfende  Behandlung  der  Einaelheiten  sich  meht  auf  be- 
reits vorliegendes  Material  beschränkt,  sondern ,  wie  der  Verfasser  in  der 
Vorrede  mit  Becht  bemerkt,  ein  grosser  Theil  des  Textes,  wie  i.  B.  die 
Artikel  über  das  Prismenkrenta,  Winkelprisma,  den  Spiegelkreis,  Distaai- 
messer,  Stromquadrant  und  die  Pitot'sohen  BOhre  als  Original-Abhandlun- 
gen fiber  diese  Gegenstände  betrachtet  werden  können.  Hierunter  itann  in 
vieler  Beaiehnng  auch  der  von  der  einaelnen  Linse  und  dem  Fernrohr  han- 
delnde Abschnitt  des  Buches  geaählt  werden,  denn  in  keinem  Werke  dieser 
Art  findet  sich  in  solcher  Au^hrlichkeit  die  elementare  Dioptrik,  wie  sie 
Jeder  kennen  muss,  dessen  Beruf  es  mit  sich  bringt,  dass  er  <q^tische  In- 
strumente an  beurtheilen  und  richtig  au  behandeln  hn  Stande  sei.  Es  liegt 
indessen  in  der'Natur  .der  Sache,  dass  ttber  manche  Funkte  der  Lehre  von 
den  Lutrumenten,  insow^t  sie  deren  Genauigkeit,  oder  die  Würdigung 
ihrer  praktischen  Brauchbarkeit  oder  die  daran  noch  mdgüeken  Verbesae- 
rungen  betrifft,  die  Akten  keineswegs  geschlossen  sind  und  gar  Manches  au 
wünschen  tibrig  bleibt  Wenn  whr  also  in  dieser  Hinsieht  auf  die  Metho- 
den fbr  die  Theilung  der  Latte  eines  Distanamessem  mit  festen  Fäden, 
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od«r  aneli  «He  Untersnchvni;  dei  Ton-Rogrewe  orfandenen  (sogenannteii 
Stampfer'sehen)  NiTeUirinstramentes  etc.  binweiseo ,  so  liegt  darin  nkhtf 
wemiger  als  ein  Tadel  gegen  das  voriiegende  Werk. 

Die  Tonttglichen  nnd  bei  Weitem  der  ICehrsabl  naeh  .nenen  Zeichnnn* 
gen  Uber  Inatrnniente ,  wie  solebe  Ton  Ertl  in  Mfincben  in  grosaer  Voll- 
komnienbeit  hergestellt  werden,  sind  wohl  jedem  fHr  £e  Saehe  sieh  nSher 
interessirendien  Leser  nra  so  willkommener,  als  In  fast  allen  bisherigen 
Fablicationen  nnr  die  Abbildnugen  der  ans  den  Werkstätten  norddentseher 
Mechaniker  hervorgegangenen  Instramente  berücksichtigt  worden  sind. 

Ein  in  solchen  Werken  ganz  neues  Kapitel  ist  jenes  äber  die  Instm- 
mente  znni  Messen  der  Geschwindigkeit  des  fliessenden  Wassers,  nnd  es 
wird  ohne  ZMoifd  vielen  Lesern  schon  darum  erwünscht  kommen,  weil  in 
den  betreffenden  Zeidinnngen  zugleich  auch  die  Art  der  Aufstellung  resp. 
Befestigung  jener  Instrumente  bei  ihrem  Gebraache  angedeutet  ist. 

Wir  schliessen  diese  Bemerkungen,  worin  aus  Rücksicht  auf  den  Kaum 
die  ausführlichere  Besprechung  mancher  anderen  Punkte ,  in  welchen  sich 
dieser  erste  Band  vor  .ähnlichen  Werken  wesentlich  zu  seinem  Vortheil  un- 
terscheidet, vovrnicdon  wurde,  in  der  rJoberzeug^nii^' ,  dass  dieses  Buch  so- 
wohl für  StUflirende  als  praktisch  ausübende  Gcnmoter,  Ingenieure  und  Ma- 
schinisten, üherliaupt  für  Alle,  welchen  an  einer  genaueren  Keuntniss  der 
Messinstrumeute  gelegen  ist,  die  vorzüglichste  Empfehlung  verdient. 

Dr.  A.  WiNCKLEB. 


Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra,  zum  Selbstunter- 
richt und  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens 
bearbeitet  von  H.B.Lübsen.  Vierte  Auflage.  Hamburg,  0.  Meiss- 
ner. 1850. 

Die  verschiedenen  Lehrbücher  des  Verf.  haben  theilweis  mehrere  Auf- 
lagen erlebt  nnd  sdibinen  sich  in  gewissen  Kreisen  einer  grossen  Beliebt- 
heit zu  erfirenen;  von  ihrer  EinfUhrong  in  h(Ae»  ünterriehtsanstalten  hit 
swar  Ref.  niehts  gehört,  desto  hSnflger  findet  man  sie  dagegen  in  den  Hin* 
den  von  Arehitekten,' Technikern  etc.  nnd  besonders  bei  solchen,  denen  es 
an  gründlicher  Yorbildnng  fttr  faehwissensehaftliche  Akademien,  po1jtech< 
nisehe  Sehnlen  n.  dergl.  gefehlt  hat  Für  solche  Schiller  dflrften  sich  jene 
Lehrbllcher  anch  vonngsweis  eignen  nnd  swar  hanptsttchlich  dnrch  die  im 
Oansen  sehr  klare  Darstellnng  nnd  eine  behSbige  Breit« ,  die  sdbst  Ex- 
cnrse  in  fremde  Gebiete  nnd  nöthigenfalls  auch  schlechte  Witae  nicht  ver^ 
sehmttht  Weit  gerniger  ist  andererseits  der  wissenschaftliche  Werth  der 
Lttbsen*schen  Bücher;  immer  nnr  geleitet  v^n  dem  Bestreben ,  es  dem 
Leser  so  be^nem  als  irgend  möglich  an  machen,  kommt  der  Verfastfer  nicht 
selten  an  wunderlichen  Anordnungen  des  Stoffes  und  aum  Qebrauche  tou 
Methoden ,  welche  der  Finrdening  naeh  mathematlsoher  Strenge  nnr  in  sehr 
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beacliräiiktaiii  Maasse  genügen.  Dieses  allgemeine  Urtheü  hat  Ref.  mm 
der  Gesammtautiiclit  der  LübHeu  ^chcn  Lehrbücher  abbtrahirt  und  es  wird 
durch  die  Recension  des  vorlugendea  Bandes ,  sowie  deK-ttbrigen  Werke 
seine  Bestätigung  finden. 

Der  Verf.  orkliirt  im  Anfange  die  Mathematik  für  eine  Wissenschaft 
aus  reinen  Begriffen  und  meint,  ihre  Schwierigkeit  liege  in  der  ununter- 
brochenen  Aufmerksamkeit,  die  sie  verlange.  Von  diesen  Behauptungen 
dürfte  keine  mehr  als  halb  wabr  sein  Ein  Begriff  ist  der  Inbegrifl"  aller 
nothwendigen  und  binreicbendeu  Merkmale  einer  ganzen  Clas.se  von  Ob- 
jecteu;  seine  Bestandtbeile  sind  jene  Merkmale  und  diese  können  mög- 
licberweii>e  wieder  Begriffe  sein  ,  setzt  man  aber  bei  matbematiscbon  Be- 
griffen diese  Zerlegung  fort  (etwa  wie  der  Cbemiker  seine  Analysen),  so 
kommt  man  zuletzt  auf  einfache  Vorstellungen  sogen,  roine  Anschauungen 
(figürliche  in  der  Geometrie,  schematiscbe  in  der  Aritlaaetik)  und  gerade 
diese  sind  das  Fundament  der  Mathematik.  Eine  Wissenschaft  aus  reinen 
Begriffen  allein  ist  nur  die  l'bilosopbie ;  die  Mathematik  erfordert  Begrifib 
und  gleichzeitig  reine  Anscbauungeu.  ])aiiu  liegt  auch  die  Sclnvicrigkeit 
unserer  Wissenscbuft  j  mit  der  Virtuositiit,  Begriffe  zu  analysiren,  logisch 
sicher  zu  schliessen  etc.,  =kann  mau  wohl  ein  guter  Jurist  werden,  aber  bei 
Gombinatorischen  oder  stereometriscbea  Untertnebungen  würde  man  damit 
allein  nielitweitkommMi,  Tielmehr  fit  liier  die  conUnfttorisehe  oder  stereO" 
metrische  Anschauung  gerade  die  Haaptsaehe. 

In  den  ersten  9  Bttchern  des  vorliegenden  Werkes  findet  sich  das  ge 
wtthnliehe  Zahlenreehnen  abgehandelt,  was  wir  nicht  ntther  besprechen 
wollen;  darauf  folgt  X*  Gleiehangen  ersten  Grades  mit  einer  Unbekann- 
ten  in  Zahlen,  XI.  Eingekleidete  Aufgaben,  die  an  derartigen  Gleich- 
ungen ftthreUf  XIL  Die  vier  Speeies.in  Buchstaben,  XQI.  Von  den  Func- 
tionen und  Formeln,  (augleich  lineare  Buchstabengleichungen  enthaltend), 
XIV.  Gleichungen  ersten  Grades  mit  mehreren  Unbekannten,  XV.  Vor« 
läufige  Begriffe  von  Potenien  und  Wuneln,  Ausdehung  der  Qnadrat- 
und  Cubikwnrseln,  XVL  Potensen  und  Wurseln  im  Allgemeinen,  XVIL 
Die  quadratischen  Gleichungen*),  XVIIL  Die  Progressionen,  XIX..Die 
Logarithmen ,  XX.  Logarithmische  Rechnungen,  XXL  Zinsesiinsen.  Den 
Beechluss  macht  eiii  Anhang  mit  Zusätzen  und  Bemerkungen  Terschie- 
denen  Inhalts.  Wie  man  sieht,  ist  die  Anordnung  des  Stoffes  eine  slem- 
lich  willkübrliche  ,  nur  ans  äusserlichen  Motiven  entsprungene;  nament* 
lieh  vermissen  wir  jene  streng  wissenschaftliche  Auseinandersetsung  der 


•)  Hier  kommt  auch  ein  Witz  vor.  S.  172  bebandelt  der  Verf.  die  Aufp^abe: 
„Eine  Dame  wnrde  um  ihr  Alter  befragt  und  sie  antwortete:  das  53 fache  meiner 
Jabre  übertrifft  die  Zahl  600  am  gerade  aoviel  als  das  Quadrat  meiner  Jahre  beträgt. 
„Wie  att  war  dl«  Dame?'*  und  bemerkt  sa  der  Attflösung 

»  =  ^(53+?^) 
hier  amss  ua  HIMUekkeit  das  unter«  Z«ieh«a  g«aomn«n  werden.** 
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Stufenfolge  der  Operationen  and  den  damit  verbundenen  Naehweis  der 
Noth wendigkeit,  da«  ZaUengebiet  an  erweitern.  Im  Vergleiehe  mit  an* 
dem  Werken  der  neueren  Zeit  tfcbeinen  die  Belehrungen  det  Verf.  mehr 
eine  praktisehe  Abrichtong  all  eine  wissenBehaftliehe  Erkenntnies  an  be- 
Bwecken;  in  letsterer  Hinsicht  kdnnte  der  Verf.  s.  B.  von  Tb.  Wittstein, 
J.  H.  T.  M  a  1 1  e  r  (s.  Jahrg.  I.  d.  Zeitschr.)  sehlr  Tiel  lernen. 

GSnzHch  verunglückt  erscheint  ans  das  vier  Seiten  lange  Gerede  Ober 
die  Gleichung  ^  +  $  +  ^  +  •  •  •  '«  inf.  —  1 ,  wo  tler  Verf.  beweisen  will, 
dass  die  Glied«^r  cIpi- Keihe  am  Ende  „wirklich  Null  werden"  und  uns 
a.  A.  aneh  belehrt,  dass  das  Diiferential  eine  Saclie  ist,  „die  eine  Grösse 
sein  oder  werden  will ,  es  aber  nicht  ist."  Hier  liegt  der  Fehler  einfach 
darin,  dass  der  Verf.  den  B^riff  der  Qrense  nicht  kennt;  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  convergirt  gegMi  den  asymptotischen  Werth  Null,  die 
Summe  der  Reihe  convergirt  gegen  die  asymptotische  Grenze-  Eins ,  und 
mit  diesen  zwei  präciseu  Ausdrücken  ist  die  Sache  ahgemaclit  und  klar. 
Das  ganze  Raisonnement  des  Verf.,  wonach  die  Reihe  mit  den  vorletzten 
Gliedern  exspirirt  u.  dergl. ,  dient  keineswegs  dazu,  jene  angeblich  üher- 
sinnlichcu  (!)  Vorstellungen  zu  erläutern,  sondern  höchstens,  um  einen 
guten  Kopf  coufus  zu  machen;  der  Verf;  dürfte  sich  nicht  wundern,  wenn 
.femand  aus  dieser  Verworrenheit  schlösse,  dass  Herr  Lübsen  zwar  ein 
guter  Elemcntarlehrer  aber  keineswegs  ssum  Unterrichte  in  der  höheren 
Mathematik  befähigt  sei.  SohlÖmillCu. 
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